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内 容 简介 


本 书 开篇 介绍 了 用 Friedmann-Robertson-Walker (FRW) 度 规 描 述 的 平滑 均 
QF, 包括 对 暗 能 量 、 大 爆炸 原初 核 合成 、 再 复合 和 暗物质 的 细致 处 理 . 从 
此 处 出 发 , 读者 被 引入 FRW 宇宙 的 扰动 : 爱 因 斯 坦 - 玻 尔 兹 曼 方 程 扰 动 的 演 
化 和 由 原初 暴 胀 导致 的 扰动 的 产生 及 其 观测 结果 . 这 些 观测 结果 包括 表征 重 
TERA (BAO) 的 峰值 和 极 化 的 宇宙 微波 背景 辐射 (CMB ) 的 各 向 异性 
谱 ， 重 子 声学 振荡 的 物质 功率 谱 ， 及 通过 星系 的 测 光 巡 天 、 红 移 空间 畸变 

(RSD )、 星 系 团 数 密度 和 弱 引 力 透镜 对 密度 扰动 的 探测 . 本 书 结束 于 一 个 关 
于 数据 分 析 方 法 的 长 章节 . 本 书 是 第 一 本 详细 地 解释 以 下 性 质 的 书 : 宇宙 微波 
背景 辐射 的 声学 峰 的 结构 ; 用 于 探测 到 原初 引力 波 的 EZB 的 极 化 分 解 ， 以 及 
用 于 日 益 增 加 的 大 型 宇宙 学 数据 集合 的 数据 分 析 技 术 . 通过 这 本 书 , 读者 将 会 
学 到 在 宇宙 学 工作 中 需要 的 工具 ， 了 解 到 现代 观测 技术 在 我 们 对 宇宙 图 景 的 认 
识 和 理解 上 产生 了 怎样 的 翻天 覆 地 的 革命 性 变化 . 

本 书 与 当今 宇宙 学 研究 前 沿 结合 紧密 ， 适 合理 论 物理 和 天 文学 以 及 相关 
专业 研究 生 作 为 教材 ,也 适合 从 事 宇 宙 学 研究 的 物理 学 和 天 文学 相关 专业 科研 
人 员 和 教师 学 习 参 考 . 

This edition of Modern Cosmology by Scott Anderson is published by arrangement 
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Park Avenue South, New York, NY 10010, USA 
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对 于 宇宙 , 人 们 一 直 充 满 着 好 奇 。 探索 宇宙 万 物 之 奥妙 , 寻找 宇宙 深 处 之 知己 ， 
既 富有 神秘 色彩 又 极 具 挑战 性 。 当 我 们 褪去 孩提 时 代 的 幻想 , 踏 上 科学 探究 宇宙 的 
旅程 , 我 们 既 需 要 良 师 的 指点 , 也 需要 一 本 宇宙 学 的 入 门 书籍 。 

从 事 所 谓 高 大 上 的 宇宙 学 研究 三 十 年 间 ， 我 接触 和 阅读 过 国内 外 的 诸多 宇宙 
学 著作 , 内 容 详尽 又 丰富 , 但 视野 和 角度 各 有 不 同 。 也 曾 试图 教授 宇宙 学 , 在 匆匆 
备课 中 曾 感觉 到 ,一 本 难 易 适 中 、 面 对 本 科 和 研究 生 的 宇宙 学 教程 之 重要 和 迫切 。 
然而 一 直 在 碌碌 无 为 中 奔波 , 却 不 曾 静 下 来 去 认真 传授 宇宙 学 , 更 无 钻研 宇宙 学 之 
角力 和 能 力 。 

素 闻 费 米 实验 室 Scott Dodelson 教授 之 大 名 ， 尤 其 是 早期 所 著 Modern Cos- 
mology ~P, 对 我 及 身边 的 同事 影响 颇 深 ,是 适合 从 事 天 体 物理 研究 的 研究 生 入 
门 之 最 好 教科 书 之 一 。 高深 而 枯燥 的 理论 与 丰富 而 广博 的 观测 , 在 这 本 书 里 被 有 机 
结合 起 来 ， 既 适合 理论 研究 的 深入 学 习 , 也 适合 观测 宇宙 的 基础 铺垫 。 

感谢 长 期 从 事 宇宙 学 教学 和 研究 的 张 同 杰 教 授 ， 集 数 十 年 教授 宇宙 学 的 经 验 
和 严谨 , 在 讲授 Modern Cosmology 的 基础 上 , 把 此 书 中 文 版 呈现 给 国内 的 同行 和 
FE., 无 论 对 于 我 们 这 些 宇宙 学 的 研究 者 ,还 是 对 于 宇宙 学 入 门 的 学 生 们 , 都 将 是 
一 个 福音 。 当 翻阅 中 文 手稿 ， 重 游 “ 字 宙 ”, 我 被 逻辑 严谨 和 文风 流畅 所 感染 , 犹如 
身 临 其 境 , 聆听 张 同 杰 教 授 授 课 之 精彩 。 张 同 杰 教 授 在 宇宙 学 研究 的 开拓 中 有 许多 
独到 的 见解 和 贡献 ,教书 育 人 亦 是 孜孜 不 倦 。 此 次 奉献 《现代 宇宙 学 》 之 译作 , 将 
会 积极 助 推 国 内 宇宙 学 的 研究 和 人 才 的 培养 。 

宇宙 之 浩大 ， 我 们 心中 现在 的 疑惑 必 将 被 未 来 的 理解 所 代替 。《 现 代 宇 宙 学 》 
也 终 将 会 被 另 一 《现代 宇宙 学 》 而 更 新 。 在 探索 宇宙 的 征途 上 ， 人 类 将 永 无 止境 。 


RAF 
中 国 科学 院 国家 天 文 台 
2016 Æ 6 H 16 H 
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1999 Æ 7 A, 我 受 邀 到 中 国 科学 院 上 海天 文 台 主 持 张 同 杰 的 博士 论文 答辩 。 张 
同 杰 博士 毕业 后 即 被 推荐 来 我 校 天 文系 工作 。 TILER, 张 同 杰 不 负 众望 , 在 教学 
和 科研 方面 都 表现 出 色 , 已 成 为 天 文系 骨干 教师 之 一 。 在 科学 研究 方面 , 他 与 国内 
外 同行 建立 了 密切 的 合作 关系 。 据 我 所 知 , 包括 国家 天 文 台 , 加 拿 大 理论 天 体 物 理 
研究 所 , 美国 的 亚利桑那 大 学 物理 系 、 劳伦斯 伯克利 国家 实验 室 等 单位 。 这些 年 来 
张 同 杰 取 得 了 许多 有 份量 的 研究 成 果 , 论文 的 数量 和 质量 都 值得 称赞 。 其 中 , 张 同 
杰 教 授与 于 浩然 博士 ( 同 为 本 书 译 者 ) 通过 与 国内 外 同行 的 合作 , 利用 届时 世界 运 
行 速度 最 快 的 我 国 天 河 二 号 超级 计算 机 完成 了 世界 上 最 大 规模 宇宙 大 尺度 结构 的 
N 体 数值 模拟 ， 引 起 广泛 关注 。 在 教学 方面 ， 他 一 直 从 事 宇宙 学 和 天 体 物 理 的 教 
学 ， 曾 获 北京 市 教学 成 果 二 等 奖 。 尤 其 值得 提 及 的 , 他 指导 和 培养 的 多 位 本 科 生 和 
研究 生 曾 被 评 为 我 校 和 国家 级 的 优秀 学 生 ， 其 中 于 浩然 师 从 张 同 杰 教 授 取得 天 体 
物理 博士 学 位 , 毕业 后 前 往 加 拿 大 理论 天 体 物 理 研 究 所 、 北 京 大 学 科 维 理 天 文 与 天 
体 物 理 研 究 所 继续 从 事 宇 宙 学 研究 。 

张 同 杰 在 工作 中 一 向 勤 勤 县 居 、 欧 欧 业 业 , 我 的 办 公 室 和 他 相 邻 , 无 论 是 平时 
还 是 节假日 , 经常 看 到 他 在 那里 工作 。 

美国 费 米 实验 室 Scott Dodelson 教授 的 Modern Cosmology 被 公认 为 是 一 本 优 
秀 的 宇宙 学 专著 ， 适 合 研 究 生 和 本 科 高 年 级 学 生 使 用 。 该 书 特色 鲜明 ， 思 路 明晰 。 
张 同 杰 在 使 用 本 书 过 程 中 , 还 和 作者 进行 过 多 次 讨论 , 指出 了 书 中 的 一 些 错 误 。 我 
相信 ，, 本 书 翻 译 出 版 , 会 使 我 国 如 此 缺少 的 高 端 天 文学 教材 的 现状 得 到 一 些 弥补 。 


何 香 涛 
北京 师范 大 学 
2016 Æ 6 H 18 H 


中 译本 序言 


《现代 宇宙 学 》 一 书 能 够 被 译 为 中 文 版 本 ， 我 深 感 
荣幸 ,尤其 是 出 自 张 同 杰 这 样 的 知名 学 者 之 手 。 随 着 中 
国 日 益 发 展 成 为 世界 上 科学 研究 的 领军 国家 之 一 , 我 很 
有 幸 能 够 有 这 样 的 机 会 , 介绍 宇宙 学 这 一 历史 悠久 的 科 
学 领域 的 相关 发 现 。 在 了 解 基 本 物理 知识 的 基础 上 ， 学 
生 能 够 很 快 掌握 推动 现代 宇宙 学 发 展 成 为 目前 最 吸引 人 
的 研究 领域 的 相关 技术 和 想法 。 字 宙 学 中 还 有 很 多 问题 
有 待 解决 ,能够 帮助 引导 未 来 同仁 步 入 求索 之 路 ， 于 我 ， 
SARE 


Scott Dodelson 
2014 Ẹ 12 H 18 H 


Preface to Chinese Edition 


It is a great honor to have Modern Cosmology translated into Chinese, especially 
by such a noted scholar as Tong-Jie Zhang. As China re-emerges as one of the premier 
countries in the world leading scientific research, the opportunity to help conveysome 
of the exciting discoveries in cosmology, an age-old field, is truly an honor. With 
understanding of basic physics, students should quickly be able to learn about many 
of the techniques and ideas that have propelled modern cosmology to be one of the 
most exciting of all scientific fields. Many questions remain to be answered and I feel 


privileged to help future colleagues join in the quest to provide answers. 


Scott Dodelson 
December 18, 2014 


原 书 作者 简介 


Scott Dodelson 是 费 米 实验 室 理论 天 体 物理 组 的 负责 人 , 同时 也 是 芝加哥 大 学 
天 文 与 天 体 物 理 系 的 副教授 。 他 从 哥伦比亚 大 学 获得 博士 学 位 , 在 任职 费 米 实验 室 
和 芝加哥 大 学 之 前 , 曾 在 哈佛 大 学 担任 研究 员 。 他 在 宇宙 学 领域 发 表 了 七 十 多 篇 文 
章 ， 其 中 大 多 数 基 于 宇宙 微波 背景 和 宇宙 的 大 尺度 结构 。Scott Dodelson 是 一 名 理 
论 宇 宙 学 家 ， 同 时 也 参与 多 个 实验 项 目 ， 包 括 斯 隆 数 字 巡 天 (SDSS) 以 及 Python 
和 MSAM 的 各 向 异性 实验 。 


译 者 F 


这 本 译 著 的 出 版 用 “ 猴 年 马 月 ”形容 一 点 也 不 过 分 , 从 2011 年 签署 翻译 出 版 
协议 至 今 一 拖 再 拖 直到 今年 的 “ 猴 年 >， 因 此 真诚 地 向 科学 出 版 社 表示 歉意 。 然 而 
巧合 的 是 今年 是 我 的 本 命 年 , 但 绝 非 故意 拖 到 猴 年 出 版 , 而 的 确 是 近 几 年 教学 科研 
工作 繁重 、 时 间 紧 张 所 致 。 故 此 翻译 肯定 没有 达到 极致 , 不 妥 之 处 在 所 难免 。 

“ 猴 年 ” 天文 界 大 事 颇 多 。 我 国 “ 悟 空 ”暗物质 卫星 发 射 成 功 ; 500 米 口径 球面 
射电 望远镜 FAST 也 将 于 今年 9 月 竣工 。 春 节 刚 过 , 美国 LIGO 宣布 发 现 了 引力 
波 。 引 力 波 发 现 似乎 与 我 关系 不 大 , 但 其 实 这 本 书 的 翻译 与 引力 波 关系 却 很 大 。 几 
年 前 我 改正 了 本 书 在 早期 版 本 中 引力 波 的 推导 中 原文 出 现 的 错误 ， 作 者 在 新 版 臻 
谢 中 特别 表示 感谢 。 这 个 机 缘 导 致 我 开始 使 用 该 书 作 为 研究 生 的 教材 , 并 且 产生 了 
翻译 该 书 的 想法 。 

在 使 用 该 书 给 研究 生 讲 授 宇宙 学 过 程 中 ， 深 感 该 书 是 迄今 为 止 适 合 天 体 物 理 
和 物理 专业 研究 生 之 用 的 最 好 的 宇宙 学 教材 。 该 书 的 核心 内 容 是 对 宇宙 中 物质 和 
辐射 扰动 的 详细 介绍 。 作 者 完全 从 广义 相对 论 出 发 ， 对 玻 尔 兹 曼 方程 和 引力 场 方 
程 在 理论 上 进行 数学 操作 一 一 扰动 ,其 推导 过 程 结 构 分 明 、 条 理 极 其 清楚 。 读 懂 
该 书 , 基本 掌握 了 宇宙 大 尺度 结构 形成 的 扰动 理论 和 以 功率 谱 为 代表 的 观测 统计 技 
A, 从 而 摆脱 “只 见 树木 不 见 森 林 ” 的 窘境 ， 也 就 会 清晰 地 知道 每 一 片 叶 子 在 一 棵 
树 的 哪个 树枝 上 ,而 不 至 于 像 一 些 研究 生 ， 虽 然 发 表 了 许多 文章 ,竟然 不 知道 自己 
所 研究 的 问题 属于 标准 (平滑 或 者 零 阶 ) 宇宙 学 还 是 高 阶 〈 扰 动 ) 宇宙 学 。 

在 本 书 的 翻译 过 程 中 , 我 的 学 生 孟 晓 舌 、 王 伟 、 李 时 雨 、 武 朝 剑 、 张 明 建 、 于 
洋 、 马 戏 、 刘 德 子 、 裴 晓 星 、 岳 楠 楠 、 袁 硕 、 刘 思 琦 、 胡 负 晨 、 杨 帆 、 赵 芳 洲 等 都 给 
予 了 极 大 的 协助 和 很 好 的 建议 , 特此 表示 感谢 。 

特别 感谢 李宗伟 教授 和 邹 振 隆 研究 员 向 科学 出 版 社 推荐 我 翻译 此 书 。 

该 书 最 适合 天 文 和 物理 科学 工作 者 以 及 天 文系 和 和 物理 系 的 研究 生 之 用 ， 也 
适合 天 文系 、 物 理 系 和 数学 系 的 高 年 级 本 科 生 使 用 。 


2016 #5 A 18 £ 


原 书 前 言 


大 议会 众 成 员 有 三 名 格言 : 凡事 三 思 而 后 行 ; 使 学 生 独 立 思考 ; 教学 中 有 所 为 
有 所 不 为 (启发 学 生 思考 )， 
犹太 圣 传 1: 1 


当今 宇宙 学 在 两 个 方面 使 之 比 以 往 更 具 魅 力 。 其 一 是 海量 的 观测 数据 。 我们 对 
宇宙 结构 的 认识 如 何 快速 地 进步 ， 从 绘制 全 天 图 的 星系 巡天 中 可 见 一 斑 。1985 F, 
最 高 水 平 的 巡天 由 美国 哈佛 史 密 松 天 体 物理 中 心 (CfA) 实施 ， 当 时 该 巡天 只 包含 
了 1100 个 星系 的 位 置 。 而 今天 的 斯 隆 (SDSS) 和 2 度 视 场 (2DF) 巡天 已 经 记录 了 
50 万 个 星系 的 3 维 位 置信 息 。 

另 一 方面 , 现代 宇宙 学 在 理解 宇宙 方面 区 别 于 以 往 的 成 就 在 于 我 们 已 经 发 展 
了 一 套 与 观测 数据 定量 符合 的 自治 理论 框架 。 这 两 方面 的 特征 是 现代 宇宙 学 令 人 
兴奋 的 奥秘 之 处 : 我 们 有 理论 可 以 做 出 预言 , 同时 这 些 预 言 又 可 以 被 观测 检验 。 

理解 理论 的 实质 以 及 它 做 出 的 预言 是 举足轻重 的 。 首先 , 许多 理论 预言 是 统计 
性 的 。 我们 无 法 预测 宇宙 微波 背景 (CMB) 在 RA=15h, dec=27” 处 是 否 存在 高 温 
点 ， 相反 能 预测 这 些 高 温和 低温 点 的 分 布 和 量 级 大 小 。 其 次 , 这些 预言 及 其 理论 基 
础 涉及 经 历 大 量 物理 演化 步骤 的 、 来 自 广泛 的 物理 学 范畴 的 许多 讨论 结果 。 例如 ， 
我 们 将 会 看 到 : CMB 中 热点 和 冷 点 的 分 布依 赖 于 量子 力学 、 广 义 相 对 论 、 流体 动 
力学 和 光 与 物质 的 相互 作用 。 因 此 我 们 确实 需要 遵循 大 议会 众 成 员 的 第 一 个 格言 : 
在 做 出 判断 之 前 需要 耐心 谨慎 (凡事 三 思 而 后 行 )。 的 确 ， 对 宇宙 中 结构 的 基本 测 
量 一 物质 和 辐射 的 功率 谱 一 与 目前 的 宇宙 学 理论 符合 得 相当 好 , 然而 , 直到 第 7 章 
和 第 8 章 ， 我 们 才能 掌握 必要 的 工具 来 完全 理解 这 种 一 致 性 。 清 醒 的 头脑 总 是 懂 
得 在 对 如 同 理解 我 们 的 宇宙 所 必 备 的 崇高 想法 做 出 评判 之 前 要 耐心 谨慎 。 对 “保持 
耐心 谨慎 ”这 个 主题 的 现代 理解 是 在 我 们 能 够 正确 评价 目前 的 宇宙 学 模型 的 成 功 
之 前 需要 建立 一 套 基本 的 框架 ( 详 见 第 1~6 章 )。 

随机 地 翻 开 这 本 书 的 一 页 , 你 (读者 ) 将 会 看 到 我 已 经 尽 全 力 去 实施 第 二 条 格 
。 在 这 里 可 以 看 到 有 助 于 理解 的 常识 性 和 定性 的 讨论 , 但 本 书 的 主要 目的 是 提供 
给 你 (读者 ) 开始 学 习 宇宙 学 、 进 行 独立 计算 的 工具 ,并 且 能 够 从 第 一 原理 出 发 领 
会 宇宙 学 的 思想 。 一 旦 你 (读者 ) 掌握 了 这 些 工具 , 你 将 为 基本 理论 模型 的 任何 变 
化 做 好 了 准备 。 例如 ， 本 书 的 大 部 分 基于 这 样 一 个 看 法 , 即 暴 胀 创 生 了 我 们 今天 所 
看 到 的 宇宙 结构 。 如 果 这 证 明 是 错误 的 , 第 4、5 章 发 展 的 研究 扰动 的 方法 ， 以 及 


Dil 


“x: 前 


Il 


本 书后 半 部 分 描述 的 观测 和 分 析 技 术 仍 将 恰当 可 靠 。 一 个 更 醒目 的 例子 是 ， 本 书 
所 有 部 分 都 假设 宇宙 中 存在 三 维 空间 。 这 似乎 是 一 个 合理 的 假设 (至 少 对 我 而 言 )， 
但 是 今天 许多 天 体 物 理学 家 正在 探讨 额外 维 在 宇宙 早期 可 能 已 经 起 作用 的 可 能 性 。 
即便 额外 维 确实 证 明 是 重要 的 , 扰动 仍 需 在 我 们 的 三 维 膜 上 演化 和 观测 , 这 里 发 展 
的 工具 仍 将 适用 。 

上 面 格言 最 后 一 部 分 (第 三 条 ) 尤其 恰当 ， 因 为 宇宙 学 今天 已 是 如 此 宽广 的 学 
科 。 许多 重要 的 文章 、 发 现 , 甚至 一 些 宇宙 学 分 支 必 须 留 在 篇 爷 之 外 。 我 想 我 已 经 
在 一 个 自然 的 地 方 建立 了 这 个 篇 钨 , 含 于 其 中 的 是 平滑 膨胀 的 宇宙 ,及 其 源 于 烘 
胀 、 之 后 随 Boltzmann-Einstein 方程 进行 演化 的 线性 扰动 。 此 篇 管 不 仅 训 括 了 大 爆 
炸 的 经 典 支 柱 一 CMB、 字 宙 的 膨胀 和 轻 元 素 的 产生 一 还 涵盖 了 其 现代 支柱 : CMB 
各 向 异性 功率 谱 的 波峰 和 波 谷 、 大 尺度 上 的 物质 在 恰当 等 级 处 的 成 团 、 暗 物质 的 产 
生 及 演化 、 瞳 能 量 、 暴 胀 、 星 系 团 丰 度 和 速度 巡天 。 它 也 为 诸如 弱 引 力 透镜 和 极 化 
(偏振 ) 这 些 未 来 重要 的 发 展 预 留 了 空间 。 

篇 多 之 外 是 一 些 永远 留 在 当地 的 主题 , 如 稳 恒 态 宇 宙 论 以 及 类 似 的 替代 理论 。 
其 他 值得 关注 的 主题 一 如 宇宙 弦 和 其 他 拓扑 破 缺 理论 一 只 是 最 近 才 被 排除 在 外 。 事 
KE, 当 考 虑 到 如 此 激动 人 心 的 研究 仍 在 进行 来 理解 破 缺 带 来 的 宇宙 学 意义 时 , 我 
们 很 难 做 出 完全 忽略 它们 的 决定 。 尽 管 其 他 一 些 主题 对 于 理解 宇宙 仍然 是 重要 的 ， 
并 且 也 是 处 于 活跃 的 研究 课题 , 但 是 它们 不 是 过 于 复杂 , 就 是 太 不 确定 , 其 中 最 重 
要 的 是 非 线性 研究 。 已 经 不 可 能 客观 地 评价 近 十 年 来 非 线性 演化 研究 的 进展 。 然 
而 , 本 书 中 描述 的 线性 理论 是 理解 非 线性 增长 及 其 观测 含义 的 必要 前 提 。 在 9.5 节 
中 给 出 了 从 我 们 对 线性 扰动 的 理解 知晓 非 线 性 讨论 的 方法 暗示 ,在 那里 讨论 了 利 
用 线性 理论 预言 星系 团 丰 度 (高 度 非 线性 的 家 伙 ) 而 进行 的 尝试 。 

这 本 书 为 谁 而 著 呢 ? 处 于 某 个 宇宙 学 领域 但 也 希望 向 另 一 个 领域 学 习 的 研究 
者 会 受益 匪 浅 。 例 如 ， 对 于 暴 胀 模型 的 构建 者 而 言 ， 希 望 理解 他 们 的 模型 在 CMB 
和 大 尺度 结构 方面 的 影响 时 可 以 通过 本 书 获得 相关 基础 依据 。 对 于 想 弄 清楚 他 们 
的 测量 结果 的 理论 含义 的 实验 工作 者 , 可 以 通过 本 书 了 解 那些 理论 曲线 的 出 处 。 对 
于 统计 知识 缺乏 的 读者 可 以 利用 第 11 章 获得 最 前 沿 的 统计 技术 , 甚至 对 于 此 前 只 
专注 于 某 一 领域 (如 大 尺度 结构 ) 的 理论 工作 者 也 能 够 学 习 关 于 CMB、 弱 引力 透 
镜 和 极 化 (偏振 ) 等 最 新 的 理论 观念 。 我 也 已 经 试图 强调 所 有 这 些 相关 现象 (平滑 
背景 附近 的 微小 扰动 ) 的 共同 起 源 。 一 般 而 言 , 对 于 试图 理解 宇宙 学 最 新 进展 的 其 
他 领域 的 物理 学 家 也 可 从 中 了 解 这 些 进 展 及 其 所 依赖 的 物理 原理 。 

虽然 我 的 主要 目的 是 本 书 应 该 适合 物理 系 和 天 文系 的 低 年 级 研究 生 和 想 尽早 
开始 宇宙 学 研究 的 高 年 级 研究 生 之 用 ， 但 其 仅 需 必 备 的 数学 也 只 是 普通 微 积分 和 
微分 方程 。 如 前 所 述 ， 相当 多 的 物理 对 宇宙 学 产生 影响 ， 然 而 你 (读者 ) 在 学 习 宇 
宙 线 之 前 无 需 修 完 所 有 这 些 领域 的 课程 。 广义 相 对 论 是 必 备 的 工具 , 修一 门 广义 相 
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对 论 的 课 将 大 有 神 益 , 但 是 当 我 们 需要 时 我 会 介绍 其 一 些 相关 专题 内 容 。 例 如 , 我 
们 不 会 对 Einstein 方程 详 加 推导 , 但 我 们 需要 使 用 它 时 , 习惯 指标 运算 是 很 容易 做 
到 的 。 同 样 , 尽管 第 6 章 的 暴 胀 理论 基于 场 论 , 但 你 当然 无 需 修 一 门 场 论 课程 之 后 
再 去 理解 暴 胀 理论 所 需 的 最 小 量 概念 。 当 然 , 如 果 你 (读者 ) 熟悉 谐振 子 的 量子 力 
学 原理 , 则 很 容易 理解 它 。 

为 便于 使 用 本 书 , 我 在 一 些 章节 的 最 后 进行 了 总 结 。 你 (读者 ) 可 能 对 Boltz- 
mann 方程 如 何 推导 不 感 兴趣 , 但 仍然 需要 知道 在 第 7~11 章 中 得 到 的 主要 宇宙 学 
结论 。 在 那 种 情况 下 , 你 (读者 ) 可 以 跳 过 第 4 章 的 大 部 分 内 容 而 只 浏览 其 总 结 部 
Ie 

这 本 书 的 写作 过 程 充满 了 十 足 的 乐趣 ， 因 为 它 驱使 我 认真 阅读 以 前 被 我 忽略 
的 文章 。 因 此 大 力 感谢 那些 推进 宇宙 学 迈进 21 世纪 而 辛苦 付出 的 科学 家 。 在 每 章 
最 后 的 “ 精 选 读物 ”部 分 , 我 指出 了 一 些 其 他 有 用 的 相关 书籍 ， 和 一 些 在 理解 相应 
章节 内 容 中 影响 我 颇 深 的 文章 。 这 些 参考 文献 以 及 贯穿 在 书 中 的 其 他 文献 是 远 远 
不 够 完整 的 : 它们 仅仅 为 我 们 打开 了 一 扇 领略 过 去 十 年 来 急剧 增长 起 来 的 浩瀚 宇 
宙 学 文献 之 门 。 

诚 人 挚 感谢 那些 认真 查阅 本 书 初稿 并 提出 有 用 意见 的 学 者 , 特别 是 Mauricio Cal- 
vao, Duglas Scott 和 Uros Seljak 。Kev Abazajian, Joremy Bernstein, Pawel Dyk, 
Marc Kamionkowski, Manoj Kaplinghat, Eugene Lim, Zhaoming Ma, Angela Olinto, 
Euaro Rozo, Ryan Scranton, Tristan Smith 和 Iro Tasitsiomi 也 提出 了 有 用 的 建 
i. Jeremy Berstein, Sanghamitra Deb, James Dimech, Jim Fry, Donghui Jeong, 
Bob Klauber, Chungpei Ma, Olga Mena, Aravind Natarajan, Mark Alan Peot, Ed- 
uardo Rozo, Suharyo Sumowidagdo 和 张 同 杰 (ABE) 在 早期 的 书稿 中 发 现 了 
若干 错误 并 善意 地 告 之 于 我 。 也 感谢 Andy Albrecht 把 我 介绍 给 Susan Rabiner, 
以 及 Susan 自始至终 对 我 的 大 力 支 持 。 感 谢 Nora Donaghy, Julio Esperas, Jeremy 
Hayhurst 和 Lakshmi Sadasiv 我 的 这 些 在 学 术 出 版 界 交往 的 朋友 们 。 我 也 得 到 了 许 
多 基金 的 支持 , 包括 NASA Grant NAG5-10842, DOE 和 NSF Grant OHY-0079251. 
最 后 ,最 真挚 地 感谢 Marcia, Matthew, Ilana, David 和 Coby 对 我 的 支持 和 爱 。 
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第 1 章 ”标准 (FHS) 模型 及 其 他 


20 世纪 爱 因 斯 坦 (Einstein) 广义 相对 论 的 发 现 , 使 我 们 在 历史 上 第 一 次 找到 
了 一 个 引人入胜 的 、 可 检验 的 宇宙 理论 . 我 们 意识 到 宇宙 在 膨胀 , 并 且 曾 经 处 于 非 
常 热 、 非 常 致密 的 状态 , 这 让 我 们 得 以 用 现代 的 方法 思考 那些 难以 理解 的 古老 而 又 
深刻 的 问题 :“ 我 们 为 何在 这 里 ? ” 我 们 如 何 到 达 这 里 ? ”. 现在 这 些 问题 的 更 新 升 
级 版 本 是 :“ 元 素 是 如 何 形 成 的 ? ”“ 宇 宙 为 何如 此 平滑 ? ”“ 星 系 是 如 何在 这 种 平滑 
宇宙 中 起 源 形成 的 ??. 值得 注意 的 是 , 这 些 问题 以 及 许多 类 似 的 问题 都 有 了 定量 的 
答案 , 而 这 些 答 案 只 需 把 我 们 的 基础 物理 学 的 知识 和 对 早期 宇宙 状态 条 件 的 理解 结 
合 起 来 即 可 得 到 . 更 加 引 人 注 目的 是 , 这 些 答 案 可 以 通过 天 文 观 测 进行 验证 . 

本 章 不 借助 广义 相对 论 的 方程 来 描述 一 个 膨胀 宇宙 的 构想 . 大 爆炸 宇宙 学 的 成 
功 依靠 于 三 大 观测 支柱 : @ 展示 宇宙 膨胀 的 哈 勃 图 ; © 与 大 爆炸 核 合成 理论 相符 
合 的 轻 元 素 丰 度 ; © 宇宙 最 初 儿 十 万 年 留 下 的 黑体 辐射 -宇宙 微波 背景 辐射 . ( 译 者 
注 : 也 有 天 体 物理 学 家 和 宇宙 学 家 认为 大 爆炸 宇宙 学 基于 四 个 支柱 . 除 上 面 所 述 三 
个 外 , 第 四 个 是 : 宇宙 大 尺度 结构 的 观测 .) 在 介绍 完 这 些 观测 证 据 之 后 , 我 们 将 走 
出 被 这 三 个 观测 支柱 包围 支持 的 标准 (宇宙 学 ) 模型 . 20 世纪 的 最 后 二 十 年 间 , F 
宣 学 的 理论 和 观测 的 发 展 指向 下 面 几 个 方向 : 

暗物质 、 甚 至 暗 能 量 的 存在 ; 

需要 理解 零 阶 、 平 滑 宇宙 附近 的 扰动 的 演化 ; 

产生 这 些 扰动 的 暴 胀 . 

1.15 以 时 间 为 线索 总 结 了 宇宙 早期 的 景象 . 


1.1 膨胀 的 宇宙 


我 们 有 充分 的 证 据 表 明 宇 宙 正 在 膨胀 . 这 意味 着 在 宇宙 历史 的 早期 , BS 
远 星系 之 间 的 距离 比 现在 更 近 . 引入 尺度 因子 a 可 以 很 方便 地 描述 这 种 效应 , a 现 
在 的 取 值 设 为 1. 在 更 早 的 时 期 , a 比 现在 的 取 值 更 小 . 可 以 将 空间 描述 成 图 1.1 中 
所 示 的 一 个 网 格 , 这 个 网 格 随时 间 均 匀 膨 胀 . 网 格 上 的 点 的 坐标 保持 不 变 , 这 样 仅 
测量 坐标 值 之 差 的 两 点 之 间 的 共 动 距离 也 保持 常数 .然而 物理 距离 正比 于 尺度 因 
子 , 它 会 随时 间 演 化 . 


.2 . 第 1 章 标准 (宇宙 学 ) 模型 及 其 他 


(0,0) (1.0) (0,0) (1,0) (0,0) (1,0) 


物理 距离 =a(ts)>a() 


时 间 
图 1.1 宇宙 的 膨胀 . 在 图 中 假想 网 格 上 的 点 之 间 的 共 动 距离 随 宇宙 的 膨胀 保持 不 变 . 物理 
距离 正比 于 共 动 距离 与 尺度 因子 的 乘积 , 因而 随时 间 的 演化 变 大 


除了 尺度 因子 及 其 演化 规律 外 , 平滑 宇宙 还 需要 由 另 一 个 描述 其 几何 形态 的 参 
量 来 表征 . 宇宙 存在 三 种 可 能 的 几何 形态 : 平坦 的 、 开 放 的 和 封闭 的 . 理解 这 三 种 
不 同 的 几何 可 能 性 的 最 好 方法 是 考虑 两 个 初始 时 刻 相互 平行 运动 的 自由 粒子 ， 平 
坦 的 宇宙 遵循 欧 几 里 得 几何 : 两 个 自由 粒子 永远 保持 平行 . 广义 相对 论 将 几何 与 能 
量 联 系 到 一 起 . 因此 , 平坦 宇宙 的 能 量 密度 等 于 一 个 临界 值 , 之 后 我 们 会 看 到 它 近 
似 为 10-”3g cm 如 果 密 度 高 于 这 个 临界 值 , 宇宙 是 封闭 的 : 初始 时 刻 平行 运动 
的 粒子 将 逐渐 发 生 汇聚 , 就 像 所 有 的 经 线 都 聚 于 地 球 的 南北 极 一 样 . 封闭 的 宇宙 与 
球面 的 类 比 更 加 形象 : 两 者 都 具有 正 曲 率 , 只 是 前 者 和 后 者 分 别 存在 于 三 维和 二 维 
空间 中 . 最 后 一 种 情形 , 密度 低 于 临界 值 的 低 密度 宇宙 是 开放 的 , 最 初 平行 运动 的 
粒子 轨迹 将 会 发 散 , 就 像 两 个 弹 球 从 马鞍 上 滚 下 . 

为 了 理解 宇宙 的 历史 , 我 们 必须 确定 尺度 因子 a 随 宇 宙 时 间 t 的 演化 . 同样 
地 , 广义 相对 论 提 供 了 这 个 演化 与 宇宙 中 的 能 量 (密度 ) 之 间 的 联系 . 图 1.2 显示 了 
尺度 因子 如 何 随 宇宙 的 年 龄 而 增加 . 注意 a 对 上 的 依赖 关系 随 宇 宙 的 演化 而 改变 . 
EFH, axt, 而 后 来 这 种 依赖 关系 转换 为 a x 17/3. 尺度 因子 如 何 随时 间 变 化 
由 宇宙 中 的 能 量 密度 决定 . 在 早期 , 一 种 形式 的 能 量 一 辐射 一 起 主导 作用 , 而 后 来 
非 相 对 论 性 的 物质 占据 了 宇宙 中 大 部 分 比例 的 能 量 密度 . 实际 上 , 探索 宇宙 中 能 量 
成 分 的 方法 之 一 就 是 测量 尺度 因子 的 变化 . 我 们 将 会 看 到 , 作为 这 种 探索 的 结果 的 
一 部 分 , 我 们 现在 确信 在 最 近 的 时 期 内 a 停止 随 妈 /3 形式 增长 , 这 标志 着 一 种 新 形 
式 的 能 量 已 主导 宇宙 . 

为 了 量化 尺度 因子 的 变化 及 其 与 能 量 的 关系 , 首先 定义 哈 勃 膨胀 率 ( 译 者 注 : 
或 者 称 为 哈 勃 参量 ) 是 很 有 用 的 


da/dt 
a 


H(t)= (1.1) 


1.1 BAKA St aT +3: 


它 度量 尺度 因子 的 变化 有 多 快 . 例如 , 如 果 字 宙 是 平坦 的 , 并 且 是 物质 主导 的 , 那么 
a x t2/3, H = (2/31. 这 样 , 一 个 对 该 宇宙 学 有 效 的 检验 方法 是 分 别 测量 今天 的 
SAWN Ho (EAE: 或 称 哈 勃 常数 ) 和 宇宙 的 年 龄 . 本 书 中 下 角 标 0 表示 一 个 
量 在 现在 时 刻 的 取 值 . 在 平坦 且 由 物质 主导 的 宇宙 中 , 乘积 Hoto 应 等 于 2/3. 


尺度 因子 a 
温度 /K 


1 10 10? 10° 104 10° 10° 10° 108 Tor 209 
宇宙 时 间 t/yr 
图 1.2 ” 字 宙 尺度 因子 随 宇宙 时 间 的 演化 . 当 宇宙 很 年 轻 时 , 辐射 是 宇宙 的 主导 成 分 , RE 
因子 随 t 增长 . 后 来 , 物质 开始 主导 宇宙 , 这 个 依赖 关系 转换 为 t. 右 侧 的 坐标 轴 显 示 了 
对 应 的 温度 , 现在 等 于 3K 


更 一 般 地 , 尺度 因子 的 演化 由 Friedmann 方程 确定 


H(t) = SE | oc + Pa (1.2) 


其 中 p(t) 是 宇宙 中 的 能 量 密度 , 是 时 间 的 函数 , 其 现在 值 为 po. 而 临界 密度 
(1.3) 


其 中 G 是 牛顿 引力 常数 . 

为 了 应 用 爱 因 斯 坦 场 方程 , 我 们 必须 知道 能 量 密度 如 何 随时 间 演 化 . 这 是 一 个 
复杂 的 问题 , 因为 方程 (1.2) 中 的 p 是 许多 不 同 成 分 的 能 量 密度 之 和 , 每 种 成 分 随 
时 间 的 变化 规律 也 不 同 . 首先 考虑 非 相对 论 性 物质 . 一 个 非 相 对 论 性 粒子 的 能 量 等 
于 其 静止 质量 能 , 在 时 间 演 化 中 保持 常数 . 所 以 许多 这 种 粒子 的 能 量 密度 应 该 等 于 
粒子 的 静止 质量 能 乘 以 其 数 密度 . 当 尺 度 因 子 很 小 时 , 其 能 量 密度 必然 很 高 . 由 于 
数 密度 与 体积 成 反比 , 所 以 它 应 该 正比 于 a. 因此 , 物质 的 能 量 密度 随 a> 变化 . 
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光子 构成 了 今天 的 宇宙 微波 背景 辐射 (the cosmic microwave background, 
CMB), 其 温度 得 到 了 很 好 的 测量 : Tb = (2.725 + 0.002) K (Mather et al., 1999). 
今天 能 量 为 kpTo 的 光子 的 波长 是 hc/keTo. 较 早 时 期 , 尺度 因子 小 于 今天 的 值 , 所 
以 光子 的 波长 也 应 该 相应 地 变 小 . 由 于 光子 的 能 量 反比 于 它 的 波长 , 所 以 光子 的 能 
量 应 比 其 现在 的 值 多 一 个 因子 1/a 而 变 大 . 这 些 论点 在 大 量 热 光 子 中 的 应 用 意味 
着 由 光子 组 成 的 等 离子 体 的 温度 随时 间 的 变化 为 


T(t) = To/a(t). (1.4) 


那么 , 正如 图 1.2 所 表明 的 : 宇宙 早期 的 温度 高 于 现在 的 值 . 辐射 的 能 量 密度 等 于 
数 密度 与 单个 粒子 的 平均 能 量 的 乘积 , 所 以 它 的 变化 形式 为 a-4. 

来 自 遥 远 的 超新星 的 观测 ( 见 第 2 BH; Riess et al., 1998; Perlmutter et al., 1999) 
的 证 据 瞳 示 着 宇宙 中 除了 通常 的 物质 或 辐射 之 外 还 可 能 存在 一 种 能 量 一 一 暗 能 量 . 
这 种 新 形式 的 能 量 很 可 能 不 随时 间 变 化 , 即 作为 宇宙 学 常数 , 这 种 可 能 性 首先 由 爱 
因 斯 坦 提 出 (后 来 又 被 他 舍弃 ). 宇宙 学 家 还 探讨 了 其 他 可 能 形式 的 暗 能 量 , 其 中 许 
多 形式 与 宇宙 学 常数 的 表现 非常 不 同 . 在 之 后 的 章节 我 们 将 会 看 到 更 多 这 些 形式 的 
暗 能 量 . 

方程 (1.2) 允许 宇宙 有 非 平坦 的 可 能 性 : 如 果 宇 宙 是 平坦 的 , 那么 今天 所 有 能 
量 密度 之 和 应 该 等 于 临界 密度 , 并 且 方 程 (1.2) 最 后 一 项 应 为 零 ; 如 果 宇 宙 不 是 平 
坦 的 , 则 曲率 能 量变 化 规律 为 a. 在 这 本 书 大 部 分 章节 中 , 我 们 将 在 平坦 宇宙 背 
景 下 介绍 宇宙 学 . 在 这 样 的 宇宙 中 , 扰动 的 演化 要 比 在 开放 和 封闭 宇宙 \ 中 更 加 容易 
计算 . 此 外 , 存在 许多 令 人 信服 的 事实 论据 , 既 有 理论 也 有 最 近 的 观测 , 这 些 强烈 支 
持 宇 宙 的 平坦 性 . 其 更 多 内 容 见 第 2 和 8 章 . 

图 1.3 展示 了 方程 (1.2) 中 不 同 的 项 ( 即 组 成 部 分 ) 如 何 随 尺 度 因 子 变 化 . 现 
E, 物质 和 可 能 的 宇宙 学 常数 主导 宇宙 的 全 景 ; 然而 , 在 宇宙 较 早 时 期 , 由 于 其 a~t 
的 变化 律 , 辐射 是 宇宙 的 主导 成 分 . 

我 们 引入 一 些 常数 . 哈 勃 膨胀 率 测 量 宇宙 膨胀 多 快 , 它 是 由 测量 遥远 星系 的 退 
行 速度 和 与 我 们 之 间 的 距离 之 比 来 确定 的 (1.2 节 ), 所 以 其 单位 是 单位 距离 范围 内 
的 速度 大 小 . 哈 勃 膨胀 率 现在 时 刻 的 测量 值 , 即 哈 勃 常数 , Hh 参数 化 定义 为 

Ho = 100h km sec ™+Mpc™ t} 
h 
~ 0.98 x 102° years 

其 中 h 与 普 朗 克 常 数 hA 无 关 . 一 兆 秒 差距 (Mpc) 的 天 文 距离 大 小 等 于 3.0856 x 
10% cm. 目前 的 测量 将 h 确定 为 h = 0.72 + 0.08(Freedman et al., 2001). 

对 于 平坦 的 、 物 质 主导 的 宇宙 年 龄 的 理论 预言 是 (2/3)H-!, BY 8.10 Gyr 
(1 Gyr=10 亿 年 ). 目前 对 宇宙 年 龄 的 最 佳 估 计 值 是 12.6 Gyr, 其 置信 水 平 为 95%、 


= 2.133 x 1078h eV/h (1.5) 
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下 限 是 10.4 Gyr(Krauss and Chaboyer, 2001). 这 意味 着 平坦 的 、 物 质 主导 的 宇宙 
模型 几乎 是 不 可 行 的 . 练习 2 将 会 需要 你 (读者 ) 来 证 明 带 有 一 个 宇宙 学 常数 的 宇 
宙 的 年 龄 会 更 大 一 些 (对 于 h RAEE); 实际 上 支持 这 种 额外 能 量 的 最 初 理由 之 
一 就 是 这 样 得 到 的 宇宙 年 龄 更 大 . 


logio[p(t) / per] 
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1.3 平坦 宇宙 中 不 同 组 成 部 分 的 能 量 密度 随 尺 度 因 子 的 变化 . 图 中 显示 了 非 相 对 论 性 
物质 、 辐射 和 宇宙 学 常数 三 种 成 分 , 它们 都 以 现在 时 刻 的 临界 密度 为 单位 . 尽管 物质 和 宇宙 学 
常数 现在 主导 宇宙 , 但 在 早期 , 辐射 密度 是 最 大 的 . 物质 和 辐射 密度 相等 的 时 刻 用 aea 表示 


方程 (1.3) 中 的 牛顿 引力 常数 等 于 6.67 x 10-3cm3g-1sec-?. 再 加 之 (1.5) 式 的 
结果 , 可 以 得 出 临界 密度 的 数值 : 


Per = 1.88h? x 10 emn? (1.6) 


在 宇宙 过 去 高 密度 状态 的 一 个 重要 结果 是 粒子 之 间 的 相互 作用 率 在 越 早 时 期 
越 高 , 它 随 密度 而 变化 . 图 1.4 显示 了 一 些 很 重要 的 相互 作用 率 随 尺 度 因子 的 变化 . 
例如 , 当 宇 宙 的 温度 大 于 几 个 MeV/kp 时 ,电子 和 中 微 子 的 散射 率 大 于 宇宙 膨胀 
率 . 这 样 , 在 宇宙 的 大 小 膨胀 到 其 原来 的 二 倍 之 前 , 中 微 子 与 背景 电子 发 生 多 次 散 
射 . 所 有 这 些 散 射 ,使 中 微 子 与 宇宙 等 离子 体 的 其 他 成 分 一 起 达到 平衡 态 . 这 只 是 
一 个 简单 的 例子 , 但 呈现 出 了 非常 普遍 的 、 深 远 的 事实 : 如 果 粒 子 的 散射 率 大 于 此 
时 的 宇宙 膨胀 率 , 那么 这 种 粒子 就 处 于 平衡 态 . 在 宇宙 早期 , 粒子 之 间 典 型 的 相互 
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作用 率 非常 大 , 因此 早期 宇宙 的 环境 相对 简单 : 宇宙 不 仅 分 布 均匀 , 而 且 其 许多 组 
成 成 分 处 于 平衡 态 . 第 2 章 会 探讨 平衡 条 件 的 一 些 例证 , 而 第 3 章 中 涉及 了 一 些 由 
于 相互 作用 率 低 于 宇宙 膨胀 率 而 导致 的 平衡 态 不 再 能 够 维持 的 情况 . 

logio( TleV]) 
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图 1.4 粒子 相互 作用 率 随 尺 度 因子 的 变化 . 当 给 定 的 相互 作用 率 低 于 宇宙 膨胀 率 H 时 , 其 
相互 作用 脱离 平衡 态 . 图 上 方 标 度 (RA ke) 给 出 了 宇宙 的 温度 , 表示 单个 粒子 的 典型 动能 
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如 果 宇 宙 像 图 1.1 所 描述 的 方式 膨胀 , 宇宙 中 的 星系 应 相互 远离 . 因此 我 们 应 
该 观测 到 星系 相对 我 们 的 退行 . 回顾 [ 译 者 注 : 多 普 勒 (Doppler) 效应 ]: 从 退行 的 物 
体 所 发 射 的 光 或 声 的 波长 会 被 拉 长 , 以 致 接收 到 的 波长 大 于 其 发 射 时 的 波长 . 我 们 
可 以 方便 地 定义 这 种 拉 长 因子 为 红 移 z: 


1 


红 移 较 小 时 , 标准 的 多 普 勒 公式 适用 , B z ~ v/e. 所 以 , 对 光谱 中 的 吸收 和 /或 者 发 
射线 的 红 移 的 测量 就 是 对 产生 光谱 的 宿主 结构 相对 我 们 的 退行 速度 的 直接 测量 . 
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哈 勃 [Hubble (1929) 首先 发 现 了 遥远 的 星系 实际 上 在 相对 我 们 退行 运动 . 他 
也 注意 到 星系 离 我 们 越 远 退 行 速度 越 快 . 这 正 是 我 们 在 膨胀 的 宇宙 中 所 预期 的 现 
象 . 两 星系 之 间 的 物理 距离 是 d = az, 其 中 z 是 其 共 动 距离 . 当 没 有 任何 共 动 运动 
时 (z = 0, 即 无 本 动 速 度 ), 相对 运动 速度 v = d 等 于 àr = Hd. 所 以 , 速度 应 随 距 
离线 性 增加 (至 少 在 低 红 移 范围 ) 且 斜 率 由 哈 勃 常数 H Ae. 从 图 1.5 中 可 以 容易 
地 得 出 哈 勃 常数 , H = 1000/2km sec-+Mpc-!, 几乎 比 现在 的 估计 值 高 10 倍 . 也 要 
注意 , 哈 勃 的 数据 的 红 移 范围 达到 z= 1000km sec */c ~ 0.003. 


速度 /(km/s) 
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1.5 “原初 的 哈 勃 图 (Hubble, 1929). 图 中 画 出 了 遥远 星系 的 退行 速度 
(单位 应 为 km sec™*) 对 距离 (单位 应 为 Mpe) 的 观测 数据 点 . 图 中 实 线 ( 破 折线 ) 是 对 实心 
(空心 ) 点 的 最 佳 拟 合 . 实心 点 是 经 过 了 太阳 运动 改正 的 结果 , 破 折线 则 没有 进行 改正 


哈 勃 图 依然 是 我 们 拥有 的 关于 宇宙 膨胀 的 最 直接 证 据 ， 目 前 的 研究 手段 也 应 
用 与 原先 相同 的 原理 : 探寻 遥远 天 体 的 距离 和 红 移 ， 对 红 移 的 测量 很 简单 ,难度 
在 于 对 未 知 固有 亮度 天 体 的 距离 的 测量 . 最 常用 的 方法 是 寻找 一 类 有 相同 固有 亮 
度 的 天 体 : 标准 烛光 . 两 个 这 类 天 体 的 视 亮 度 的 差别 来 自 于 它们 与 我 们 之 间 的 距 
离 差 异 . 这 种 方法 的 本 质 是 寻找 一 类 天 体 的 可 观测 量 与 其 固有 亮度 之 间 的 相关 性 . 
例如 , EEE (Cepheid variables) 就 是 一 类 固有 亮度 与 其 光 变 周期 紧密 联系 的 
恒星 ( 译 者 注 : 此 关系 称 为 造 父 变星 的 周 光 关系 ). 哈 勃 空间 望远镜 (Hubble Space 
Telescope) 测量 了 距离 远 至 20Mpe 的 星系 中 上 于 个 造 父 变星 的 光 变 周期 . 结合 这 
些 确定 的 星系 的 距离 , 我 们 用 到 了 五 种 不 同 的 距离 测量 方法 , 使 距离 的 测量 范围 扩 
展 到 400Mpc. 图 1.6 表明 所 有 这 五 种 距离 指示 体 互相 符合 得 很 好 , 观测 点 都 收敛 
在 Ho = 72 km sec Mpc, 误差 为 10% 的 范围 内 . 
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如 图 1.6 所 示 , Ia 型 超新星 是 距离 观测 得 最 远 的 标准 烛光 . 它们 如 此 明亮 , Al 
此 可 以 将 哈 勃 图 延伸 到 很 高 的 红 移 (目前 的 记录 是 z ~ 1.7), 此 时 简单 的 多 普 勒 定 
律 已 不 再 适用 . 图 1.7 显示 了 最 近 用 这 些 非常 晃 远 的 天 体 得 出 的 哈 勃 图 . 在 第 2 章 ， 
将 推导 出 距离 (这 种 情况 是 光度 距离 ) 作为 红 移 的 函数 的 正确 表达 式 . 现在 仅 指出 ， 
这 个 表达 式 依赖 于 宇宙 的 能 量 成 分 . 图 1.7 中 三 条 曲线 描绘 出 了 三 种 可 能 : 平坦 且 
物质 主导 的 ; 开放 的 ; 平坦 且 带 有 宇宙 学 常数 的 宇宙 模型 . 高 红 移 的 数据 目前 已 足 
够 好 地 来 区 分 这 些 可 能 性 , 结果 强烈 地 不 支持 以 前 支持 的 平坦 且 物 质 主导 的 模型 . 
当今 观测 数据 的 最 佳 拟 合 支持 的 宇宙 是 70% 的 能 量 以 宇宙 学 常数 形式 存在 , 或 者 
其 他 形式 的 暗 能 量 . 更 多 关于 这 方面 的 内 容 见 第 2 章 . 
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图 1.6” 哈 勃 空间 望远镜 重点 项 目 (Hubble Space Telescope Key Project)(Freedman et al., 
2001) 利用 五 种 不 同 的 距离 测量 方法 得 到 的 哈 勃 图 . 图 的 下 半 部 分 给 出 了 Ho 随 距 离 的 变化 ， 
图 中 水 平 线 等 于 Ho 的 最 佳 拟 合 值 72km sec Mpe! 


1.3 ”大 爆炸 核 合成 .9 


— Ay=0.28, QA=0.72 


sass OQy=0.20, 24=0.00 


--- Qy=1.00, %,=0.00 


A(m—M)(mag) 


l 
S 
on 


0.01 0.10 1.00 


图 1.7 由 Ia 型 超新星 得 出 的 哈 勃 图 . 上 图 画 出 了 视 星 等 (一 种 距离 指示 器 ) 随 红 移 的 变化 . 

曲线 表示 宇宙 中 不 同 能 量 成 分 的 理论 预言 值 , 其 中 Om 是 今天 物质 能 量 密度 与 临界 密度 的 比 

值 , QA 是 宇宙 学 常数 形式 的 能 量 密度 与 临界 密度 的 比值 . 下 图 画 出 了 观测 数据 以 及 理论 值 的 
残 差 , 清楚 地 表明 高 红 移 超新星 观测 支持 一 个 人 主导 的 宇宙 , 而 非 物质 主导 的 宇宙 


1.3 大 爆炸 核 合 成 


当 宇宙 非常 热 、 非 常 致密 , 温度 为 MeV/ks BAN, 不 存在 中 性 原子 甚至 束缚 
的 原子 核 ( 译 者 注 : 这 里 不 包括 只 包含 一 个 质子 的 所 原子 核 ). 在 如 此 高 温 的 环境 
中 , 大 量 的 辐射 使 得 原子 或 原子 核 一 旦 形成 , 就 立刻 被 高 能 光子 摧毁 . 当 宇宙 的 温 
度 完 全 下 降 到 经 典 原 子 核 的 结合 能 时 , 轻 元 素 便 开始 形成 . 已 知 早期 宇宙 的 环境 条 
件 和 相关 的 核反应 截面 , 可 以 计算 出 所 有 元 素 预 期 的 原初 丰 度 ( 见 第 3 章 ). 
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图 1.8 展示 了 大 爆炸 核 合成 理论 (BBN) 对 轻 元 素 丰 度 的 理论 预言 各. 图 1.8 中 
的 矩形 框 和 箭头 表示 目前 估计 的 轻 元 素 丰 度 . 它们 与 理论 预言 一 致 , 这 种 一 致 性 检 
验 也 为 大 爆炸 理论 提供 了 另 一 个 强烈 的 证 据 . 对 轻 元 素 的 测量 进一步 给 我 们 提供 
了 更 多 关于 早期 宇宙 的 信息 . 在 第 3 章 中 将 详细 探讨 的 轻 元 素 丰 度 的 理论 预言 依赖 
于 核 合 成 时 期 的 质子 和 中 子 密 度 . 由 于 质子 和 中 子 的 重子 数 都 为 1, 并 且 是 当时 仅 
有 的 重子 粒子 , 故 它 们 的 密度 合 称 为 重子 密度 . 这 样 , 大 爆炸 核 合成 给 我 们 提供 了 
一 种 测量 宇宙 中 重子 物质 密度 的 方法 . 知道 这 些 重子 物质 密度 如 何 随 宇宙 演化 (E 
们 以 a-3 规律 衰减 ), 可 以 将 轻 元 素 丰 度 的 测量 转换 为 对 当今 重子 物质 密度 的 测量 . 
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1.8 大 爆炸 核 合 成 对 重子 物质 密度 的 限制 (Burles, Nollett and Turner, 1999). 图 中 展示 

了 四 种 轻 元 素 丰 度 的 理论 预言 “He、 M ( 重 氧 )(D)、?He 和 锂 一 一 其 丰 度 跨度 达 10 个 量 级 . 

竖 直 的 实心 带 区 域 由 重 氧 原初 丰 度 的 测量 确定 . 方 框 表示 观测 限制 , 其 中 对 ?He 原初 丰 度 的 
限制 只 存在 上 限 


O 回忆 原子 核 的 标记 : tHe 中 的 “4” 指 核子 (质子 和 中 子 ) 的 总 数 . 这 样 《He 有 两 个 质子 和 两 个 中 
F, 而 3He 有 两 个 质子 和 一 个 中 子 . 详 见 第 55 页 的 框图 . 
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特别 地 , 气 原 初 丰 度 的 测量 极其 精确 地 把 重子 物质 密度 约束 到 仅 为 临界 密度 的 
百 分 之 几 . 普通 物质 (重子 物质 ) 最 多 只 占 临界 密度 的 5%. 因为 今天 总 的 物质 密度 
实际 上 一 定 大 于 这 个 数值 (直接 的 估计 给 出 为 20%~30% 的 量 级 ), 所 以 核 合成 为 非 
重子 暗物质 的 存在 提供 了 极其 可 信 的 证 据 . 

HM (HA) 的 测量 (Buries and Tytler, 1998) 是 一 个 新 的 发 展 领域 . 这 些 测 
量 之 所 以 如 此 令 人 兴奋 , 原因 在 于 它 能 够 探讨 红 移 在 3-4 处 的 气 (BA) 丰 度 , 此 
时 完全 在 大 量 改变 元 素 初始 丰 度 的 物理 过 程 发 生 之 前 ， 图 1.9 展示 了 这 样 一 项 探 
测 ， 基 本 思想 是 来 自 遥 远 类 星体 (QSOs) 的 光线 被 在 其 穿行 期 间 的 中 性 氧 系统 吸 
Wo ( 译 者 注 : 在 光谱 中 产生 吸收 线 ). 主要 的 吸收 特征 来 自 氢 基 态 (n = 1) 到 第 一 激 
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图 1.9 WAEI (QSOs) 的 光谱 (Burles, Nollett and Turner, 1999). 对 应 于 氢 从 n=1 
到 n = 2 态 跃迁 的 静止 波长 为 1216A 的 光谱 吸收 线 , 被 红 移 至 1216(1 + 3.572)A. 下 图 提供 
了 在 此 波长 范围 内 光谱 的 细节 , 清晰 地 证 实 了 气 (BA) 的 存在 
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发 态 (n = 2) 的 跃迁 , 这 有 赖 于 波长 = 1215.7A 的 光子 . 由 于 氧 处 于 这 种 方式 的 
激发 状态 中 光子 被 吸收 , 在 光谱 的 A = 1215.7A 处 会 出 现 一 个 波 谷 即 吸收 线 , 并 且 
被 红 移 了 1 + z 倍 . M (BA) 的 相应 谱 线 应 为 : O 被 红 移 了 0.33(1 + z)A( 见 练习 
3) URO 较 弱 的 衰减 , 因为 存在 较 少量 的 气 (E2). 图 1.9 展示 的 正 是 这 样 的 一 个 
系统 ; 目前 有 6 个 如 图 1.8 所 示 精 度 附 近 的 精确 探测 . ERT (BA) 丰 度 随 重 子 
物质 密度 的 下 降 而 急剧 减少 , 因此 即使 有 相对 较 大 的 D 测量 误差 , 重子 物质 密度 
的 误差 也 相对 较 小 . 


1.4 宇宙 微波 背景 辐射 


宇宙 微波 背景 辐射 (CMB) 使 我 们 看 到 了 宇宙 年 龄 只 有 30 万 年 时 的 景象 . CMB 
中 的 光子 在 红 移 等 于 1100 时 最 后 散射 电子 ; 之 后 它们 在 空间 自由 穿行 . 我 们 今天 
观测 到 的 它们 的 图 像 确 实 是 来 自 宇宙 的 最 早 时 刻 , 因此 它们 成 为 早期 宇宙 最 强 有 力 
KIRE. 我们 将 在 本 书 中 花费 相当 多 的 篇 幅 阑 述 在 光子 最 后 散射 时 刻 之 前 发 生 的 
细节 , 也 将 发 展 自 散射 时 刻 之 来 发 生 的 光子 自由 流动 过 程 的 数学 . 关于 这 段 演化 历 
史 的 关键 事实 是 , 在 最 后 散射 之 前 , 光子 与 电子 的 碰撞 确保 了 光子 处 于 平衡 态 , 因 
此 它们 应 该 具有 黑体 辐射 谱 . 

光子 气体 黑体 谱 的 比 强度 是 

ie Anhv* /c? 
” ~~ exp(2xhv/kgT) — 1 

图 1.10 中 展示 了 大 爆炸 宇宙 学 的 预言 ( 见 练习 4) 5 COBE 卫星 上 的 FIRAS( 远 红 
外 分 光 光 度 计 ) 探测 器 的 观测 显著 的 一 致 性 . 20 世纪 60 年 代 中 期 , 威尔逊 (Wilson) 
和 彭 齐 亚 斯 (Penzias) 对 3K 的 宇宙 微波 背景 辐射 的 探测 提供 了 充足 的 证 据 , 支持 
大 爆炸 宇宙 学 在 与 稳 恒 态 宇宙 学 的 辩论 中 取胜 中 . 然而 威尔逊 和 彭 齐 亚 斯 只 是 在 一 
个 波段 上 对 背景 辐射 进行 了 观测 ， 如 果 他 们 的 单 波 段 的 观测 结果 也 足以 起 到 决定 
性 的 作用 , 那么 图 1.10 描绘 的 当前 数据 应 将 那些 大 爆炸 宇宙 论 的 怀疑 者 从 物理 学 
期 刊 版 面 中 送 回 到 开放 的 网 络 聊天 群 中 的 深远 可 及 之 处 . 

我 们 从 最 初 25 年 的 CMB 巡天 中 知晓 的 最 重要 的 事实 是 : 早期 的 宇宙 非常 均 
5, 没有 在 CMB 中 探测 到 各 向 异性 . 这 个 时 期 手 容 置疑 地 使 寻找 背景 辐射 各 向 异 
PERM ATE, 同时 也 巩固 了 平滑 大 爆炸 理论 的 观点 . 现在 , 我 们 在 继续 前 进 . 
我 们 已 经 发 现 了 CMB 中 的 各 向 异性 , 这 表明 早期 的 宇宙 并 非 完 全 平滑 , 在 宇宙 等 
离子 体 中 存在 微小 的 扰动 . 为 了 理解 这 些 各 向 异性 和 微小 扰动 , 我 们 必须 超越 出 标 
准 宇 宙 学 模型 . 


(1.8) 


D AXK CMB 发 现 史 的 吸引 人 的 一 手 报道 , 参见 文献 (Partridge, 1995) 的 第 1 章 . 
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来 自 COBE 的 宇宙 微波 背景 辐射 谱 
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图 1.10 COBE 卫星 上 的 远 红外 分 光 光 度 计 (FIRAS) 测量 到 的 宇宙 微波 背景 辐射 的 强度 随 
波长 变化 的 曲线 (Mather et al., 1994). 图 中 黑体 谱 的 理论 曲线 中 隐藏 着 许多 观测 的 数据 点 ， 
所 有 的 点 误差 都 小 于 这 条 曲线 的 宽度 


1.5 超越 标准 模型 


当 大 爆炸 模型 屹立 在 三 大 观测 坚实 支柱 之 上 时 , 其 他 的 天 文 观测 急需 更 多 的 细 
节 . 在 上 文 的 三 大 观测 支柱 的 一 节 中 , 我 曾 暗示 过 : 宇宙 中 一 定 存在 非 重子 物质 . 暗 
物质 是 天 文学 家 所 熟悉 的 概念 , 其 最 初 设想 由 Zwicky 在 1933 年 首先 提出 . 图 1.11 
阐明 了 在 星系 中 发 现 暗 物质 的 方法 : 利用 可 以 探测 星系 引力 场 的 旋转 曲线 . 实际 上 ， 
几乎 在 所 有 可 观测 尺度 上 , 引力 推测 出 的 质量 和 可 见 质 量 之 间 都 不 一 致 . 
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图 1.11 (a) 旋涡 星系 M33 HAR. 中 心 明亮 的 区 域 达 几 个 kpc 的 尺度 . (b) M33 的 旋转 曲 

线 (Corbelli and Salucci, 2000). 带 误差 棒 的 数据 点 来 自 中 性 所 的 21cm 谱 线 观测 . 实 线 是 观 

测 数据 的 模型 拟 合 . 对 星系 总 旋转 曲线 的 不 同 物质 的 贡献 是 : 暗物质 晕 (ARR) 恒星 盘 ( 短 
RIR), 以 及 气体 (长 划 线 ). 在 星系 大 半径 处 , 暗物质 起 主导 作用 
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由 于 来 自 大 爆炸 核 合成 的 局 限 性 , 暗物质 或 者 至 少 其 中 相当 可 观 的 一 部 分 一 定 
是 非 重 子 的 . 这 种 新 形式 的 物质 是 什么 ?它们 在 宇宙 早期 如 何 形 成 ? 目前 最 流行 的 
设想 是 : 暗物质 由 产生 于 宇宙 极 早期 的 基本 粒子 组 成 . 在 第 3 章 中 , 将 详细 地 探讨 
这 种 可 能 性 , 并 讨论 暗物质 可 能 是 当 宇 宙 温 度 为 几 百 GeV/ks 量 级 时 形成 的 . 我 们 
还 将 看 到 , 暗物质 由 宇宙 早期 的 原始 残留 物 组 成 的 假设 将 很 快 被 实验 检验 . 

20 世纪 的 最 后 10 年 目睹 了 许多 由 在 测量 宇宙 结构 的 大 型 星系 巡天 . 其 中 斯 隆 
数字 巡天 (Sloan Digital Sky Survey) 和 2 度 视 场 星系 红 移 巡天 (Two Degree Field 
galaxy)( 图 1.12) 达到 了 极致 ,它们 汇编 了 上 百 万 个 星系 的 红 移 及 其 距离 的 数据 . 
图 1.12 中 的 星系 清晰 地 显示 非 随机 分 布 : 宇宙 在 大 尺度 上 存在 结构 .为 了 理解 
这 些 结构 , 我 们 必须 走出 标准 宇宙 模型 , 不 仅 需 要 考虑 暗物质 , 还 包括 对 平滑 宇宙 
的 偏离 . 我 们 必须 发 展 一 些 工 具 方 法 , 研究 标准 宇宙 模型 中 的 平滑 背景 附近 的 扰动 . 
我 们 将 在 第 4 章 和 第 5 章 中 看 到 , 只 要 扰动 保持 小 量 , 这 些 方法 在 理论 上 是 简单 直 
接 的 . 
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图 1.12 2 度 视 场 星 系 红 移 巡 天 (2dF) 中 的 星系 分 布 (Colless et al., 2001). 巡天 结束 时 , 将 
获得 25 万 个 星系 的 红 移 数据 . 如 图 所 示 , 此 巡天 探测 宇宙 的 结构 达到 z= 0.3, 对 应 于 离 我 们 
1000 h~*Mpc 远 的 距离 (我 们 位 于 图 的 中 心 ). 


认识 宇宙 结构 演化 和 将 理论 与 观测 比较 的 最 佳 方法 是 测量 CMB 中 的 各 向 异 
性 和 物质 在 大 尺度 上 如 何 分 布 . 为 了 把 理论 与 观测 对 比 , 首先 要 努力 避 开 非 线性 主 
导 的 尺度 . 举 一 个 极端 的 例子 , 我 们 不 可 能 希望 通过 细 查 地 球 上 岩石 的 形成 来 理解 
宇宙 学 . 中 间 演 化 步骤 一 物质 替 缩 形成 星系 、 分 子 云 的 冷却 、 人 恒星 形成 以 及 行星 
形成 等 一 太 过 复杂 以 至 于 不 可 能 使 线性 理论 和 观测 进行 比较 ， 当 小 尺度 ( 约 小 于 
10Mpc) 的 物质 扰动 增长 至 非 线性 阶段 , 大 尺度 的 扰动 仍然 很 小 . 所 以 这 些 扰动 的 
进程 大 大 少 于 相应 的 小 尺度 的 扰动 . 类 似 地 , 由 于 组 成 CMB 的 光子 不 成 团 , 所 以 
CMB 的 各 向 异性 已 保持 很 小 . 
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确认 大 尺度 结构 和 CMB 作为 两 个 最 大 有 可 为 的 研究 领域 , 只 解决 了 一 方面 的 
问题 . 另 一 个 非常 重要 的 挑战 是 理解 如 何 刻画 这 些 结构 分 布 的 特征 , 使 得 理论 能 够 
与 试验 比较 . 简单 地 看 图 和 定量 检验 宇宙 学 模型 完全 是 两 回 事 ， 为 了 实施 这 种 检 
验 , 通常 有 用 的 方法 是 对 问题 中 的 结构 分 布 进行 傅 里 叶 变 换 ; 我 们 将 会 看 到 , 在 傅 
里 叶 空 间 可 以 很 容易 地 从 小 尺度 分 布 中 分 离 出 大 尺度 信息 . 在 CMB 和 大 尺度 结构 
H, 最 重要 的 统计 量 是 两 点 相关 函数 , 在 傅 里 叶 空间 称 为 功率 谱 . 设 星系 的 平均 密 
度 为 元 那么 可 以 将 其 非 均匀 性 表征 为 6(Z) = (n( 动 —7)/n, 或 其 傅 里 时 变换 6(k). 
功率 谱 定 义 为 


=” > 


(5(k)6(k’)) = (270) P(k)63(k — k’). (1.9) 


这 里 的 尖 括 号 表示 在 整个 分 布 上 的 平均 , 而 53() 是 约束 天 = k' 的 Dirac Delta 函数 . 
暂 不 讨论 其 细节 , 方程 (1.9) 表示 功率 谱 是 一 个 分 布 的 弥散 程度 , 或 称 方差 . 如果 
存在 许多 非常 低 和 高 密度 区 域 , 其 功率 谱 便 会 很 大 ; 反之 , 分 布 平 滑 的 功率 谱 较 小 . 
图 1.13 展示 了 星系 分 布 的 功率 谱 . 由 于 功率 谱 是 k 或 (KE 的 量 纲 , 图 1.13 
展示 了 无 量 纲 组 合 量 启 P(k)/2m?, 它 很 好 地 描述 了 在 尺度 k 上 的 成 团 性 . 
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0.1 
k/(h Mpc“) 


113 星系 分 布 傅 里 叶 变 换 的 方差 A? = 局 P(k)/2m? 随 尺度 的 变化 . 在 大 尺度 上 , 方差 小 

于 1, 所 以 分 布 平滑 . 实 线 是 含有 了 暗物质、 宇宙 学 常数 和 暴 胀 产生 的 扰动 的 宇宙 学 模型 的 功率 

谱 的 理论 预言 . 虚线 表示 只 包含 重子 物质 , 没有 暗物质 的 宇宙 的 功率 谱 的 理论 值 . 图 中 的 数据 
来 自 PSCz 巡天 (Saunders et al., 2000), 由 Hamilton 和 Tegmark 分 析 处 理 (2001) 


对 CMB 各 向 异性 最 好 的 测量 也 是 其 温度 分 布 的 两 点 相关 函数 , 但 是 用 来 测量 
星系 分 布 和 CMB 的 功率 谱 存 在 细微 的 技术 性 差别 . 这 种 差别 起 因 于 CMB 温度 是 
二 维 场 , 在 天 空中 每 一 个 方向 进行 测量 ( 即 带 有 两 个 角 坐 标 ). 于 是 , 我 们 所 用 的 典 
型 方法 是 将 CMB 二 维 的 温度 场 用 球 谐 函 数 展 开 , 而 不 是 健 里 叶 变换 , 这 些 球 谐 基 
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函数 更 适合 球面 上 的 二 维 场 . 因此 , CMB 的 两 点 相关 函数 的 自 变量 是 多 极 矩 1, 而 
不 是 波 数 k. 图 1.14 展示 了 自 1992 年 以 来 许多 组 对 CMB 各 向 异性 的 测量 , 那 时 
COBE 卫星 最 先 发 现 了 CMB 的 大 角度 (图 中 低 的 1) 各 向 异性 . 


500 1000 
UB) 


图 1.14 AARON CMB 各 向 异性 的 预言 与 观测 的 比较 . - 轴 是 多 极 矩 (例如 , 1 = 1 代表 

偶 极 子 ,! = 2 代表 四 极 子 ), 所 以 大 角度 尺度 对 应 于 低 的 1; y- 轴 是 方 均 根 各 向 异性 (两 点 相关 

函数 的 平方 根 ), 它 是 尺度 的 函数 . 暴 胀 理论 预言 的 典型 特征 是 一 系列 波峰 和 波 谷 , 这 种 特征 已 
被 试验 验证 


图 1.13 和 图 1.14 都 包含 与 观测 数据 看 起 来 相符 得 很 好 的 理论 预言 曲线 . 本 书 
大 部 分 章节 的 主要 目标 是 发 展 第 一 性 原理 来 理解 这 些 理论 预言 . 实际 上 , 理解 宇宙 
中 结构 的 形成 已 经 成 为 当今 众多 宇宙 学 家 的 主要 目标 . 注意 , 这 种 超越 标准 宇宙 学 
模型 的 第 二 个 方面 也 加 强 了 第 一 个 方面 , 即 对 宇宙 结构 的 观测 导致 了 暗物质 必然 存 
在 的 结论 . 特别 地 , 图 1.13 中 的 虚线 是 宇宙 只 含 重 子 物 质 , 不 含 暗物质 的 理论 模型 
预言 . 这 种 模型 预言 出 的 不 均匀 性 (当归 一 化 到 CMB 的 观测 结果 ) 远 小 于 观测 值 . 
在 第 7 章 将 会 逐渐 理解 , 为 什么 一 个 只 含 重子 物质 的 宇宙 会 如 此 均匀 . 不 过 现在 我 
们 清楚 : 暗物质 不 仅 是 解释 星系 旋转 曲线 的 需要 , 而 且 也 是 解释 宇宙 在 大 尺度 上 结 
构 的 需要 . 

当 试 图 理解 宇宙 中 的 结构 是 如 何 演化 之 时 , 我 们 将 不 得 不 面临 这 样 的 问题 : 初 
始 条 件 和 结构 形成 的 种 子 原初 扰动 是 如 何 产生 的 ， 这 个 问题 引导 我 们 进入 了 超越 
标准 宇宙 学 模型 的 第 三 个 重要 方面 : 暴 胀 理论 . 第 6 章 引 入 了 这 个 引人入胜 的 设 
想 : 宇宙 在 年 龄 仅 为 10-35s 时 经 历 了 一 次 剧烈 的 指数 膨胀 . 几 年 前 有 关 暴 胀 理论 
的 证 据 还 很 少 ， 作 为 一 个 可 行 的 理论 , 暴 胀 模型 主要 因 其 美学 感染 力 而 存在 至 今 . 
过 去 几 年 的 发 现 已 经 改变 了 这 个 状况 , 这 些 发 现 大 体 上 已 经 验证 了 暴 胀 理论 的 一 些 
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基本 预言 . 最 引 人 注 意 的 是 , 暴 胀 理论 对 宇宙 的 初始 条 件 做 出 了 具体 的 预言 , 今天 
这 些 预言 已 经 有 了 观测 结果 . 对 于 我 而 言 , 宇宙 学 最 令 人 激动 的 、 意 义 深远 的 发 现 
是 CMB 各 向 异性 的 观测 ， 它 符合 暴 胀 理论 预言 的 特征 形式 . 

这 些 标准 宇宙 学 模型 之 外 的 成 分 一 暗物质 、 结 构 形 成 与 演化 、 暴 胀 一 所 构成 的 
理论 模型 , 称 为 冷 暗物质 (cold dark matter) 模型 , BRAK CDM 模型 . 这 个 绰号 中 的 
“A” 字 部 分 来 自 暗 物质 粒子 在 宇宙 早期 能 够 有 效 地 成 团 的 需要 . 如 果 暗 物质 不 是 
冷 而 是 热 的 , 即 它们 具有 很 大 的 压力 , 那么 结构 将 不 会 在 适当 的 程度 上 形成 . 
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作为 上 面 我 已 经 概述 和 未 来 章节 将 要 详细 探讨 的 膨胀 宇宙 特征 的 总 结 , 下 面 
构建 一 个 时 间 轴 ， 我 们 可 以 从 大 爆炸 时 刻 算 起 来 表征 宇宙 中 的 任意 时 刻 ; 利用 在 
那 时 的 宇宙 尺度 因子 的 大 小 或 宇宙 等 离子 体 的 温度 值 . 例如 在 现在 的 时 刻 , a = 1, 
t = 140 亿 年 , 了 = 2.725K = 2.35 x 10-4eV/ke. 图 1.15 同时 用 时 间 和 温度 作为 标 
识 显示 了 宇宙 的 时 间 轴 . 时 间 轴 指示 的 里 程 碑 范围 跨度 从 我 们 非常 确定 的 (如 核 合 
成 (nucleosynthesis), CMB), 直至 另 一 些 更 具 推测 性 的 (如 暗物质 产生 、 暴 胀 、 今 
天 的 暗 能 量 ). 


log(t/sec) 


| mm | 宇宙 微波 背景 


图 1.15 宇宙 演化 史 . 其 中 任何 一 个 时 期 都 (关联 ) 对 应 于 一 个 温度 
(上 标注 ) 或 者 时 间 (下 标注 ) 


图 1.15 中 的 时 间 轴 还 显示 了 宇宙 在 各 个 时 期 的 主导 组 成 部 分 . 在 早期 , 宇宙 中 
的 大 部 分 能 量 以 辐射 形式 存在 .最终 , 由 于 相对 论 性 粒子 的 能 量 随 1/a 形式 衰减 ， 


„Ige 第 1 章 标准 (宇宙 学 ) 模型 及 其 他 


而 非 相对 论 性 粒子 的 能 量 以 质量 m 形式 保持 不 变 , 物质 超过 辐射 主导 宇宙 . EA 
今天 较 近 的 时 期 , 宇宙 看 起 来 已 经 并 非 由 物质 而 是 一 种 暗 能 量 主导 , 其 能 量 密度 随 
时 间 变 化 保持 相对 的 常数 . 这 种 未 能 解释 的 能 量 形式 的 证 据 是 新 出 现 的 , 很 不 确定 
且 没有 定论 , 但 非常 具有 启发 推测 性 . 

宇宙 学 的 一 些 经 典 结论 可 以 在 平滑 宇宙 的 背景 下 理解 .宇宙 诞生 后 几 分 钟 时 
轻 元 素 形成 , CMB 光子 则 是 在 宇宙 温度 为 kpT ~ 1/4eV 量 级 时 从 物质 中 退 耦 . 重 
元 素 粒子 可 以 构成 宇宙 中 的 暗物质 ; 若 确实 如 此 , 那么 它们 的 丰 度 在 很 高 的 温度 量 
级 kpT ~ 100GeV 时 就 已 经 确定 . 

本 书 将 把 主要 兴趣 放 在 平滑 宇宙 上 的 扰动 部 分 . 图 中 时 间 轴 左 侧 最 早 端 包含 一 
个 简短 的 暴 胀 时 期 , 在 这 个 时 期 产生 了 原初 扰动 . 当 宇宙 变 为 物质 主导 时 这 些微 扰 
开始 成 长 . 暗物质 仅仅 由 于 自 引 力 效应 , 其 成 团 性 变 得 越 来 越 高 , 当 宇宙 温度 从 leV 
下 降 到 0.1eV 时 , 暗物质 的 密度 起 伏 (overdensity)( 译 者 注 : 与 宇宙 平均 密度 的 相对 
差别 ) 从 1/1000 增长 为 1/10. RA, 在 离 今 天 较 近 的 时 期 , 物质 扰动 不 再 是 小 量 ， 
它们 已 经 变 成 我 们 今天 所 观测 到 的 非 线 性 结构 . 今天 观测 到 的 CMB 的 各 向 异 性 告 
诉 我 们 当 宇 宙 的 年 龄 只 有 几 十 万 年 的 时 候 是 什么 样子 , 因此 它 是 扰动 的 极 好 探 针 . 

1.15 时 间 轴 中 的 一 些 要 素 可 能 是 不 确切 的 . 然而 , 这 些 要 素 大 多 数 是 可 以 
被 验证 的 , 在 接 下 来 的 十 年 中 获得 的 观测 数据 将 会 告诉 我 们 , 这 个 时 间 轴 的 哪些 部 
分 是 正确 的 , 哪些 部 分 则 需要 抛弃 . 这 本 身 看 起 来 就 是 研究 CMB 和 大 尺度 结构 的 
充足 理由 . 


推荐 读物 


许多 优秀 的 教科 书 涵盖 了 均匀 大 爆炸 理论 模型 .我 对 The Early Universe ($ 
HFH) (Kolb and Turner) 最 为 熟悉 , 这 本 书 尤其 对 核 合成 和 暴 胀 做 了 很 好 的 讨 
论 . Peacock 的 Cosmological Physics (宇宙 物理 学 ) 是 一 本 最 新 、 或 许 也 是 覆盖 面 最 
广泛 的 标准 宇宙 学 教程 , 此 书 比 The Early Universe (早期 宇宙 ) 或 者 本 书 更 侧重 于 
河 外 天 文学 的 内 容 . 一 本 至 今 流行 的 、 仍 然 能 够 刻画 描述 均匀 大 爆炸 宇宙 学 之 精通 
的 书 : The First Three Minutes (最 初 三 分 钟 ) (Weinberg)( 证 实 大 爆炸 模型 的 成 功 : 
该 书 长 达 25 年 来 未 曾 改版 ). 近期 , 有 三 本 书 值得 我 们 关注 : The Whole Shebang 
(Ferris), The Little Book of the Big Bang (大 爆炸 宇宙 学 袖珍 书 )(Hogan) 和 4 Short 
History of the Universe (宇宙 的 简 史 ) (Silk). 

Freedman (1998) 的 一 篇 文章 总 结 了 膨胀 宇宙 的 证 据 以 及 对 其 量化 的 方法 . 大 
爆炸 核 合成 领域 的 两 个 创始 人 Schramm 和 Turner 写 过 一 篇 很 清晰 的 综述 文章 
(1998), 此 后 不 久 一 次 悲惨 的 事故 带 走 了 第 一 作者 Schramm 的 生命 . 1983 年 Vera 
Rubin 在 Scientific American (科学 美国 人 ) 上 发 表 的 卓越 文章 叙述 了 旋涡 星系 中 暗 
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物质 存在 的 证 据 . 

本 书 中 并 未 试图 记录 大 爆炸 的 发 现 历史 ， 我 所 熟悉 的 三 本 书 详细 地 介绍 了 这 
段 历史 : Blind Watchers of the Sky (天 空 盲人 观察 者 ) (Kolb), 3K: The Cosmic Mi- 
crowave Background (3K 宇宙 微波 背景 ) (Partridge), Three Degrees Above Zero: Bell 
Labs in the Information Age ($ EZE: 信息 时 代 的 贝尔 实验 室 )(Bernstein), Alpher 
和 Herman (1988) 的 文章 也 讲述 了 这 段 历 史 . 


Z J 


1. 假设 (不 正确 地 ), 一 直 追 溯 到 宇宙 的 温度 为 101 GeV/ks 时 , H 随 温度 的 平方 变化 ( 即 
假设 一 直 追 溯 到 普 朗 克 时 间 宇 宙 一 直 处 于 辐射 主导 时 期 ), 并 且 假 设 今天 的 暗 能 量 以 宇宙 学 常数 
A 形式 存在 , 这 样 现在 pA = 0.7per, B pa 贯穿 整个 宇宙 历史 一 直 保持 常数 . K pA/(3H?/8nG) 
在 那 时 ( 普 朗 克 时 期 ) 的 值 . 

2. 假设 今天 的 宇宙 是 平坦 的 , 包含 物质 和 宇宙 学 常数 , 后 者 的 能 量 密度 不 随时 间 变 化 . 积 
分 (1.2) 式 求 出 宇宙 现在 的 年 龄 , 即 改写 (1.2) LA 
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dt = HS 区 一 (1.10) 
其 中 On 是 宇宙 学 常数 的 能 量 密度 与 临界 密度 之 比 . 从 a=0( 即 t=0) 积分 到 现在 a = 1 得 到 
今天 宇宙 的 年 龄 . 在 以 下 两 种 情况 下 可 以 得 到 积分 的 分 析 表 达 式 . 

(a) 首先 在 QA = 0 时 进行 积分 . 

(b) Æ QA = 0.7 时 积分 . 固定 Ho 的 值 , 哪 种 宇宙 年 龄 更 老 ? 

3. HAM (D) 原子 中 电子 -原子 核 的 约 化 质量 大 于 氧 (H) 原子 和 氧 原 子 Ly-a(n = 1 一 
n = 2) 跃迁 对 应 的 波长 等 于 1215.67A 的 事实 , 计算 气 原子 的 对 应 能 级 跃迁 发 射 光子 的 波长 . 
天 文学 家 通常 定义 

v= < (1.11) 

来 表征 两 条 临近 谱 线 的 分 裂 . H-D 对 应 的 v 等 于 多 少 ? 

4. 将 (1.8) 式 中 的 比 强 度 转化 为 图 1.10 中 所 画 曲 线 的 表达 式 , 即 每 平方 厘米 , 单位 立体 角 , 每 
秒 的 能 量 . 注意 z- 轴 坐标 为 波长 的 倒数 1/ 和 . 证 明 2.73K 的 黑体 谱 的 峰值 位 于 1/ 和 = 5cm-! Ab. 


第 2 章 均匀 膨胀 的 宇宙 


正如 早期 航海 家 需要 复杂 的 工具 帮助 他 们 在 大 海中 找到 航线 一 样 , 我 们 也 需要 
现代 科技 帮助 我 们 理 清 膨胀 宇宙 的 分 支 结构 . 在 这 一 章 中 , 介绍 两 个 必要 工具 : 广 
义 相对 论 和 统计 力学 . 借助 于 它们 , 我 们 将 导出 第 1 章 中 展示 的 一 些 基 本 结果 : B 
胀 定律 方程 (1.2); 能 量 密度 的 不 同 成 分 对 尺度 因子 的 依赖 关系 , 这 种 依赖 关系 主宰 
宇宙 的 膨胀 ; 图 1.3 中 物质 -辐射 密度 相等 时 期 ces 和 图 1.7 中 用 来 理解 超新星 哈 
勃 图 含义 所 需要 的 光度 距离 . 实际 上 , 借助 于 广义 相对 论 和 统计 力学 , 我 们 可 以 深 
入 了 解 宇宙 的 组 成 成 分 , 分 辩 在 宇宙 演化 的 各 个 阶段 主宰 宇宙 命运 的 那些 成 分 . 

不 言 而 喻 , 这 一 章 的 讨论 将 建立 在 宇宙 是 平滑 的 (密度 在 空间 中 不 变化 ) 并 且 
处 于 平衡 状态 (其 结果 将 在 2.3 节 中 探讨 ) 的 假设 下 . 在 后 面 的 章节 中 , 我 们 将 会 
看 到 对 平衡 与 平滑 状态 的 偏离 是 宇宙 中 的 大 多 丰 度 的 来 源 . 然而 , 对 任何 宇宙 学 家 
来 说 , 为 了 理解 这 些 偏离 产生 的 理论 框架 , 对 零 阶 (或 者 0 阶 ) 宇宙 的 基础 知识 的 
掌握 是 必需 的 . 

在 这 一 章 中 , 使 用 以 下 自然 单位 制 ， 


h=c=kp=1. (2.1) 


很 多 文章 都 使 用 这 些 单位 , 因此 习惯 这 种 表述 非常 重要 . 如 果 读 者 对 将 光速 设 为 1 
的 做 法 不 适应 , 请 先 求解 习题 1. 


2.1 广义 相对 论 


学 习 大 部 分 宇宙 学 的 知识 仅 需要 简单 的 广义 相对 论 理论 基础 . 读者 必须 熟悉 度 
规 的 概念 , 理解 测 地 线 的 意义 , 并 能 够 把 爱 因 斯 坦 方 程 应 用 到 Friedmann-Robertson- 
Walker (FRW) 度 规 中 , 从 而 把 度 规 中 的 参数 与 宇宙 的 密度 联系 起 来 . 方程 (1.2) 是 
把 爱 因 斯 坦 方程 应 用 于 零 阶 (或 者 0 阶 ) 宇宙 的 结果 . 在 这 一 节 里 , 我 们 将 推导 出 这 
一 结果 . 第 4 和 5 章 将 把 这 些 结果 应 用 到 扰动 的 宇宙 中 . 拥有 这 一 节 获 得 的 经 验 ， 
后 续 章 节 的 学 习 将 毫 无 困难 . 原理 是 相同 的 , 只 不 过 代数 运算 稍 显 繁琐 . 


2.1.1 HR 


第 1 章 的 图 1.1 表明 即使 知道 一 个 矢量 的 成 分 , 即 两 个 格 点 的 差别 , 与 这 个 矢 
量 关 联 的 物理 距离 还 需要 额外 的 信息 . 在 平滑 膨胀 宇宙 的 情况 下 , 尺度 因子 把 坐标 
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距离 和 物理 距离 联系 在 一 起 . 更 广义 地 说 , 度 规 把 坐标 距离 转换 为 物理 距离 , 因此 
它 成 为 我 们 为 膨胀 宇宙 做 定量 预言 的 探索 过 程 中 的 一 个 必要 工具 .我们 熟悉 笛 卡 
儿 坐 标 系 统 中 的 度 规 , 它 是 说 在 一 个 二 维 平面 内 , 间隔 为 dz 和 dy 的 两 点 之 间 物 理 
距离 的 平方 为 (dz)2 + (dy)?. 然而 , 如 果 我 们 使 用 极 坐标 系 , 其 物理 距离 的 平方 将 
不 再 是 两 个 坐标 差 的 平方 和 . 如 果 坐 标 间隔 (dr 和 do) 足够 小 , 两 点 之 间距 离 的 平 
HA (dr)? +r? x (dd)? 关 (dr)? + (db)2. 这 个 距离 是 个 不 变量 : 观测 者 使 用 笛 卡 儿 
坐标 系 得 到 的 结果 与 使 用 极 坐标 系 得 到 的 一 样 . 因此 , 另 一 种 阐述 度 规 的 方式 是 : 
它 将 依赖 于 观测 者 的 坐标 转化 为 不 变量 . 在 数学 上 , 二 维 (2D) 平面 内 不 变 距 离 的 
平方 表示 为 : 二 维度 规 gi; 是 一 个 2 x 2 对 称 和 矩阵 . 在 笛 卡 儿 坐 标 系 , 度 规 是 一 个 对 
角 (矩阵 ), 其 每 个 对 角 元 都 等 于 1. 在 极 坐标 系 ( 取 zl =r 和 z? = 9), 度 规 仍 是 对 
角 的 , BE gu = 1, B5 (d0)? 相 乘 的 对 角 元 gz2 等 于 r°. 


也 存在 另 一 种 思考 度 规 的 方法 , 即使 用 图 像 . 当 谈 及 矢量 , 我 们 马上 会 想到 一 
个 带 有 箭头 的 线段 , 线段 的 长 度 对 应 矢量 的 长 度 , 箭头 的 方向 代表 其 方向 . 事实 上 ， 
这 种 概念 在 欧 几 里 得 空间 中 根深 蒂 固 .实际 中 , 这 个 矢量 的 长 度 依赖 于 度 规 . 一 个 
理解 矢量 概念 的 直观 方法 是 考虑 图 2.1 所 示 的 等 高 线 . 一 个 矢量 穿 过 的 线 的 个 数 是 
这 个 登山 者 旅行 的 垂直 距离 的 度量 . 拥有 相同 表 观 二 维 长 度 的 矢量 , 即 对 应 于 相同 
的 坐标 距离 , 可 以 对 应 非常 不 同 的 物理 距离 . 数学 上 , 地 球 的 表面 可 以 用 两 个 坐标 
0 和 6 来 参数 化 . 那么 度 规则 是 9 和 B 的 完全 非 平 凡 函 数 , 它 表述 在 这 个 表面 上 
的 所 有 海拔 的 变化 . 


图 2.1 一 座 山 峰 的 等 高 线 图 . 靠近 中 心间 隔 紧密 的 等 高 线 间 对 应 于 海拔 的 迅速 升 高 ， 两 条 细 
线 代表 了 两 条 难度 差别 很 大 的 登山 路 径 , 虽然 它们 看 起 来 具有 相同 的 长 度 . 同样 地 , 理解 一 个 
矢量 的 真实 长 度 需 要 了 解 度 规 
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度 规 的 极 大 优势 在 于 它 包含 了 引力 . 我 们 不 是 把 引力 考虑 为 一 个 外 力 , 也 不 是 
谈论 粒子 在 引力 场 中 的 运动 , 而 是 可 以 把 引力 包含 在 度 规 中 , 从 而 谈论 粒子 在 一 个 
扭曲 或 弯曲 时 空中 的 自由 运动 . 在 这 种 时 空 下 , 度 规 不 能 在 空间 中 处 处 都 转化 为 欧 
几 里 得 的 形式 . 

在 四 维 时 空中 , 不 变量 同样 也 包括 时 间 间 隔 ， 


3 
ds? = ‘> Suv dada” (2.2) 


Hv=0 


这 里 指标 上 4 和 > 取 值 从 0 到 3( 见 23 页 框 中 内 容 ), 其 中 第 一 个 指标 是 类 时 坐标 
(dx? = dt), 后 三 个 是 空间 坐标 . 这 里 我 们 明显 地 写 出 了 求 和 符号 , 但 从 现在 开始 将 
使 用 ( 爱 因 斯 坦 求 和 ) Ae, 即 重复 出 现 的 指标 自动 求 和 . 度 规 gu 必定 是 对 称 的 ， 
所 以 原则 上 讲 它 有 4 个 对 角 元 和 6 个 非 对 角 元 . 它 提供 了 坐标 取 值 和 对 间隔 ds? 
的 更 多 物理 测量 (有 时 叫做 固有 时 ) 之 间 的 联系 . 狭义 相对 论 由 闵可夫 斯 基 时 空 的 
度 规 guy = nw 来 描述 , 其 中 


—1 
0 
0 
0 


oro © 


0 
0 
0 
1 


O O m O 


描述 膨胀 宇宙 的 度 规 又 是 什么 呢 ? 让 我 们 回 到 图 1.1 描述 的 格 点 . 我 们 之 前 说 
过 两 个 格 点 相互 远离 , 所 以 它们 之 间 的 距离 总 是 正比 于 尺度 因子 . 如 果 今 天 的 共 动 
距离 是 zo, 那么 在 较 早 的 时 刻 , 两 点 间 的 物理 距离 则 是 a(t) x oo. 至 少 在 平 直 ( 相 
异 于 开放 或 闭合 ) FH, 除了 距离 必须 乘 以 尺度 因子 外 , 度 规 基本 上 等 同 于 闵可夫 
斯 基 度 规 . 这 暗示 在 一 个 膨胀 的 平 直 的 宇宙 中 度 规 是 


—1 0 0 0 
0 a(t) 0 
v= 2.4 
Iu 0 a?(t) 0 ( ) 
0 0 a(t) 


这 称 为 Friedmann-Robertson-Walker (FRW) FER. 

正如 方程 (1.2) 指出 的 , 尺度 因子 的 演化 依赖 于 宇宙 的 密度 , 这 一 点 不 久 后 我 
们 将 会 推出 . 引入 扰动 , 度 规 将 变 得 更 加 复杂 , 而 度 规 中 的 扰动 部 分 将 由 物质 和 辐 
射 的 不 均匀 性 所 决定 [ 译 者 注 : 参见 第 4 章 方程 (4.3)]. 


2.1 广义 相对 论 +23 - 


指标 
在 三 维 空间 中 , 一 个 矢量 A 有 三 个 分 量 , 我 们 用 A 来 表示 , 上 标 i 取 值 为 1， 
2 或 3. 那么 , 两 个 矢量 的 点 积 为 


3 
A.B=) AB = AP, (2.5) 
4—=1 


这 里 已 经 引入 了 爱 因 斯 坦 求 和 约定 , 即 当 一 个 指标 (这 里 指 i) 出 现 两 次 时 , 不 明 
显 地 写 出 求 和 符号 . 同样 地 , 矩阵 也 可 以 写成 分 量 形 式 . 例如 , 矩阵 M 和 N ZR 
积 为 
(MN)i; = Mix Nek; (2.6) 
再 次 隐 含 了 对 k RA. 
在 相对 论 中 , 需要 做 两 种 推广 . 第 一 , 任 一 矢量 需要 有 第 四 维 分 量 , 即时 间 分 
量 . 既然 空间 指标 取 值 从 1 至 3, 习惯 上 用 0 代表 时 间 分 量 . 希腊 字母 用 来 表征 
所 有 四 个 分 量 , BY A” = (40, Aj). 第 二 , 更 加 细致 地 说 , 广义 相对 论 的 一 大 特征 是 
上 下 指标 的 区 分 , 上 指标 为 道 变 , 下 指标 为 协 变 . 读者 可 以 上 下 作用 于 度 规 矢量 ， 
即 
Au=9GwA"; A" = g” hy. (2.7) 
WAS AES RA aE ae, 即 一 个 标量 . 例如 , 其 表述 为 一 个 无 
质量 的 粒子 的 四 维 动量 的 标 积 一 定 等 于 零 


sD = (2.8) 


这 种 缩 并 等 价 于 图 2.1 所 示 的 一 个 矢量 穿 过 等 高 线 的 个 数 . 
正如 度 规 可 以 把 一 个 矢量 的 上 指标 转化 为 下 指标 , 它 可 以 用 来 升降 带 有 任意 
指标 个 数 的 张 量 的 指标 . 例如 , 对 度 规 张 量 本 身 进 行 指标 上 升 导致 


gh” = gg” gap. (2.9) 


如 果 指 标 a = v, 则 等 号 右边 第 一 项 等 价 于 等 号 左边 的 项 , 那么 如 果 等 号 右边 最 
后 两 项 的 组 合 使 a 等 于 v, 那么 这 个 方程 成 立 . 因此 ， 


gP gap = 55, (2.10) 
这 里 和 5 Æ Kronecker delta 符号 . RAS v =a 时 等 于 1, 其 他 情况 等 于 0. 
2.1.2 RRA 
在 闵可夫 斯 基 空 间 ， 除 非 一 个 力作 用 于 它 ， 粒 子 都 会 沿 直线 运行 ， 不 要 觉得 
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奇怪 , 在 更 加 广义 的 时 空中 , 粒子 的 运动 路 径 将 会 更 加 复杂 . 直线 的 概念 推广 为 
测 地 线 , 即 不 存在 任何 力 的 作用 下 粒子 遵循 的 路 径 . 为 了 用 方程 表达 这 一 概念 , 我 
们 必须 将 无 外 力作 用 的 牛顿 第 二 定律 , d2(z)/dt = 0, 推广 到 膨胀 的 宇宙 .推广 
d2(z)/d 妇 = 0 的 必要 方法 流程 或 许 最 好 用 一 个 简单 的 例子 开始 引入 : 二 维 欧 几 里 
得 平面 中 的 粒子 运动 . 在 那 种 情况 下 , 在 笛 卡 儿 坐 标 系 zi = (z,y) 中 的 运动 方程 为 
d?r’ 
dt? 
然而 , WRR r = (r, 0) 来 代替 , 自由 粒子 的 运动 方程 看 起 来 极其 不 同 . 两 
个 坐标 系 之 间 的 基本 差别 在 于 极 坐 标的 基 矢 量 f, Ô 在 平面 内 变化 . 所 以 , d?@"/dt? = 
0 并 不 意味 着 每 个 坐标 r 和 9 也 满足 dr /dt? = 0. 
为 了 确定 极 坐标 满足 的 方程 , 我 们 可 以 从 方程 的 笛 卡 儿 形式 出 发 , 然后 进行 变 
换 . 特别 地 ， 


=0. (2.11) 


dat _ Ox" dal? (2.12) 
dt erl dt 
axi/8z5 称 为 从 一 个 基 矢 到 另 一 个 基 矢 的 变换 矩阵 . 在 从 二 维 笛 卡 儿 坐 标 变换 到 
极 坐 标的 情况 下 , 有 zl = r" cosa” 和 r? = r" sina’, 所 以 变换 矩阵 为 


Or’ ( cosg? —2!! sin x’? ) (2.13) 


Ori sing’? g” cosg’? 
因此 , 测 地 线 方 程 变 为 


= 0. (2.14) 


d [dat] _ d Ox? dad 
dt | dt | dt |x dt 


其 中 对 时 间 的 微分 作用 于 括号 内 的 两 项 . 如 果 从 笛 卡 儿 基 矢 到 新 的 基 矢 的 变换 是 


线性 的 , 那么 作用 于 变换 矩阵 的 微分 将 会 等 于 零 ， 测 地 线 方 程 在 新 的 基 矢 下 仍 为 
d?a"* /dt? = 0. 但 是 在 极 坐标 情况 下 , 这 个 变换 不 是 线性 的 , 所 有 我 们 需要 下 面 的 事 


实 
d / Or’ ð (dat 
di (35) = ( dt ) 
z 02 x7 da’* 
~ OriOrk dk 
这 里 第 一 个 等 式 成 立 是 因为 微分 的 交换 性 , 第 二 个 等 式 来 自 于 代入 了 方程 (2.12) 给 
出 的 dzi/dt 的 形式 , 并 把 哑 指 标 从 j EA k. 所 以 在 新 坐标 系 下 , 测 地 线 方程 变 为 
d [Ort dri] Or’ dxi Oxi dr’ dx’ 
at a = O25 de + Bok dt dt 


(2.15) 


=0. (2.16) 
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为 了 得 到 其 更 加 清楚 明了 的 形式 ,注意 到 与 时 间 二 阶 微分 项 相 乘 的 项 即 是 变换 矩 
阵 ， 如果 我 们 用 此 变换 矩阵 的 逆 乘 上 这 个 方程 , 那么 时 间 二 阶 微分 项 将 独立 出 来 ， 


FIF ; 
d?a! dz 1 一 0? x" dz dz 
qe t (E) ) aie ia ety) 
读者 可 以 检验 这 个 相当 繁琐 的 方程 的 确 给 出 了 正确 的 极 坐 标 系 中 的 运动 方程 . 更 
重要 的 是 , 通过 保持 其 一 般 性 , 我 们 导出 了 在 非 笛 卡 儿 基 矢 下 的 测 地 线 方程 . 
方便 的 做 法 是 把 方程 (2.17) PTS, 项 定义 为 克里斯托弗 符号 ，(dz%*/dh) 
.(dz5y/db). 注意 到 通过 这 一 定义 , 其 下 指标 j 和 大 是 对 称 的 .在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ， 
克里斯托弗 符号 消失 , 测 地 线 方 程 简化 为 d2zz/d 妇 =0. 但 广义 上 讲 , 克里斯托弗 符 
号 不 会 消失 , 其 存在 描述 了 在 非 平 凡 坐标 系 中 的 测 地 线 方程 . 这 个 广义 的 测 地 线 方 
程 如 此 强大 的 原因 是 在 一 个 诸如 膨胀 的 宇宙 这 样 的 非 平凡 的 时 空中 , 不 可 能 找到 一 
个 固定 的 笛 卡 儿 坐 标 系 统 , 所 以 我 们 需要 知道 粒子 在 更 一 般 的 情形 下 是 如 何 行走 的 . 
当 把 测 地 线 方程 (2.17) 引入 到 相对 论 中 时 , 需要 做 两 个 小 的 改变 . 第 一 个 是 普 
通 而 平常 的 , 即 允 许 指标 取 值 从 0 到 3, 包含 时 间 和 三 个 空间 的 维度 . 第 二 个 也 是 不 
奇怪 的 , 既然 时 间 现 在 已 经 是 我 们 的 坐标 之 一 , 它 就 不 再 用 作 演 化 参量 . 作为 代替 ， 
引入 一 个 参数 和, 它 沿 着 图 2.2 所 示 的 粒子 的 路 径 单调 增加 . 那么 测 地 线 方 程 变 为 


d?as” dza dz? 

a = a a (2.18) 
通过 对 笛 卡 儿 基 矢 进 行 变换 , 我 们 得 到 了 这 一 方程 , 所 以 对 应 的 克里斯托弗 符号 由 
方程 (2.17) 的 方 括号 中 项 给 出 . AM, 直接 从 度 规 出 发 得 到 克里斯托弗 符号 往往 更 
加 方便 . 表示 这 种 依赖 关系 的 方便 公式 是 


Ox? Ox Oz’ 


注意 ot” 的 上 指标 非常 关键 : gz 是 gu MŽ ( 见 23 页 方 框 ). 因此 , g 在 平 直 的 
FRW 度 规 下 等 于 gu, 除了 其 空间 分 量 由 1/a2 RË a2. 


re a= g” ES Ogpv Ogap | 


5 (2.19) 


图 2.2 由 入 参数 化 的 一 个 粒子 的 路 径 . Xi 从 初始 值 As 到 最 终 值 单调 递增 


运用 方程 (2.19) 给 出 的 广义 表达 式 以 及 方程 (2.4) 给 出 的 FRW 度 规 , 我 们 可 
以 推导 出 在 一 个 均匀 膨胀 的 宇宙 中 的 克里斯托弗 符号 . 首先 , 计算 上 指标 为 0 的 分 
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E, T° og. 既然 度 规 是 对 角 的 , 除非 g” 此 时 它 取 值 为 -1, 否则 > = 0 因子 消失 . A 
此 有 
T° = = Jav 0980 = Ogap 
ca ac Ax | 
这 里 前 面 的 两 项 简化 为 go 的 导数 . 因为 FRW 度 规 有 一 个 常数 goo, 所 以 这 些 项 都 


消失 , 从 而 剩 下 


(2.20) 


(2.21) 


只 有 当 a 和 6 都 是 空间 指标 , 即 它们 等 同 于 罗马 字母 从 1 到 3 取 值 时 , 这 个 导数 
才 不 为 0. 又 因为 x =t, 我 们 有 


Too =0 
My ST = 0 
Ti = 0ijQa (2.22) 


这 里 字母 上 的 点 表示 对 时 间 的 导数 0. 一 个 简单 而 有 用 的 推导 练习 表明 ,只 有 当 
Tias 的 两 个 下 指标 其 一 为 0, 另 一 代表 空间 分 量 , Pie 的 值 才 不 为 0. 于 是 


s a 
Mo; = Ijo = bi (2.23) 


而 ee 其 他 所 有 的 分 量 均 为 0. 
这 一 小 节 到 这 里 已 经 十 分 翔实 而 正式 , 它 以 测 地 线 方程 向 弯曲 的 时 空 推广 为 开 
始 , 然后 进行 了 在 由 FRW 度 规 描述 的 膨胀 宇宙 中 的 克里斯托弗 符号 的 计算 . 在 完 
成 我 们 的 主要 任务 和 使 用 爱 因 斯 坦 方程 推导 方程 (1.2) 之 前 , 让 我 们 短暂 休息 , 把 
测 地 线 方程 应 用 到 一 个 单 粒子 问题 . 特别 地 , 让 我 们 看 一 看 一 个 粒子 的 能 量 是 怎样 
随 着 宇宙 的 膨胀 而 变化 的 . 这 里 我 们 将 对 一 个 无 质量 粒子 进行 计算 ; 对 于 一 个 具有 
质量 的 粒子 的 几乎 完全 等 同 的 问题 移交 给 习题 4 来 解决 . 
首先 考虑 四 维 能 量 -动量 矢量 Pa = (E, P), 其 时 间 分 量 是 能 量 . 我 们 使 用 四 矢 
量 来 定义 方程 (2.18) 中 的 参数 
pe = a (2.24) 
这 是 和 的 一 个 隐 含 定义 . 幸运 的 是 , 我 们 从 不 需要 明显 地 求 出 和 因为 通过 下 面 的 
提示 , 和 可 以 被 直接 消除 Pe 
ay a = (2.25) 
那么 , 方程 (2.18) 的 测 地 线 方程 的 0 阶 分 量变 为 


E— = -I° jP PI (2.26) 


D 我 将 使 用 这 个 约定 直到 第 4 章 . 之 后 , 字母 上 的 点 将 表示 对 共 形 时 间 的 导数 . 
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这 里 等 号 成 立 , 因为 只 有 TO, 的 空间 分 量 是 非 0 的 . 代入 这 些 分 量 , 导致 其 右边 等 
于 -6ija&PiPi. 一 个 无 质量 粒子 具有 能 量 -动量 中 矢量 (F, P), 其 大 小 为 0， 


SuvP4 PY = —E? + 6,;07P* Pi = 0, (2.27) 
它 可 以 使 我 们 把 方程 (2.26) HAWS A -(&/a)E?. 因此 测 地 线 方程 得 出 
a ea, (2.28) 


其 解 为 
Ec -. (2.29) 


a 

这 个 结果 证 实 了 我 们 在 第 1 章 示 意 性 (手写 ) 的 论据 , 无 质量 粒子 的 能 量 应 该 随 宇 
宙 的 膨胀 而 减低 , 因为 它 的 能 量 反比 于 其 随 宇 宙 膨 胀 被 拉 伸 的 波长 . 在 第 4 章 , 我 
们 将 用 另 一 方法 , 即 玻 耳 效 曼 方程 , 重新 推 得 这 一 结果 . 
2.1.3” 爱 因 斯 坦 场 方程 

如 果 你 对 前 两 个 小 节 进 行 字 词 搜索 , 你 会 惊异 地 发 现 “ 广 义 相 对 论 ” 这 个 词 从 
来 没有 出 现 过 . 度 规 的 概念 和 非 平凡 度 规 影响 测 地 线 的 认识 都 完全 独立 于 广义 相对 
论 而 存在 . 上 面 被 隐藏 起 来 的 广义 相对 论 的 一 部 分 是 指引 力作 用 可 以 由 度 规 来 描 
述 , 即 我 们 所 述 的 方程 (2.4). 然而 广义 相对 论 还 有 第 二 个 方面 , 即 把 度 规 同 宇宙 中 
的 物质 和 能 量 联 系 起 来 . 这 第 二 个 部 分 包含 于 爱 因 斯 坦 方 程 中 , 它 把 描述 时 空 几何 
性 质 的 爱 因 斯 坦 张 量 和 描述 能 量 的 能 量 -动量 张 量 联 系 在 一 起 : 


1 
Guv = Rw — 59wR = 8NCT yy. (2.30) 


这 里 Gu 是 爱 因 斯 坦 张 量 ; Rr 是 里 奇 张 量 , 它 依赖 于 度 规 及 其 导数 ; R 是 里 奇 标 
量 , 是 里 奇 张 量 的 并 缩 (R = oR); G 是 牛顿 常数 ; Th 是 能 量 -动量 张 量 , 在 
2.3 节 , 我 们 将 把 一 些 时 间 花 在 能 量 -动量 张 量 上 . 目前 , 我 们 所 有 需要 知道 的 是 它 
是 一 个 描述 宇宙 构成 的 对 称 张 量 . 方程 (2.30) 的 左边 是 度 规 的 函数 , 右边 是 能 量 的 
函数 : 爱 因 斯 坦 方程 把 两 者 联系 起 来 . 

里 奇 张 量 可 以 用 克里斯托弗 符号 方便 地 表示 出 来 


Ray = TA page =T” pam PO pel jee Tel ae (2.31) 


GE SR z 的 导数 , 例如 Tua = 6T%jw/0z*. 尽管 这 个 式 子 看 起 来 可 怕 ， 
但 是 通过 在 一 个 由 FRW 度 规 描述 的 宇宙 中 计算 克里斯托弗 符号 , 我 们 已 经 完成 了 


O 注意 P 测量 共 动 ( 非 膨胀 ) 格 点 的 运动 . 物理 动量 测量 物理 距离 的 改变 , 它 与 P 的 关系 是 乘 以 因子 
a. 因此 , 方程 (2.27) 中 出 现 因子 为 a2. 
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最 困难 的 工作 . 事实 证 明 , 里 奇 张 量 中 只 有 两 组 分 量 不 为 0: 一 组 为 =v = 0, 另 
4A p=v =i. 
考虑 

Roo =Teoou 一 Tepauo 十 FepaFpoo — TP“ gol 0a. (2.32) 
回顾 如 果 克 里 斯 托 弗 符 号 的 两 个 下 指标 都 为 0, 其 取 值 也 为 0, 所 以 上 式 右 边 中 第 
一 和 第 三 项 消失 . 同样 地 , 第 二 、 四 项 中 的 指标 a 和 6 必须 是 空间 分 量 . 于 是 我 们 
有 

Roo = —I"oi,o — I* jol oi. (2.33) 

利用 方程 (2.23), ER ARS Br 


= 一 3 一. (2.34) 


上 式 第 二 行 的 因子 3 的 出 现 是 因为 du 表示 对 所 有 的 三 维 空间 指标 进行 求 和 , 对 每 
一 个 指标 求 一 次 . 我 将 把 空间 -空间 分 量 的 推导 留 作 练习 , 其 结果 为 


Rij = 6i; [262 + aa]. (2.35) 
爱 因 斯 坦 方程 的 下 一 个 成 分 是 里 奇 标量 . 我 们 现在 可 做 如 下 计算 
R= Rw 
= — Roo + = Ris. (2.36) 


同样 , 对 i 的 求 和 产生 出 因子 3, 所 以 有 


es TE. 
R=6 É j: (ż) | ' (2.37) 
为 了 理解 在 均匀 宇宙 中 的 尺度 因子 的 演化 , 我 们 只 需要 考虑 爱 因 斯 坦 方程 的 时 


间 - 时 间 分 量 : ‘ 
Roo = 7 900k = 8nxG Too. (2.38) 


左边 各 项 的 求 和 结果 是 34/0, 而 能 量 -动量 张 量 的 时 间 - 时 间 分 量 仅仅 是 能 量 密 
E p. 所 以 最 终 有 l 
; G 
(ż) = ep. (2.39) 


a 


2.2 距 离 - 29 . 


为 了 将 它 改变 为 方程 (1.2) 的 形式 , 我 们 回顾 这 里 其 等 号 左边 项 就 是 哈 勃 膨胀 率 的 
平方 , 并 且 宇 宙 的 临界 密度 定义 为 pcr = 3 有 8/8rG. 所 以 , 等 号 两 侧 同 除 以 HE F 


致 
Ht) _ p 
Hô p Pex: 
这 里 , 能 量 密度 p 计 入 了 来 自 各 种 成 分 的 能 量 密度 : 物质 , 辐射 和 了 暗 能 量 . 在 我 们 
的 推导 中 , 假设 宇宙 是 平 直 的 , 因此 , 方程 (2.40) 不 包含 对 应 宇宙 曲率 贡献 的 项 . 我 


把 在 开放 宇宙 中 推出 爱 因 斯 坦 方程 留 做 习题 . 


(2.40) 


2.2 JE 离 


我 们 可 以 预期 在 一 个 膨胀 的 宇宙 中 测量 距离 将 是 一 件 复杂 的 需要 动脑 筋 的 事 
情 . 重新 考虑 图 1.1 所 示 的 膨胀 格 点 , 马上 可 以 看 出 两 种 可 能 的 测量 距离 的 方法 , 即 
当 字 宙 在 膨胀 时 保持 定 值 的 共 动 距离 , 或 者 仅仅 由 于 膨胀 而 增长 的 物理 距离 . 通常 ， 
这 两 者 都 不 能 精确 地 描述 我 们 感 兴趣 的 测量 过 程 . 例如 , 光线 离开 红 移 为 3 的 遥远 
的 类 星体 朝 我 们 飞 来 , 那 时 尺度 因子 只 有 现在 的 四 分 之 一 ; 当 光 线 今天 到 达 我 们 这 
里 时 宇宙 已 经 膨胀 为 原来 的 4 倍 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 应 该 使 用 什么 距离 把 该 类 星 
体 的 光度 和 我 们 接收 到 的 流量 联系 起 来 呢 ? 

基本 的 距离 度量 是 在 共 动 格 点 上 的 距离 , 所 有 其 他 的 距离 都 可 以 通过 它 计算 
出 来 . 如 果 正 如 我 们 在 这 本 书 大 部 分 章节 假设 的 , 宇宙 是 平 直 的 , 那么 在 共 动 格 点 
上 计算 距离 则 很 容易 : 两 点 2 与 z: 之 间 的 距离 等 于 [(zi 一 22)? + (yi — yo)? + 
(z1 — za)"}'/2. 

一 个 非常 重要 的 共 动 距离 是 光线 从 + = 0 时 刻 起 (到 达 字 宙 任 意 时 刻 t, 包括 
现在 时 刻 to) 行走 (不 考虑 相互 作用 ) 的 距离 . 在 时 间 间 隔 dt 内 , 光线 穿行 的 共 动 
距离 为 dz = dt/a( 回 顾 我 们 设 定 c= 1), 所 以 光线 能 够 行走 的 总 的 共 动 距离 为 

t dt! 

ji | an (2.41) 
这 个 距离 非常 重要 的 原因 在 于 , 自 时 间 开 始 没 有 任何 信息 可 以 传播 得 比 7 更 远 (还 
是 在 共 动 格 点 上 ). 因此 , 被 大 于 7 的 距离 分 隔 的 区 域 没有 因果 联系 . 如 果 这 些 区 域 
看 起 来 相似 , 我 们 应 该 感到 疑惑 . 于 是 可 以 把 7 当成 共 动 视界 , 也 可 以 把 单调 递增 
的 nm 当成 是 时 间 变量 , 并 称 为 共 形 时 间 ， 正如 时 间 t, 温度 T, 红 移 z 和 尺度 因子 
a, n 也 可 以 用 来 讨论 宇宙 的 演化 . 事实 上 , 针对 大 多 数目 的 , n 是 最 方便 的 时 间 变 
E. 所 以 当 我 们 开始 学 习 扰动 的 演化 之 时 , 将 使 用 它 来 代替 t 在 一 些 简单 的 情况 
F, 7 可 以 解析 地 以 尺度 因子 a 的 形式 表达 出 来 (习题 11). 例如 , 在 物质 主导 的 宇 
H, 7 x a-3/2, 而 当 辐 射 主导 之 时 , nx a. 
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另 一 个 重要 的 共 动 距离 是 遥远 的 辐射 源 与 我 们 之 间 的 距离 . 在 这 种 情况 下 , 从 
我 们 到 一 个 尺度 因子 为 a( 或 红 移 为 z = 1/a 一 1) 的 天 体 的 共 动 距离 是 


ww dy 1 da’ 
D= [aah mae iai 
这 里 我 把 对 # 的 积分 改 为 了 对 a 的 , 这 样 在 分 母 引 入 了 额外 因子 da/dt = aH. 典 
型 来 讲 , 我 们 可 以 看 到 z < 6 的 天 体 ; 在 这 些 很 晚 的 时 期 , 辐射 的 贡献 可 以 忽略 (E 
顾 图 1.3). 如 果 在 这 个 时 期 宇宙 是 纯 的 物质 主导 的 , 那么 H x a-3/2, 我 们 可 以 解析 
地 求解 方程 (2.42) 的 积分 ， 


2 
FMD (a) = Pal 一 al/3] 


2 1 
ae h = = A (2.43) 
这 个 共 动 距离 在 小 z ( 低 红 移 ) 情况 下 化 为 z/ Bo (证 实 了 在 1.2 节 关 于 低 红 移 处 哈 
FANE SEW), 而 在 z 变 得 非常 大 (高 红 移 ) 时 渐 近 于 2/ Ho. 
在 天 文学 上 , 确定 距离 的 一 个 经 典 方 法 是 测量 一 个 具有 已 知 尺度 | 的 天 体 的 张 
f 0. 那么 到 这 个 物体 的 距离 为 (假设 张 角 很 小 ) 


da = =. (2.44) 


这 里 下 标 “A” 代 表 角 直径 距离 . 为 了 计算 在 一 个 膨胀 宇宙 中 的 角 直 径 距 离 , 我 们 
首先 注意 到 这 个 物体 的 共 动 大 小 是 l/a. 因为 到 这 个 物体 的 共 动 距离 由 方程 (2.42) 
给 出 , 所 以 相应 的 张 角 为 6 = (1/a)/x(a). 对 比方 程 (2.44), 可 以 看 出 角 直 径 距 离 为 

X ° 
1+z 
注意 角 直 径 距 离 在 低 红 移 处 近似 等 于 共 动 距离 ,但 是 实际 上 在 非常 高 红 移 处 会 减 
小 . 至 少 在 平 直 宇宙 中 , 物体 在 高 红 移 处 看 起 来 会 比 它们 在 中 红 移 处 大 ! 这 里 的 上 
标 用 来 提醒 我 们 这 个 结果 只 对 平 直 宇 宙 成 立 . 在 一 个 开放 或 封闭 的 宇宙 中 , 曲率 密 
度 定义 为 Qk = 1 一 Qo, 这 里 Qo 是 今天 包括 物质 、 辐 射 和 诸如 宇宙 学 常数 这 样 的 任 
何其 他 形式 能 量 的 宇宙 总 密度 与 临界 密度 的 比值 . 如 果 曲 率 项 非 0, 则 角 直 径 距 离 
推广 为 


dist = ay = (2.45) 


he i a | sinh[VOkEox Nk >0 l 
HoVIQx| | sin[V=-9KEox Nk <0 

注意 在 曲率 密度 Q; 趋向 于 0 的 极限 情况 下 , 这 两 个 表达 式 都 化 为 平 直 情 况 的 结 

果 . 图 2.3 展示 了 在 平坦 宇宙 中 的 角 直 径 距 离 , 分 别 考 虑 或 忽略 宇宙 学 常数 的 贡献 . 


(2.46) 
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0.7, 


SON 


BER (1/ Hy) 


图 2.3 平坦 膨胀 宇宙 中 的 三 种 距离 测量 . 从 上 到 下 依次 是 光度 距离 、 共 动 距 离 和 和 角 直径 
距离 . 每 一 种 情况 下 的 一 对 曲线 分 别 对 应 于 仅 包含 物质 成 分 (RER) 和 包含 70% 宇 宙 学 常数 
(REAR) 的 平坦 宇宙 模型 的 结果 . 在 Lamda( 宇 宙 学 常数 ) 主导 的 宇宙 模型 中 , 到 固定 红 移 
处 的 距离 大 于 物质 主导 宇宙 的 结果 


在 天 文学 中 , 另 一 种 导出 距离 的 方法 是 测量 来 自 于 一 个 已 知 光度 天 体 的 的 辐 
射流 量 . 回顾 观测 一 个 已 知 光度 也、 距离 在 d 处 的 源 的 流量 PA (暂时 忘记 宇宙 
膨胀 ) 

a. 
4nd? 


因为 通过 一 个 面积 为 4nd? 的 球 壳 总 光度 是 恒定 的 . 如 何 把 这 个 结果 推广 到 膨胀 宇 


A? 同样 , 在 共 动 格 点 上 推导 最 简单 , 这 一 次 源 的 中 心 位 于 原点 . 我 们 观测 到 的 流 
量 是 


(2.47) 


L 

这 里 L(x) 是 通过 一 个 半径 为 xla) 的 ( 共 动 ) 球 壳 的 光度 . 为 了 进一步 简化 , 假定 
所 有 辐射 的 光子 都 具有 相同 的 能 量 . 那么 L(x) 就 是 这 个 能 量 乘 以 单位 时 间 内 穿 过 
一 个 ( 共 动 ) 球 壳 的 光子 数目 . 对 一 个 固定 的 时 间 间 隔 , 在 共 动 格 点 上 , 光子 在 早期 
行走 的 距离 比 在 晚期 行走 的 更 远 , 因为 与 之 相关 的 物理 距离 在 早期 更 小 . 因此 对 于 
一 个 固定 的 时 间 间 隔 , 在 现在 时 刻 穿 过 球 壳 的 光子 数目 将 比 在 发 射 时 刻 少 , 两 者 相 
差 一 个 因子 a. 同样 , 由 于 宇宙 膨胀 , 现在 时 刻 光 子 的 能 量 也 将 低 于 发 射 时 刻 . 所 以 ， 
来 自 光源 单位 时 间 内 穿 过 距离 x(a)( 即 我 们 的 距离 ) 的 共 动 球 壳 的 能 量 将 比 在 光源 
处 以 因子 a? 减 小 . 因此 我 们 观测 到 的 流量 将 为 


La? 


a 4nx?(a) 


(2.49) 


这 里 L 是 在 光源 处 的 光度 . 只 要 我 们 定义 下 式 作为 光度 距离 ,就 可 以 使 方程 (2.47) 
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在 膨胀 宇宙 的 情况 下 继续 适用 @， 
dL = x, (2.50) 


2.3 展示 了 光度 距离 . 

所 有 这 三 种 距离 在 一 个 包含 宇宙 学 常数 的 宇宙 中 都 比 在 不 含 宇宙 学 常数 宇宙 
中 的 值 大 . 这 来 自 事实 , 在 4 (宇宙 学 常数 ) 主导 的 宇宙 中 能 量 密度 小 , 从 而 膨胀 率 
也 较 小 . 因此 在 早期 宇宙 的 膨胀 较 慢 , 光 需 要 更 多 的 时 间 从 遥远 的 天 体 行进 到 我 们 
这 里 . 所 以 这 些 遥 远 的 天 体 看 起 来 将 比 其 在 只 有 物质 主导 的 宇宙 中 显得 更 加 暗淡 . 


2.3 ”能 量 的 演化 


让 我 们 回 到 位 于 爱 因 斯 坦 方程 等 号 右边 的 能 量 -动量 张 量 ， 最 终 我 们 将 会 把 
TH 扰动 包含 在 内 , 但 在 这 一 章 里 , 首先 考虑 一 个 理想 的 各 向 同性 流体 的 情形 . 那 
么 , 


-p 0 0 0 
0 P0 0 

Pepe NW @ (2.51) 
0 0 0 P 


HP 是 流体 的 压强 . 
能 量 - 动 量 张 量 的 各 个 分 量 如 何 随 时 间 演 化 ? 首先 考虑 没有 引力 而 且 速 度 可 忽 

略 的 情形 . 在 这 种 情况 下 , 压强 和 能 量 密度 的 演化 遵循 连续 性 方程 , 即 6p/8t = 0, 

以 及 欧 拉 方程 , B 9P/8zx; = 0. 这 可 以 升级 为 一 个 能 量 -动量 张 量 的 四 分 量 守 恒 方 

程 : 97w,/8zx = 0. 但 是 在 一 个 膨胀 宇宙 中 , 这 个 守恒 准则 需要 修改 . 取而代之 , F 

恒 意 味 着 协 变 导 数 为 0， 

or, 


T” yy = Oxt ii a v = ak ae (2.52) 
Ty, 为 零 是 四 个 分 立 的 方程 ; 让 我 们 考虑 v = 0 分 量 , 即 
Lia p Py a =O (2.53) 


Ox 
因为 假设 各 向 同性 , Ti 消失 , 所 以 在 第 一 项 中 的 哑 指 标 人 和 第 二 项 中 的 哑 指 标 a 
必须 等 于 0: 
= 
Ot 
O 实际 上 还 有 一 个 区 别 需 要 考虑 : 观测 到 的 光度 与 在 不 同 波长 处 发 射 的 光度 有 关 . 这 里 我 们 已 经 假设 
一 个 探测 器 接收 所 有 光子 . 


= Progo = TT” a = 0. (2.54) 
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根据 方程 (2.23), 除非 a, 是 取 值 相同 的 空间 指标 , 这 时 To, 等 于 fa, BWES 
消失 . aoar i 


= += “(30 + 3P]=0. (2.55) 


对 各 项 重新 整理 后 , 得 到 

ane ka -32P， (2.56) 

守恒 定律 可 以 立即 用 来 收集 关于 物质 和 辐射 随 宇宙 膨胀 的 标 度 信息 . 因为 物质 
具有 有 效 的 0 压强 , 所 以 

全 i (2.57) 


这 意味 着 物质 的 能 量 密度 pw x a-3. 在 第 1 章 中 , 基于 质量 保持 常数 而 数 密度 与 
体积 成 反比 的 一 个 简单 的 概念 , 我 们 预期 得 到 这 个 结果 . 同样 的 , 应 用 到 辐射 的 结 
果 也 不 出 意料 . 辐射 有 P = p/3( 习 题 14), 所 以 从 方程 (2.55) 可 以 推出 ， 
pr re Olpra’] 
w áp = <u 
=0 (2.58) 


因此 , 辐射 的 能 量 密度 pr x a4, 可 以 解释 为 随 着 宇宙 膨胀 每 个 粒子 的 能 量 在 衰减 . 

在 早期 宇宙 大 部 分 时 间 内 , 相互 作用 进行 得 足够 快 , 能 够 使 粒子 处 在 平衡 状态 ， 
不 同 种 类 的 粒子 共有 一 个 温度 . 我 们 将 经 常用 这 个 温度 来 表示 能 量 密度 和 压强 . 由 
于 这 个 原因 , 以 及 将 要 出 现在 后 续 章 节 的 许多 其 他 原因 , 引入 某 个 种 类 粒子 的 占有 
数 , 或 称 为 分 布 函 数 , 是 很 方便 的 ， 它 表征 在 相 空间 位 置 z 和 动量 p OME 
粒子 的 数目 ， 那 么 , 某 种 粒子 的 能 量 可 以 通过 对 能 量 在 所 有 相 空 间 元 的 求 和 来 得 
到 : 》 f(Z,P)E(), 这 里 Elp) = VP+. EMERY d3zd3p 的 区 域 中 有 
多 少 个 相 空间 元 ? 根据 海 森 伯 原理 ， 粒 子 不 能 位 于 比 (2h)? 更 小 的 相 空 间 区 域 
内 , 所 以 这 就 是 基本 相 空 间 元 的 大 小 . 因此 , 在 区 域 dazdsp 内 相 空间 元 的 数目 是 
d3zd3p/(2nh)?(A 2.4), 而 且 能 量 密度 为 


3 
a / Gyr PEG) (2.59) 


“i 标示 不 同 的 粒子 种 类 , g; 是 它们 的 简 并 度 (例如 , 由 于 光子 的 自 旋 态 其 简 
eee 2), 而 且 我 们 又 回 到 了 h= 1. 在 温度 为 T 的 平衡 状态 , RET (如 光子 ) 


服从 玻 色 - 爱 因 斯 坦 分 布 ， 
fse = MEN/ LT’ (2.60) 


© 在 这 里 , p 不 是 方程 (2.24) 所 定义 的 共 动 动量 , 而 是 随 宇宙 膨胀 而 减 小 的 固有 动量 . 可 参见 练习 15 
对 这 一 问题 的 讨论 . 
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同时 费 米子 (如 电子 ) 满足 费 米 - 狄 拉克 分 布 ， 
1 
frp 一 el(E-n)/T + T’ 
这 里 y 是 化 学 势 . 应 该 注意 的 是 这 些 分 布 仅 与 动量 的 大 小 p AR, 而 与 位 置 了 或 
者 动量 的 方向 方 无 关 . 这 是 0 阶 平滑 宇宙 的 一 个 特征 . 当 考虑 非 均匀 性 和 非 各 向 同 
性 时 , 我 们 将 会 看 到 这 些 分 布 函数 在 0 阶 值 附 近 会 有 小 扰动 , 而 且 这 些 扰动 的 确 依 
赖 于 位 置 和 传播 方向 . 
E a lala oh 


(2.61) 


mi ms a E 
-上 oo E E M E 
| | | | Yi T tt 
| | | | Wm | | {| ft tt | 
me ee es ee E) 
bE 
I Yi! ee! sn (a ps Ss a De EE I i DO 
HLitt tt ty ty eT 


图 2.4 一 维 的 位 置 和 动量 相 空间 . 每 个 单元 格 的 体积 是 Onh, 根据 海 森 伯 原理 , 这 是 能 限制 
粒子 位 置 的 最 小 区 域 . 阴影 部 分 是 无 穷 小 体积 dzdp, 包含 了 九 个 单元 格 . 为 了 计算 所 包含 单元 


格 的 适当 数目 , 对 相 空间 的 积分 必须 是 j dxdp/(2nh) 
同样 的 , 压强 也 可 以 表示 成 对 分 布 函数 的 积分 ， 


le ee 
Pi = gi Ons iP) SEG): 
在 宇宙 几乎 所 有 时 间 里 , 对 几乎 所 有 粒子 , 化 学 势 都 远 远 小 于 温度 . 那么 一 个 有 效 
的 近似 是 , 分 布 函数 只 依赖 于 E/T, 而 且 压强 满足 (练习 14) 
OP; _ pi+Pi 
x” T 
这 个 关系 式 可 以 用 来 表明 , 宇宙 的 业 密 度 正比 于 a. 为 了 得 到 这 个 结果 , 重 写 方 
程 (2.56), 


(2.62) 


(2.63) 


a3 l p+P)a?] oP 
at Ot 
压强 对 时 间 的 导数 可 以 写 为 (dT /dt)(OP/aT), 所 以 
-30[(e+P)a*] dT p+P _ 39 A -| 
at dt T at T 
=0. (2.65) 


=0. (2.64) 
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FEE EO 
s= E (2.66) 


正比 于 a°. 尽管 我 们 建立 的 这 一 论据 基于 单一 粒子 种 类 , 但 这 一 标 度 关系 对 包括 
处 在 平衡 状态 的 所 有 粒子 种 类 在 内 的 总 焙 都 成 立 . 事实 上 , 即使 两 种 粒子 有 不 同 的 
温度 , CNV ERA TRIE LCA a. 在 计算 宇宙 中 中 微 子 和 光子 的 相对 温度 
时 , 我 们 将 会 很 快 利用 这 一 事实 . 


2.4 宇宙 的 组 成 


在 拥有 了 一 个 给 定 种 类 粒子 的 能 量 密度 的 表达 式 (方程 (2.59)), 并 了 解 了 它 如 
何 随时 间 演 化 (方程 (2.56)) 之 后 , 现在 可 以 定量 地 解决 宇宙 各 种 成 分 贡献 多 少 能 
量 这 个 问题 . 
2.4.1 光子 


CMB 光子 的 温度 已 经 被 COBE 卫星 上 的 FIRAS 探测 器 以 非凡 的 精度 测量 出 
来 , T = (2.725 + 0.002) K (Mather et al., 1999). 与 这 个 辐射 相关 的 能 量 密度 是 


d3p 1 


方程 (2.67) 前 面 的 因子 2 是 考虑 了 光子 的 两 个 自 旋 态 . 因为 光子 无 质量 , 所 以 一 给 
定 状态 的 光子 能 量 仅 为 p, 化 学 势 为 0; 我 们 在 理论 上 期 望 这 个 结果 , 因为 在 宇宙 早 
期 , 光子 数目 不 守恒 (例如 , 正 负 电子 可 以 泽 灭 产生 光子 ). 从 观测 的 角度 我 们 也 知道 
这 一 点 , 因为 CMB 的 能 谱 已 经 被 非常 准确 地 测量 . 化 学 势 的 上 限 是 yy/T < 9x10-5 
(Fixsen et al., 1996), 所 以 忽略 掉 p 是 安全 的 . 又 因为 方程 (2.67) 中 的 被 积 函数 不 
依赖 于 角度 , 所 以 对 角度 的 积分 得 到 一 个 因子 4r, 因此 我 们 只 剩 下 一 维 积分 问题 . 
定义 一 个 三 变量 r= p/T, 那么 


8nT* [7 de z? 
这 个 积分 可 以 用 黎 曼 5 函数 来 表示 , 即 6¢(4) = 04/15, 所 以 


2 
N nd 


又 因为 我 们 已 经 得 到 辐射 的 能 量 密度 正比 于 a-4( 方 程 (2.58)), 所 以 CMB 的 温度 
必 正 比 于 a. 

© 技术 上 来 说 , 在 烂 密度 中 存在 另 一 项 一 一 正比 于 化 学 势能 , 但是, 如 前 所 述 , 这 一 项 通常 与 宇宙 学 不 
相关 . 即使 非 零 的 化 学 势能 存在 , RE TVIELC FW a73. 
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使 所 有 能 量 密度 都 具有 相同 的 单位 将 非常 有 用 .最 简单 的 方法 是 让 所 有 能 量 
密度 除 以 今天 的 临界 密度 中 . 因此 ， 


py _ es) 1 
Pr 15\ a 8.098 x 10-4 h2eV* 
_ 247 x 1075 
= 
这 里 为 了 得 到 最 后 一 行 的 结果 , 牢记 绝对 温度 与 eV( 电 子 伏特 ) 的 转换 关系 (11605K= 
leV) 是 十 分 有 用 的 . 重申 重要 的 一 点 , 方程 (2.70) 中 的 光子 能 量 密度 通过 尺度 因 
子 依赖 于 时 间 , 但 是 没有 空间 依赖 性 . 这 是 因为 我 们 已 经 用 了 0 阶 分 布 函数 , BRK 
色 - 爱 因 斯 坦 函 数 来 描述 光子 . 事实 上 , 在 0 阶 分 布 函数 附近 会 存在 小 的 扰动 . 这 种 
扰动 具有 空间 相关 性 , 对 应 于 CMB 中 的 各 向 异性 . 


2.4.2 ”重子 


与 CMB 不 同 , 重子 @ 不 能 简单 地 用 一 个 温度 下 零 化 学 势 的 气体 来 描述 . 因此 ， 
需要 通过 直接 测量 来 得 到 重子 密度 , 而 不 是 通过 温度 . 目前 存在 四 种 已 经 建立 起 来 
的 方法 测量 重子 密度 , 而 且 所 有 这 些 方法 给 出 的 结果 相互 符合 得 很 合理 (Fukugita 
et al., 1998). 这 些 是 在 不 同 红 移 处 的 测量 , 我 们 知道 密度 正比 于 a, 所 以 为 了 方 
便 对 比 , 定义 M% 


(2.70) 


ba (2.71) 
per 


这 里 Q。 是 重子 密度 ( 译 者 注 : 这 里 是 在 宇宙 某 一 时 刻 的 密度 ) 与 今天 的 临界 密度 
的 比值 . 

最 简单 的 方法 是 观测 星系 中 的 今天 的 重子 . 但 是 对 密度 贡献 最 大 的 并 不 是 来 
自 星 系 中 的 恒星 , 而 是 星系 群 中 的 气体 . 在 星系 群 中 , Q 近似 于 0.02. 第 二 种 计数 重 
子 的 方法 是 观测 遥远 类 星体 的 光谱 . 通过 测量 这 些 灯塔 (类 星体 ) 辐射 出 的 光 被 吸 
收 的 量 , 可 以 测量 居间 的 中 性 氨 , 进而 测量 重子 密度 . 这 些 估计 (Rauch et al., 1997) 
表面 重子 密度 是 Wh’ ~ 0.02, 带 有 相当 大 的 不 确定 度 . 第 三 种 推断 重子 密度 的 方 
法 是 仔细 地 查验 宇宙 的 各 向 异性 . 正如 在 第 8 章 将 会 看 到 , 这 些 各 向 异性 与 重子 密 
度 有 关 . 来 自 CMB 的 初步 结果 (Pryke et al., 2001; Netterfield et al., 2001) 给 出 
Wh? = 0.024+9.004. 最 后 , 在 第 3 章 我 们 将 会 看 到 , 轻 元 素 对 重子 密度 很 敏感 , 因而 
这 种 利用 轻 元 素 丰 度 的 估计 方法 使 得 Qsh? = 0.0205 + 0.0018. 

@ 临 界 密度 一 正如 同 定义 它 的 哈 勃 膨胀 率 一 样 一 随 着 时 间 演 化 . 然而 , 通常 , 临界 密度 被 定义 为 一 个 党 
数 , 即 现时 刻 的 临界 密度 , 在 以 后 的 章节 中 也 将 遵循 这 一 规定 . 


© 把 宇宙 中 所 有 的 核子 和 电子 称 为 重子 ， 在 技术 上 这 是 不 正确 的 (因为 电子 是 轻 子 ), 但 是 , 核子 的 质 
量 远 大 于 电子 , 因此 实际 上 所 有 的 质量 在 重子 中 . 
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值得 注意 的 是 , 这 些 利 用 不 同 的 技术 对 重子 密度 的 估计 结果 都 相互 吻合 是 . 它 
们 都 把 重子 密度 限制 在 大 约 是 临近 密度 的 2%~5%. 而 宇宙 中 所 有 物质 的 密度 要 高 
THE, 因此 宇宙 中 必 存 在 非 重 子 物质 . 


2.4.3 ”物质 


以 上 提 到 的 所 有 测量 重子 密度 的 方法 都 涉及 物质 和 辐射 的 相互 作用 . 例如 , 简 
单 地 对 恒星 进行 计数 在 一 定 程度 上 有 效 ,， 是 因为 我 们 大 致知 道 需 要 多 少 质量 可 以 
输出 一 个 典型 恒星 的 光度 . 然而 , 存在 一 些 测量 物质 质量 的 方法 不 依赖 于 光 与 物质 
相互 作用 . 这 些 方法 传统 而 言 都 涉及 测量 给 定 系统 的 引力 场 , 因而 可 以 推断 导致 
该 引力 场 的 质量 信息 . 图 2.5 展示 了 导出 的 从 星系 到 超星 系 团 许多 系统 的 质 光 比 . 
历史 上 , 质 光 比 首 先是 在 小 尺度 被 测量 出 来 , 结果 暗示 宇宙 的 密度 曾经 远 小 于 临界 
密度 . 随 着 更 多 在 大 尺度 上 测量 的 数据 的 获得 , 质 光 比 平稳 的 上 升 的 结果 致使 很 多 
宇宙 学 家 推断 ,我 们 最 终 将 会 发 现 宇宙 的 密度 等 于 临界 密度 . 然而 ,Bahcall 和 合 
作者 (Bahcall Lubin, and Dorman, 1995; Bahcall et al., 2000) 主张 质 光 比 在 超过 
R ~ 1Mpe 以 外 不 会 增加 ; 平坦 质 光 比 的 出 现 与 物质 密度 On ~ 0.3 相 一致 , 这 里 
Qm 是 今天 总 的 物质 密度 与 临界 密度 之 比 , 并 且 


Den, = tn *, (2.72) 


最 近 出 现 了 许多 推断 物质 密度 的 其 他 手段 . 在 第 7 章 将 会 看 到 宇宙 中 的 星系 
分 布 , 特别 是 这 个 分 布 的 功率 谱 , 对 Qh 非常 敏感 ; 事实 上 所 有 星系 巡天 都 给 
出 Qmh = 0.2. 在 第 9 章 将 会 遇 到 的 另外 一 种 宇宙 学 探 针 是 宇宙 的 速度 场 (Strauss 
and Wilhck, 1995) 及 其 与 观测 的 星系 分 布 的 关系 . 这 些 量 通过 对 m 十 分 敏感 的 连 
续 性 方程 联系 起 来 . 同样 的 , 大 多 数 测量 结果 集中 在 Q;, ~ 0.3. 

另 一 种 测量 总 质量 密度 的 方法 是 挑选 出 对 6/Qm 敏感 的 观测 结果 , 然后 用 w% 
的 表 观 值 来 推断 物质 密度 . 例如 , 星系 团 中 大 部 分 重子 质量 是 以 热气 体形 式 存 在 . 
星系 团 的 气体 质量 与 总 质量 的 比例 可 以 通过 X 射线 观测 (White et al., 1993) 或 
者 观测 星系 团 方向 上 电子 加 热 的 CMB (Grego et al., 2001) 来 测 得 . 如 果 这 个 比率 
是 整个 宇宙 整体 的 特征 值 一 它 很 有 可 能 是 , 因为 星系 团 尺 度 很 大 一 那么 宇宙 的 重子 
与 物质 的 比率 约 为 20%. 因为 重子 仅 占 了 临界 密度 的 5%% 左 右 , 所 以 推出 总 的 物质 密 


O 实际 上 ,这 些 结果 的 吻合 是 否 成 立 是 一 种 主观 的 争论 . 一 些 研 究 声称 (例如 ，Persic and Salucci, 
1992) 存在 一 个 重子 丢失 的 问题 . 原因 在 于 今天 观测 的 重子 丰 度 比 由 轻 元 素 丰 度 得 出 的 要 低 . 

© 这 里 涉及 3 个 例子 . APM 巡天 (Efstathiou and Moody, 2001), 将 在 第 9 章 做 进一步 讨论 ; 2DF 
巡天 (Percival et al., 2001); SDSS 巡天 的 早期 数据 (Dodelson et al., 2001). 这 些 研究 小 组 分 别 发 现 
Qmh= 0.14( 十 0.24; —0.03), 0.20(+0.03; —0.03), 0.14(+0.11; —0.06). 
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2.5 “作为 尺度 的 函数 的 质 光 比 (Bahcall et al., 2000). 在 最 大 尺度 , 该 比率 变 平 , 以致 
Qm ~ 0.3 


2.4 ”宇宙 的 组 成 “ 39. 


度 的 比率 约 为 0.25. 另 一 种 推断 重子 /物质 比率 的 方法 是 通过 在 星系 的 功率 谱 中 寻 
找 一 些 特征 ; 如 果 重 子 比例 确 为 20% 的 量 级 , 那么 在 功率 谱 中 会 有 摆动 (又 见 第 7 
章 ). 在 Two Deep Field (2DF) 巡天 (Percival et al., 2001) 的 早期 数据 中 有 对 这 些 
摆动 的 试探 性 的 暗示 . 这 些 研究 确定 Qu/Q = 0.15 + 0.07, 与 星系 团 的 观测 相符 . 
最 后 , CMB 的 各 向 异性 ( 见 第 8 章 ) 对 物质 密度 mhk 非常 敏感 . 最 近 的 测定 表明 
Qmh? = 0.16 + 0.04(Pryke et al., 2001; Netterfield et al., 2001). 基于 目前 对 哈 勃 常 
数 的 最 佳 估 计 为 h = 0.72 这 一 事实 , CMB 的 观测 也 与 一 个 占 临界 密度 30% 的 物质 
密度 的 结果 相符 合 . 

Auk, 我 们 已 经 有 了 大 量 证 据 表明 重子 密度 占 临界 密度 的 比率 为 5% 的 量 级 , 而 
总 物质 密度 的 比率 比 其 大 5 倍 . 宇宙 中 大 部 分 物质 一 定 不 是 重子 , 它 一 定 是 一 些 新 
形式 的 物质 : 暗物质 . 


2.4.4 PAF 


我 们 需要 考虑 的 下 一 种 成 分 是 中 微 子 . 不 像 光 子 和 重子 , 宇宙 中 微 子 还 没有 被 
观测 到 , 所 以 关于 它们 对 能 量 密度 的 贡献 的 论据 必然 是 理论 上 的 . 但 是 基于 对 物理 
原理 的 透彻 理解 , 这 些 理论 论据 是 非常 强 的 . 

对 于 中 微 子 相互 作用 率 的 基本 了 解 使 我 们 认为 中 微 子 曾 经 一 度 与 宇宙 等 离子 
体 的 其 他 成 分 保持 平衡 态 . 因为 它们 是 费 米子 , 其 分 布 是 化 学 势 为 0 的 费 米 - 狄 拉 
克 分 布 . 在 晚期 , 因为 相互 作用 很 弱 , 它们 与 等 离子 体 失 去 联系 . 然而 , 它们 的 分 布 
保持 为 费 米 - 狄 拉 克 分 布 , 只 是 温度 随 a-! 下 降 . 因此 , 我 们 的 主要 任务 在 于 把 今天 
的 中 微 子 与 光子 的 温度 联系 起 来 ， 其 中 比较 复杂 的 部 分 是 当 宇宙 温度 是 电子 质量 
BAN, 正 负电 子 之 间 发 生源 灭 . PATE EERE MRSS SRT AR 
去 联系 , 所 以 它们 没有 继承 任何 相关 的 能 量 . 光子 则 继承 这 一 能 量 , 因此 温度 比 中 
微 子 更 高 . 

All FLSA ABE s EKF a 的 事实 (方程 (2.66)), 我 们 可 以 解释 这 个 正 负 
电子 的 漂 灭 过 程 . 无 质量 玻 色 子 的 每 个 自 旋 态 贡献 总 焙 密 度 的 2x?T3/45, 而 无 质 
量 费 米子 的 贡献 为 此 值 的 7/8, 同时 大 质量 粒子 的 贡献 可 以 忽略 (练习 17). EEK 
之 前 , 费 米子 有 电子 (2 NERA), EET (2), PAT (3 代 , ER 1 个 自 旋 态 ) 和 
反 中 微 子 (3). 玻 色 子 有 光子 (2 个 自 旋 态 ). 所 以 沽 灭 之 前 , 在 a 时 ， 


pi s 
s(a1) = ei [2 + (7/8)(2+2+3-+ 3)] 


= T (2.73) 


这 里 NT 是 al 时 的 共同 温度 . 在 淹 灭 之 后 , 电子 与 正 电子 消失 , 而 光子 与 中 微 子 的 
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温度 不 再 相同 : 我 们 必须 区 分 它们 . 因此 , AEREA 


g 


Qn? 3 4 
a rs $ zere] ; (2.74) 
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TA g 
(z) +3 
但 中 微 子 温度 始终 正比 于 a, 所 以 aıTı = agT, (a2). 因此 两 个 温度 之 比 为 


T, 4\ 1⁄3 
元 = (=) (2.76) 

现在 我 们 可 以 估算 宇宙 中 中 微 子 的 能 量 密度 . 下 面 总 结 一 下 我 们 所 知 的 关于 字 
宙 中 微 子 的 丰 度 : 

。 中 微 子 有 一 个 自 旋 自由 度 ; 

。 中 微 子 有 反 粒 子 ; 

。 中 微 子 有 三 代 ; 

。 中 微 子 是 费 米子 一 ROK AREA: 

。 中 微 子 的 温度 比 光 子 低 一 个 因子 (4/11), 因为 后 者 被 efe- MPI. 

上 面 清单 中 前 三 项 暗示 中 微 子 的 简 并 因子 等 于 6. 第 四 项 意味 着 我 们 需要 将 方 
程 (2.67) 的 分 母 变 为 ep/7 + 1. 于 是 费 米 - 狄 拉克 积分 变 小 为 原来 的 7/8. BH, 
为 一 个 无 质量 粒子 的 能 量 密度 定 标 为 Tt, 最 后 一 项 暗示 中 微 子 的 能 量 密度 比 光子 
的 能 量 密度 小 (4/11)13. 把 这 些 因子 都 放 在 一 起 导致 


s(a2) = 


使 s(ai)a3 与 s(a2)a3 相等 , 得 到 
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本 (ai 了 一 1)? =4 (T,(a2)a2)°. (2.75) 


4/3 
w= (F) mr (2.77) 
等 价 地 , 如 果 今 天 有 三 类 无 质量 中 微 子 , 那么 它们 对 能 量 密度 的 贡献 将 是 
_ pl 1.68x10-5 E 
Qy = rm is = , — 8 My = 0. (2.78) 


现实 是 , 所 有 中 微 子 并 不 是 无 质量 的 . 来 自 太 阳 (Bahcall, 1989) 和 我 们 大 气 
(Fukuda et al., 1998) 的 中 微 子 观 测 强 烈 地 暗示 不 同 味 ( 代 ) 的 中 微 子 通 过 振荡 作用 
相互 转变 . 这 只 有 在 中 微 子 有 质量 时 才 会 发 生 . 尤其 是 大 气 中 微 子 观测 暗示 至 少 一 
类 中 微 子 的 质量 大 于 0.05 eV ©. 一 个 有 质量 中 微 子 的 能 量 密度 是 

Bp VP tm 
pv = 2 / ans ep/To ra 1 . (2.79) 


O 振荡 实验 对 质量 差 (m3 一 m?) 非常 敏感 , 因此 实际 的 限制 结果 是 其 质量 平方 差 为 1073 BR. 这 
可 以 通过 很 小 差别 的 几乎 简 并 的 质量 得 到 . 


2.4 宇宙 的 组 成 -41- 


在 高 温度 条 件 下 ， 上 式 化 为 方程 (2.77)( 没 有 因子 3), 所 以 当 考 虑 早期 宇宙 的 
中 微 子 时 , 使 用 方程 (2.77) 常常 足够 了 . 的 确 , 当 我 们 来 估计 物质 的 能 量 密度 与 辐 
射 的 能 量 密度 相等 时 期 之 后 不 久 就 要 这 么 做 . 在 晚期 , 大 质量 中 微 子 的 能 量 密度 是 
mns, HAZRET 3ny/11 (练习 18)， 正 如 图 2.6 所 见 , 这 个 转变 时 期 发 生 在 
T, ~ my 时 . 因此 


w= Spay Mu #0. (2.80) 


10 Ẹ 


0.1 
1 0.1 0.01 


T./m 


2.6 以 CMB 密度 为 单位 的 一 代 大 质量 中 微 子 的 能 量 密度 . 在 高 温度 时 , 此 密度 的 比率 是 
一 个 确定 的 常数 ; 在 低温 度 时 , 中 微 子 的 表现 类 似 于 非 相 对 论 物质 (正比 于 a), 这 样 中 微 子 
开始 比 光子 (其 能 量 密度 正比 于 at) 占 主导 成 分 


那些 同时 耕耘 于 天 体 物 理 与 粒子 物理 领域 的 早期 学 者 (Gerstein and Zeldovich， 
1966; Marx and Szalay, 1972; Cowsik and McClelland, 1972) 注意 到 总 密度 并 不 是 远 
远大 于 临界 密度 这 一 简单 观测 结果 导致 了 对 中 微 子 质量 的 限制 , 这 个 限制 比 加速 器 
测量 到 的 更 加 紧 致 . 当 对 非 重 子 暗物质 的 需要 首先 变 得 明显 时 , 一 些 宇 宙 学 家 (如 
Gunn et al., 1978) 提出 中 微 子 作为 暗物质 自然 的 候选 者 .后续 的 对 宇宙 结构 的 研 
究 , 由 于 把 中 微 子 作为 暗物质 主导 成 分 , 显得 与 实际 的 宇宙 有 很 明显 的 差别 (Bond, 
Efstathiou and Silk, 1980; White, Frenk and Davis, 1983). 然而 , 中 微 子 可 能 作为 总 
密度 一 部 分 的 可 能 性 在 90 年 代 又 再 度 出 现 . 于 是 , 我 们 希望 通过 观测 中 微 子 对 字 
宙 大 尺度 结构 的 影响 , 能 探测 到 一 个 对 应 于 质量 小 于 eV 量 级 的 示 踪 量 . 


2.4.5 HERES 


有 两 套 证 据 指出 存在 一 些 超出 上 面 所 列 的 辐射 和 物质 的 其 他 东西 . 第 一 个 证 据 
来 自 于 简单 的 宇宙 成 分 的 预算 赤字 . 宇宙 的 总 能 量 密度 非常 接近 临界 密度 . 在 理论 
上 我 们 期 待 这 个 结论 ( 见 第 6 章 ), MAZE CMB 各 向 异性 的 图 形 中 我 们 可 以 观测 到 
它 ( 见 第 8 章 ). 然而 从 观测 推断 的 总 物质 密度 只 是 临界 密度 的 三 分 之 一 . 宇宙 总 密 
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度 剩 下 的 三 分 之 二 一 定 是 处 于 平滑 的 , 不 成 团 的 形式 , 绰号 为 暗 能 量 中 ,第 二 套 证 
据 更 加 直接 . 在 给 定 宇宙 的 能 量 组 成 之 后 , 我 们 可 以 计算 一 个 理论 上 的 距离 相对 于 
红 移 的 图 . 于 是 , 这 种 关系 在 观测 上 可 以 被 检验 . 

在 1998 年 , 两 个 观测 超新星 的 团队 (Riess et al., 1998, Perlmutter et al., 1999) 
报道 了 暗 能 量 的 直接 证 据 ， 这 个 证 据 基于 在 暗物质 主导 的 宇宙 与 暗 能 量 主导 的 宇 
宙 中 光度 距离 的 差别 . 正如 图 2.3 所 示 , 在 高 红 移 处 , 处 于 暗 能 量 主导 的 宇宙 中 的 物 
体 的 光度 距离 更 大 . 因此 , 具有 固定 内 豪 光 度 的 物体 在 包含 暗 能 量 成 分 的 宇宙 中 将 
看 起 来 更 暗淡 . 

更 加 具体 的 来 讲 , 方程 (2.50) 的 光度 距离 可 以 用 来 求 一 个 具有 绝对 星 等 M 的 
源 的 视 星 等 m 星 等 与 辐射 流量 相关 , 即 m = —(5/2)log(F) + constant. 因为 流量 
正比 于 d7’, RES m= M +5log(dz) + constant. 约定 为 

m— M = 5log (<5) +K (2.81) 
这 里 K 是 对 由 宇宙 膨胀 引起 的 光谱 进出 测量 到 的 波长 范围 内 的 位 移 的 修正 . 

这 两 个 团队 测量 了 很 多 Ia 型 超新星 的 视 星 等 . 这 些 超新星 被 认为 是 标准 烛光 ， 
因为 它们 拥有 几乎 相同 的 绝对 星 等 . 虽然 他 们 可 以 用 所 探测 到 的 许多 超新星 对 暗 
能 量 给 出 严格 的 限制 , 但 是 我 们 可 以 通过 简单 地 考虑 其 中 两 个 来 感受 一 下 ， 于 是 ， 
考虑 超新星 1997ap, 在 红 移 z = 0.83 处 被 发 现 , 视 星 等 为 m = 24.32; 另 一 个 是 超 
新 星 1992P, 在 低 红 移 z = 0.026 处 被 发 现 , 视 星 等 m = 16.08. 因为 这 两 个 超新星 
的 绝对 星 等 相同 , 视 星 等 上 的 差异 仅仅 来 自 于 光度 距离 的 不 同 : 


24.32 — 16.08 = 5log(dr(z = 0.83)) — 5log(dr(z = 0.026)). (2.82) 


近 处 的 光度 距离 与 宇宙 学 无 关 , 仅 等 于 z/Ho = 0.026/Ho. 因此 方程 (2.82) 中 残余 
的 唯一 未 知 量 由 下 面 的 观测 来 确定 


Hod,(z = 0.83) = 1.16. (2.83) 


在 一 个 平坦 的 物质 主导 的 宇宙 (Q = 1) P, MAB z = 0.83 处 的 光度 距离 等 于 
0.95H,*, AME—* Am = 0.3 及 宇宙 学 常数 QA = 0.7 的 宇宙 中 对 应 的 光度 距离 
是 1.23H51. 那么 , 单独 这 一 个 遥远 的 超新星 就 暗示 了 暗 能 量 遍 布 宇宙 之 中 . 


D 在 该 能 量 形式 被 发 现 之 后 人们 相当 程度 的 关注 放 在 了 选 定 一 个 合适 的 名 称 ， 每 个 人 给 出 的 最 初 名 
称 是 宇宙 学 常数 ， 然 而 这 非常 具有 局 限 性 ， 因 为 其 含义 是 能 量 密度 永远 是 个 常数 ， 而 我 们 还 不 清楚 这 是 否 是 
暗 能 量 的 真实 特性 . 可 变 的 宇宙 学 常数 修正 了 那个 问题 , 但 是 引入 了 一 个 内 在 矛盾 (“可 变 的 ”和 “常数 ”?). 
可 变化 的 希腊 字母 Lambda RANT HF MARZ. Quintessence 是 一 个 好 的 选择 : 它 展 现 了 一 个 事实 ， 
即 除了 字 宙 学 光子 、 重 子 、 中 微 子 和 暗物质 之 外 , 宇宙 中 还 存在 第 五 个 要 素 . 在 我 看 来 , 暗 能 量变 得 有 点 更 加 
流行 , 而 Quintessence 指 暗 能 量 模型 中 的 一 个 子 模型 ， 即 能 量 密度 与 时 间 依赖 的 标量 场 关联 . 
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当然 , 上 一 段 中 的 讨论 没有 考虑 不 确定 性 ( 星 等 中 典型 的 不 确定 性 量 级 在 0.2 
EA), 而 且 没 有 对 已 知 的 所 有 超新星 进行 仔细 的 拟 合 , 没有 考虑 尘埃 消光 或 者 与 观 
测 持续 时 间 相关 的 绝对 星 等 的 变化 . 那 两 个 超新星 研究 组 完成 了 所 有 上 述 工 作 , 得 
到 了 图 2.7 所 示 的 限制 . 两 个 自由 的 宇宙 学 参数 是 物质 密度 An 和 宇宙 学 常数 OA， 
这 是 现在 我 们 认为 的 一 种 可 能 的 暗 能 量 的 形式 , 其 能 量 密度 是 常数 . 注意 到 “理论 
家 之 梦 ” 宇 宙 , 即 平坦 的 物质 主导 的 宇宙 (Om = 1), 在 很 高 的 置信 度 上 被 排除 了 . 
的 确 , 即使 一 个 纯 的 开放 宇宙 (Am = 0.3,QA = 0) 也 被 超新星 数据 强烈 地 排斥 . 


无 大 爆炸 


图 2.7 la 型 超新星 对 参数 (Qn, On) 的 限制 (Perlmutter et al., 1999). 平坦 的 物质 主导 的 宇 
宙 (Om = 1, QA = 0), 即 点 线 , 在 很 高 的 置信 和 度 上 被 排除 . 从 左上 和 角 到 右 下 角 延 伸 的 线 对 应 
一 个 平坦 宇宙 
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虽然 高 度 受 欢迎 , 但 图 2.7 存在 两 个 缺陷 . 在 一 部 分 肩 形 区 域 它 考虑 了 太 多 自 
由 度 , 而 另 一 区 域 又 太 少 . 图 中 大 部 分 区 域 被 同时 含有 暗 能 量 和 非 零 曲率 ( 非 平坦 ) 
的 字 宙 所 占据 . 虽然 这 二 者 之 一 或 者 另 一 个 都 被 争论 过 , 但 是 很 少 有 宇宙 学 家 认为 
字 宙 同时 含有 二 者 . 因此 , 除了 FE RA QA = 0 线 , 图 2.7 的 大 部 分 区 域 至 少 
在 美学 上 讲 无 吸引 力 : 这 幅 图 容忍 了 太 多 自由 度 . 另 一 方面, 在 预算 中 的 暗 能 量 的 
唯一 形式 是 宇宙 学 常数 . 为 了 开启 其 他 的 可 能 性 , 考虑 将 方程 (2.55) 应 用 到 宇宙 学 
常数 . 使 常数 能 量 密度 满足 这 个 方程 的 唯一 方法 是 让 压强 等 于 p. 可 以 想象 具有 
一 个 稍 有 不 同 压强 的 能 量 以 及 因此 导致 的 瞳 能 量 演化 . 定义 
P 
Z 
一 个 字 宙 学 常数 对 应 w = -1, 物质 对 应 w = 0, 辐射 对 应 w = 1/3. 通过 这 一 新 的 
自由 度 , 如 果 固定 宇宙 是 平坦 的 , 让 我 们 看 一 下 超新星 数据 对 暗 能 量 的 状态 方程 会 
做 出 怎样 的 暗示 . 图 2.8 展示 了 w 大 于 -0.5 的 值 是 被 排斥 的 ; 宇宙 学 常数 与 数据 
相符 合 , 但 是 绝 不 是 唯一 的 可 能 性 . 对 方程 (2.55) 积分 求 得 暗 能 量 的 演化 方程 


/ 
/ 


w= (2.84) 


a 


Pde X exp {-3 i a i = wa) , (2.85) 


a 


注意 : 如 果 忆 是 常数 , 这 个 表达 式 与 我 们 上 面 详细 解说 的 情况 一 致 , 即 w = 1/3,0,-1. 


0.0 


图 2.8 在 平坦 宇宙 下 Ia 型 超新星 对 物质 密度 (Om) 和 暗 能 量 状态 方程 (w) 的 限制 
(Perlmutter et al., 1999). 宇宙 学 常数 对 应 w= 一 1, 物质 对 应 w= 0 
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物质 的 能 量 密度 与 辐射 的 能 量 密度 相等 所 对 应 的 时 期 称 为 物质 -辐射 密度 相等 
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时 期 . 它 对 大 尺度 结构 的 产生 及 CMB 各 向 异性 的 发 展 具 有 特殊 的 意义 , 因为 扰动 
在 这 两 个 不 同时 期 以 不 同 速率 增长 . 因此 计算 物质 -辐射 密度 相等 时 期 是 一 个 有 用 
的 练习 . 为 了 做 此 练习 , 我 们 需要 计算 出 物质 和 辐射 的 能 量 密度 , 然后 找到 它们 相 
等 时 对 应 的 尺度 因子 . 

使 用 方程 (2.70) 和 方程 (2.78), 可 以 看 到 辐射 的 总 能 量 密度 是 


pr 415x105 Q, 


为 了 计算 物质 -辐射 密度 相等 时 期 , 令 方 程 (2.86) 和 方程 (2.72) 相等 , 可 得 


4.15 x 10-5 
4 


一 个 不 同 的 方法 来 表示 这 个 时 期 是 红 移 z 形式 ; 密度 相等 时 刻 的 红 移 是 


(2.87) 


1+ eq = 2:4 x 1042,,h?. (2.88) 


注意 : 显然 的 ， 随 着 今天 的 宇宙 中 物质 的 量 mh 增加 , 这 个 相等 时 刻 的 红 移 也 
ZK. 为 了 我 们 的 目的 , 密度 相等 时 刻 的 红 移 至 少儿 倍 于 光子 与 物质 退 耦 的 红 移 ， 
z 之 103, 这 将 是 非常 重要 的 . 因此 , 我 们 期 望 光 子 退 耦 的 时 候 , 宇宙 已 经 完全 进入 
物质 主导 的 阶段 . 


25 小 & 


平滑 宇宙 可 以 用 方程 (2.4) 给 出 的 Friedmann-Robertson-Walker 度 规 所 描述 ， 
这 意味 着 物理 距离 与 坐标 ( 共 动 ) 距离 通过 与 依赖 于 时 间 的 尺度 因子 alt) 联系 起 来 . 
度 规 的 时 间 依 赖 性 由 爱 因 斯 坦 方 程 决定 . 在 平坦 宇宙 中 , 爱 因 斯 坦 方程 的 时 间 - 时 
间 分 量化 为 方程 (2.39). 

在 膨胀 的 宇宙 中 测量 距离 是 复杂 的 , 但 是 所 有 相关 的 距离 可 以 通过 我 们 与 在 红 
移 为 z 的 源 之 间 的 共 动 距离 获得 : 


z dz’ 


X(z) = 5 HG (2.89) 
另外 一 个 重要 的 距离 是 光 从 t= 0 开始 在 宇宙 中 行进 的 距离 . 它 通常 表示 为 一 个 时 
间 量 , 即 共 形 时 间 ， 
t dt’ œ dz’ 
=f wm) i aii 


当 我 们 来 考虑 宇宙 中 扰动 的 演化 时 , 这 个 共 形 时 间 将 是 自然 的 时 间 变 量 . 
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宇宙 中 的 光子 遵循 化 学 势 为 0 的 玻 色 - 爱 因 斯 坦 分 布 , 所 以 其 能 量 密度 可 以 通 
过 测量 其 温度 而 确定 . 中 微 子 遵循 费 米 - 狄 拉克 分 布 , 同样 化 学 势 大 概 为 0, 但 是 
因为 我 们 对 其 质量 的 忽略 , 关于 其 能 量 密度 存在 一 些 模棱两可 . 早期 阶段 , 这 种 模 
楼 两 可 是 无 关 紧要 的 , 因为 中 微 子 的 温度 比 其 质量 大 很 多 , 即 中 微 子 表现 为 相对 论 
性 . 因此 中 微 子 质量 的 不 确定 度 不 会 影响 温度 在 1MeV 量 级 的 大 爆炸 核 合成 , 甚至 
可 能 不 会 影响 温度 在 leV 量 级 的 物质 -辐射 密度 相等 时 期 . 中 微 子 的 温度 比 光子 的 
温度 小 一 个 因子 (4/11)13. 这 个 结果 , 加 上 统计 的 差别 , 意味 着 一 种 无 质量 中 微 子 
的 能 量 密度 等 于 0.23 倍 光 子 的 能 量 密度 . 单独 一 代 质 量 为 m 的 中 微 子 的 贡献 为 
Q, = 0.01(m,/0.94eVh?). 除了 光子 和 中 微 子 , 宇宙 还 由 重子 (由 核 合成 给 出 最 佳 结 
果 为 Qsh? = 0.0205 + 0.0018), 暗物质 (Am ~ 0.3) 和 暗 能 量 (一 种 新 形式 的 具有 负 
压强 的 能 量 形 式 , Qi。 ~ 0.7) 所 组 成 . 

SR, 非 相对 论 性 物质 具有 的 能 量 显 著 地 多 于 辐射 . 但 是 , 因为 辐射 的 能 量 密 
度 正比 于 a4, 而 物质 则 为 a3, 极 早期 宇宙 曾 是 辐射 主导 的 , 物质 密度 与 辐射 密度 
相等 的 时 期 刻画 了 这 两 个 阶段 的 轮廓 : aeq = 4.15 x 10-5/Qmh?. 


推荐 读物 


我 最 推崇 的 关于 广义 相对 论 的 书籍 是 4 First Course in General Relativity ( 广 
义 相 对 论 第 一 课 )(Schutz)， 这 本 书 通过 浅显 的 例子 介绍 了 广义 相对 论 中 看 起 来 很 
深奥 的 思想 .Flat and Curved Spacetimes (平坦 与 弯曲 时 空 )(Ellis and Williams) 
和 Essential Relativity (相对 论 的 本 质 )(Rindler) 这 两 部 著作 也 非常 值得 一 读 . 稍微 
高 级 的 读物 推荐 Gravitation and Cosmology: Principles and Applications of the Gen- 
eral Theory of Relativity (引力 与 宇宙 学 : 广义 相对 论 的 原理 与 应 用 )(Weinberg), 这 
本 书 的 第 15 章 也 详细 讨论 了 早期 宇宙 . 另外 两 本 更 高 级 的 书籍 是 General Relativ- 
ity (广义 相对 论 )(Wald) 和 经 典 的 Gravitation (引力 )(Misner, Thorne and Wheeler). 
本 章 介 绍 的 一 些 热力 学 和 统计 力学 知识 在 The Early Universe (早期 宇宙 )(Kolb and 
Turner) 有 论 及 . 本 章 2.2 节 论 述 的 距离 方程 在 所 有 标准 教材 中 都 有 描述 . 关于 中 
微 子 及 其 宇宙 学 的 关系 同样 也 包括 在 标准 教材 中 , 但 也 有 一 些 单独 介绍 中 微 子 和 天 
体 物理 的 好 书 , 如 Neutrino Astrophysics (中 微 子 天 体 物 理 )(Bahcall, 该 作者 是 这 一 
领域 的 先驱 ) 和 Massive Neutrinos in Physics and Astrophysics (物理 与 天 体 物 理 中 
的 大 质量 中 微 子 )(Mohapatra and Pal). 

大 量 的 文章 在 一 个 可 以 理解 的 水 平 上 探讨 了 本 章 的 主题 . Hogg(1999) 针对 所 
有 不 同 距离 的 测量 给 出 了 特别 清晰 的 综述 ，Fukugita, Hogan 和 Peebles(1999) 做 
SHE 2.4.2 节 中 所 列 的 重子 物质 的 条 目 ， 自 20 世纪 80 年 代 末 超新星 被 发 现 
后 (原著 时 间 错 误 ), 大 量 文章 涌现 试图 解释 暗 能 量 问题 . 其 中 两 篇 创新 性 的 文章 ， 
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Perlmutter(1999) 和 Riess(1998), 条 理 极其 清晰 , 非常 值得 一 读 . 
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1. 通过 加 入 适当 的 因子 c, ħ, ks, 转换 下 面 的 量 : 

e To = 2.725K-eV 

© py = TH/15 一 eV*, g cm? 

e 1/Ho 一 cm 

e mpi = 1.2 x 1019GeV 一 K, cm, sec™ 

2. 在 极 坐 标 下 证 明 测 地 线 方程 正确 描述 了 粒子 在 二 维 空间 中 自由 穿行 的 运动 . 利用 两 种 
方法 中 的 一 种 (或 两 种 ) 得 到 Christoffel 符号 , 然后 继续 做 (b) 题 . 

(a) Christoffel 符号 可 以 直接 从 方程 (2.17) 括号 中 的 项 或 者 从 方程 (2.91) 两 维和 矩阵 中 


得 到 


利用 方程 (2.91) 证 明 非 零 Christoffel 符号 有 


af 


1 


其 中 1, 2 对 应 于 六 0. 

(b) 利用 这 些 Christoffel 符号 写 出 测 地 线 方程 的 两 个 分 量 , 并 证 明 它 们 给 出 了 粒子 在 平面 
中 的 正确 运动 方程 . 

3. 在 引力 场 存 在 的 情况 下 粒子 穿行 的 度 规 是 g = n 十 h, 其 中 hoo = 一 26,9 为 牛顿 引力 
势 ; hio =0 和 hi; = 一 296i;. 求 出 大 质量 粒子 在 该 场 中 的 运动 方程 . 

(a) 证 明 Tooo = 86/8t 和 Tioo = 659d/9z7. 

(b) 证 明 测 地 线 方程 的 时 间 分 量 意味 着 能 量 p+ mọ 守恒 . 

(c) 证 明 可 从 测 地 线 方程 的 空间 分 量 导出 = = 一 m6 了 869/8zi, 这 与 牛顿 理论 相符 . 利 
用 粒子 是 非 相 对 论 性 的 所 以 p > pt 这 个 事实 . 

4. 求 一 个 大 质量 、 非 相对 论 下 的 粒子 的 能 量 随 宇宙 膨胀 是 如 何 变 化 的 .回顾 我 们 曾经 用 
到 的 在 无 质量 的 情况 下 的 事实 gu PP” = 0. 在 本 题 情况 下 , 它 不 等 于 零 , 而 是 一 mm2. 

5. 补足 在 爱 因 斯 坦 方程 推导 过 程 中 的 一 些 剩 余 空 白 . 

(a) 计算 平坦 FRW 度 规 下 的 Christoffel 符号 I'ap. 

(b) 计算 平坦 FRW 宇宙 下 的 Ricci 张 量 的 空间 部 分 Riz. 证 明 时 空 项 ，Rio, AS. 

6. 证 明 平坦 宇宙 中 爱 因 斯 坦 方程 中 的 空间 -空间 分 量 是 

a a > (==) = —4nGP (2.93) 

其 中 P 为 压力 , T'i( 不 对 i 进行 求 和 ) 是 能 动 张 量 的 分 量 . 

7. 求解 并 应 用 被 限制 在 半径 为 7 的 球面 上 粒子 的 度 规 、Christoffel 符号 、Ricci 标量 . 
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(a) 利用 坐标 t~ 9、@, 矩阵 


=j 0 0 
Quv = 0 r? 0 . 
0 0 r*sin?6 


证 明 非 零 Christoffel 符号 是 °g, I go, Pe ye 将 它们 用 9 表达 出 来 . 
(b) 利用 这 些 结果 和 测 地 线 方程 , 求解 粒子 的 运动 方程 . 
(c) K Ricci 张 量 , 并 证 明 其 缩写 可 导致 


i 2 
R= gĂ Rw =z 


8. 把 爱 因 斯 坦 方程 应 用 在 开放 宇宙 情况 下 , 则 间隔 为 


dr? 


Baga. od 
ds = -dt +a oin 


+ r° (d0? + sin? oag?) ) 


其 中 r, 0. & 是 标准 三 维 球 坐标 , Qx 为 曲率 密度 . 
(a) 首先 计算 Christoffel 符号 , 并 证 明 其 非 零 项 为 


To; = HS';, I’; = gigH 
n g? 
Dje = y Iii, + gtk — Iki) 


(b) 证 明 Ricci 张 量 分 量 为 


Roo = —32 


a 


ä 2N Hô 
Rij = Jij 二 二 
(c) 从 这 些 结果 中 , 计算 Ricci 标量 , 接着 导出 爱 因 斯 坦 的 时 间 -时 间 分 量 . 
9. 证 明 在 平坦 宇宙 下 我 们 得 到 的 测 地 线 方程 意味 着 
ae 
a 


其 中 7 为 共 形 时 间 . 


(2.94) 


(2.95) 


(2.96) 


(2.97) 


(2.98) 


(2.99) 


10. 假设 宇宙 中 只 有 物质 和 辐射 (没有 宇宙 常数 ), 并 且 是 平坦 的 (po = per). 积分 方程 


(1.2), 确定 当 宇 宙 温 度 为 0.1MeV 和 1/4MeV 时 的 宇宙 时 间 . 
11. 推导 共 动 时 间作 为 a 的 函数 的 一 些 简 单 表 达 式 . 
(a) 证 明 在 物质 主导 的 宇宙 下 以 及 在 辐射 主导 下 等 于 a. 
(b) 考虑 一 个 宇宙 只 包含 物质 和 辐射 , 其 密度 在 ae 相等 . 证 明 


2 
n= J to Vo) 
今天 的 共 形 时 间 是 多 少 ? 退 耦 时 的 共 形 时 间 是 多 少 ? 


(2.100) 
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12. 考虑 一 个 星系 的 物理 大 小 (可 见 ) 为 5 kpe. 如 果 它 位 于 红 移 为 0.1 处 , 其 展开 的 角 大 
小 是 多 少 ? 红 移 为 1 处 呢 ? 在 平坦 宇宙 中 , 首先 是 物质 主导 , 接着 是 30% 物 质 、70% 宇 宙 常 数 
的 情况 下 , 分 别 进行 计算 . 

13. 具有 黑体 谱 的 光子 气体 的 能 量 密度 与 辐射 的 比 强度 的 关系 是 什么 ? B pr 与 方程 (1.8) 
中 定义 的 I 的 关系 式 ? 

14. (a) 计算 平衡 态 下 温度 为 T 的 相对 论 性 物质 的 压强 . 证明 在 费 米 - 狄 拉 克 统 计 和 玻 
色 - 爱 因 斯 坦 统计 下 , WA P = p/3. 

(b) 假设 分 布 函数 只 与 E/T AR, 正如 处 于 平衡 态 下 . 求 dP/dT. 一 个 简单 的 方法 是 重 
写 积分 中 的 df/dT 为 一 (E/T), 并 分 部 积分 方程 (2.62). 

15. 分 布 函数 形式 下 能 动 张 量 的 广义 相对 论 表 达 式 是 


dPidPdP; 1/2 P* Py 


T(t)! =a | ans Oit) 7 p(B B.A) (2101) 


species i 


其 中 已 由 方程 (2.24) 定义 , g; 为 种 类 i 的 自 旋 态 的 数目 , det[gu] 是 四 维 矩 阵 gy 的 行列 式 . 
消去 共 动 动量 化 为 通过 下 面 定义 的 固有 动量 的 大 小 


p =g9"P;P; (2.102) 


和 方向 矢量 . 注意 当 共 动 动量 随 着 宇宙 膨胀 保持 常数 时 , 其 大 小 p 以 1/a 的 形式 下 降 . 证 明 方 
程 (2.101) 的 时 间 - 时 间 分 量 与 方程 (2.59) 给 出 的 能 量 密度 表达 式 一 致 . 利用 事实 : 对 于 一 个 
质量 为 m 的 粒子 , 满足 P? = gu PP” = 一 mm2. 

16. 对 于 平坦 、 物 质 为 主 的 宇宙 (可 以 有 分 析 解 ) 和 平坦 .OA = 0.7, m = 0.3 的 宇宙 ( 需 
要 数值 估计 一 维 (1D) 积分 ) 分 别 画 以 红 移 为 函数 的 m-M A. 忽略 K 改正 , 并 与 图 1.7 进行 
比较 . 

17. 考虑 在 方程 (2.66) 中 定义 的 粳 密度 s， 对 于 一 个 无 质量 粒子 , 在 习题 14 中 已 证 明 
P = p/3, 所 以 s = 4p/3T. 对 于 处 于 化 学 势 为 零 的 平衡 态 的 玻 色 子 和 费 米 子 (假定 无 质量 )， 
将 s 表达 成 了 的 函数 . 并 证 明 平 衡 态 (T < m;/ = 0) 大 质量 的 粒子 的 焙 密 度 是 指数 变 小 的 . 

18. 证 明 今 天 宇宙 中 一 代 中 微 子 及 其 反 中 微 子 的 数 密度 为 


3 总 
w = 77% = 112cm~*. 


为 了 计算 上 式 , 将 需要 计算 光子 数 密度 ; 二 者 都 可 以 表达 为 黎 曼 -zeta 方程 的 形式 . 利用 这 个 结 
果 , 证 明 方 程 (2.80). 

19. 我 们 曾 计算 出 所 有 三 个 中 微 子 均 是 无 质量 情况 下 的 物质 -辐射 密度 相等 时 刻 aea. 假 
设 两 个 中 微 子 无 质量 , 第 三 个 质量 为 m = 0.1eV, 在 这 种 情况 下 aea 等 于 多 少 ? 
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早期 宇宙 是 高 温 致密 的 , 结果 导致 粒子 之 间 发 生 的 相互 作用 比 现在 要 频繁 很 
L. 例如 , 现在 的 光子 可 以 穿越 可 观测 宇宙 而 不 被 俘获 或 发 生 传播 方向 上 的 偏转 ， 
那么 它 的 平均 自由 程 大 于 108cm. 然而 当 宇 宙 的 年 龄 等 于 1s 时 , 光子 的 平均 自由 
程 大 约 为 一 个 原子 的 尺度 . 因此 , 在 宇宙 膨胀 到 其 2 倍 大 的 这 段 时 间 里 , 一 个 给 定 
的 光子 已 经 经 过 了 很 多 次 碰撞 . 这 些 多 重 相互 作用 使 得 宇宙 的 组 成 部 分 在 大 多 数 情 
况 下 处 于 平衡 态 . 尽管 如 此 , 仍 存 在 一 些 时 期 相互 作用 没 能 足够 快 地 进行 以 保持 平 
衡 条 件 . 这 些 时 期 一 或 许 不 是 巧合 一 是 如 今 的 宇宙 学 家 极度 感 兴 趣 的 . 

实际 上 , 在 这 一 章 我 们 将 要 看 到 非 平衡 现象 在 以 下 几 个 时 期 所 起 的 作用 :(i) 大 
爆炸 核 合成 期 间 轻 元 素 的 形成 ; (ii) 当 温 度 达到 1/4eV 数量 级 时 , 电子 和 质子 复合 
RPS; 以 及 极 有 可 能 的 是 (ii) 早期 宇宙 暗物质 的 产生 .显而易见 , 这 三 个 时 期 
中 的 任 一 个 都 是 被 不 同 团队 反复 研究 的 课题 . 通常 这 三 种 研究 都 是 单独 平行 进行 
的 , 它们 之 间 没 有 关联 ， 我 认为 重要 的 是 理解 这 三 种 现象 都 是 非 平 衡 物 理 的 结果 ， 
它们 都 可 以 用 相同 的 公式 一 - 琉 尔 兹 曼 方 程 来 研究 .3.1 节 介绍 了 玻 尔 效 曼 方程 , 以 
及 一 些 在 这 三 个 过 程 中 常见 的 近似 . 本 章 的 剩 下 三 节 仅 是 对 这 个 普遍 公式 的 应 用 . 

超越 这 三 种 非 平衡 现象 内 在 重要 性 的 是 , 本 章 也 作为 一 个 桥梁 连接 了 第 2 章 
介绍 的 平滑 均匀 宇宙 和 本 书 以 后 章节 将 要 探讨 的 非 均 匀 扰 动 . 思考 这 个 过 渡 的 一 个 
方法 是 利用 方程 (2.60) 和 (2.61) 中 相 空间 的 分 布 函数 f. 到 目前 为 止 , 我 们 已 经 假 
定 化 学 势 为 0, 温度 均匀 . 在 本 章 中 , 为 了 追踪 与 等 离子 体 失 去 联系 的 粒子 的 丰 度 ， 
我 们 将 不 得 不 含 去 微不足道 的 化 学 势 . 在 后 续 的 章节 中 , 我 们 将 转向 均匀 性 以 外 的 
可 能 , 探讨 依赖 于 位 置 和 传播 方向 的 温度 . 


3.1 潭 灭 过 程 的 玻 尔 效 曼 方程 


玻 尔 兹 曼 方 程 阐 述 为 , 一 给 定 粒子 的 丰 度 的 变化 率 是 该 粒子 产生 和 沽 灭 的 速 
率 之 差 . 假定 我 们 只 关心 粒子 1 的 数 密度 n. 为 简单 起 见 , 假设 影响 该 粒子 丰 度 
的 唯一 过 程 是 它 与 粒子 2 漂 灭 产生 两 种 粒子 , 粒子 3 和 粒子 4. 示意 性 地 表示 为 
1426344, 即 粒 子 1 和 2 源 灭 可 以 产生 粒子 3 和 4, 或 者 其 道 过 程 粒 子 3 和 4 
产生 粒子 1 和 2. 在 膨胀 宇宙 中 这 样 一 个 系统 的 玻 尔 效 曼 方程 是 


a | dpi J d?p2 | d3ps | d3pa 
dt (2x)32E; (27)32E, (27)32Es (27)32E4 


3.1 源 灭 过 程 的 玻 尔 效 曼 方程 -51> 


x (2n)463(p1 十 pa — ps — pa)ô(E1 + Ez — Es — E4)|M|? 
x {Ff LEA] = fo] — ffol + fs][1 + fa]}- (3.1) 


当 相 互 作用 不 存在 时 , 方程 (3.1) 的 左手 边 表明 数 密度 与 尺度 因子 的 立方 的 乘 
RFE. 这 反映 了 膨胀 宇宙 的 本 质 特 性 : 当 共 动 网 格 膨胀 时 , 包含 了 固定 数目 的 粒 
子 的 区 域 的 体积 随 a3 增长 . 因此 , 这 些 粒子 的 物理 数 密度 随 a-3 减少 . KRAS 
方程 的 右手 边 描述 了 粒子 间 的 相互 作用 . 从 最 后 一 行 开始 往 上 考虑 相互 作用 项 . 暂 
不 考虑 最 后 一 行 的 1 土 f 项 , 我 们 看 到 产生 粒子 1 的 速率 正比 于 粒子 3 和 4 的 占 
FAR fs 和 fs. 类 似 地 , 亏损 项 正比 于 fifo. 14 f 项 表征 了 玻 色 加 剧 和 泡 利 阻 尼 
现象 , 加 号 表示 玻 色 子 , 如 光子 ; 减 号 表示 费 米 子 , 如 电子 . WRAT 1 已 经 存在 ， 
当 它 是 玻 色 子 的 时 候 , 产生 更 多 粒子 1 的 反应 更 加 有 可 能 发 生 ; 当 它 是 费 米 子 的 时 
候 , 这 种 反应 发 生 的 可 能 性 较 小 . 虽然 我 们 已 经 抑制 了 动量 对 f 的 依赖 性 , 但 是 所 
有 的 占用 数 仍 然 依赖 于 相应 的 动量 (例如 , A= fil). 往 上 看 , 方程 (3.1) 第 二 行 
的 狄 拉 克 delta 函数 使 得 能 量 和 动量 守恒 ; 2r 因子 是 离散 的 Kronecker 函数 转化 到 
连续 的 狄 拉克 形式 所 产生 的 结果 . 这 里 能 量 通 过 E = Vp? +m? 和 动量 相 联 系 . 第 
二 行 中 的 振幅 M 是 由 问题 中 的 基本 物理 决定 . 例如 , 如 果 我 们 关注 的 是 电子 对 光 
子 的 康 普 顿 散射 , 那么 M 正比 于 精细 结构 常数 a. 在 几乎 所 有 我 们 感 兴趣 的 情况 
F, 这 一 振幅 都 是 可 逆 的 , 即 对 于 1 十 2 一 3 十 4 和 3 十 4 一 1 十 2 是 相同 的 . 实际 上 ， 
可 逆 性 已 经 在 方程 (3.1) 中 假设 了 . 

方程 (3.1) 的 最 后 两 行 依赖 于 所 涉及 的 粒子 的 动量 . 为 了 求 得 相互 作用 的 总 数 ， 
我 们 必须 对 所 有 的 动量 进行 求 和 . 第 一 行 的 积分 明确 地 做 到 了 这 一 点 . 如 图 2.4 所 
W, 因子 (20)? [实际 上 是 (2nh)3] 代表 相 空 间 的 单位 体积 ; 我 们 想 对 其 进行 求 和 . 最 
后 , 分 母 上 的 因子 26 出 现 是 因为 在 相对 论 情况 下 相 空 间 积分 应 该 在 四 维 空间 ， 即 
三 维 动量 分 量 和 一 维 能 量 上 进行 . 然而 , 它们 都 被 BE? = p? +m? 约束 在 三 维 球 上 . 
用 方程 表示 ， 


co 2) 
[ef dE6(E? — p? — m?) = [tf ao = +m’) +m’) (3.2) 
0 


利用 delta 函数 对 E 求 积分 就 产生 因子 2E . 

方程 (3.1) 是 相 空间 分 布 的 积分 微分 方程 进一步, 至少 在 原理 上 , 这 一 方程 
必须 被 其 他 种 类 的 粒子 的 相似 方程 来 补充 . 实际 上 , 这 些 难 以 克服 的 障碍 能 够 在 许 
多 实际 的 宇宙 学 应 用 中 得 到 解决 . 首先 , 最 重要 的 认识 是 散射 过 程 显著 地 使 得 动态 
平衡 . 也 就 是 说 , 散射 发 生 的 如 此 快 以 至 于 不 同 种 类 的 粒子 的 分 布 都 服从 普通 的 玻 
色 - 爱 因 斯 坦 或 者 费 米 - 狄 拉 克 形 式 [方程 (2.61) 和 (2.60)]. 这 一 公式 将 所 有 的 分 布 
不 确定 性 都 凝聚 到 一 个 单一 的 时 间 函 数 / 里 . 如 果 潭 灭 也 处 于 平衡 , 那么 j 就 是 
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化 学 势 , 并 且 任何 反应 中 化 学 势 的 总 和 都 必须 平衡 . 例如 , 反应 e+ +e oy+y K 
导致 pet + pe- = 2py. 在 非 平衡 情况 下 , 系统 不 处 于 化 学 平衡 , 我 们 将 不 得 不 解 关 
于 j 的 微分 方程 . 不 过 运动 平衡 最 重要 的 简化 特征 是 这 个 微分 方程 变 为 一 个 单一 
的 常 微分 方程 , 与 方程 (3.1) 复杂 的 形式 形成 了 对 比 . 

我 们 将 特别 关注 温度 低 于 E -u 的 系统 . 在 这 一 极限 下 , 玻 色 - 爱 因 斯 坦 或 费 
米 - 狄 拉克 分 布 中 的 指数 项 将 很 大 , 使 得 分 母 中 的 土 1 可 以 忽略 . 因此 , 另外 一 种 简 
化 为 , 我 们 可 以 忽略 量子 统计 的 复杂 性 . 这 种 分 布 变 为 


f(E) > er/Te-®/T (3.3) 


BURG ST TEP RAAE A FARKE ATARE a, 
在 这 些 近似 下 , 方程 (3.1) 的 最 后 一 行 变 为 


fsfall + fal[L+ fo] — fifoll + falll + fa] 


— e7 (Fit Ba)/T fe(ustua)/T _ g(urtua)/Ty. (3.4) 


这 里 用 到 了 能 量 守 恒 条 件 Ei + Eo = Es + Eq. 我 们 将 利用 数 密度 本 身 是 时 间 依 赖 
PRICE u 来 进行 求解 . 
第 i 类 粒子 的 数 密度 是 通过 下 式 与 Jv; 联系 起 来 的 


d3p 
sm —Ei/T 
ni = gie | wee (3.5) 


其 中 g; 是 第 i 种 粒子 的 简 并 度 , 例如 , 对 于 光子 而 言 ， 它 存在 两 个 自 旋 态 ， 因 此 
Gi = 2. 定义 依赖 于 种 类 的 平衡 数 密度 也 是 很 有 用 的 


,TN 3/2 
gi (3s ) e—mi/T mi >>T 
n® = ĝi e F/T = 3 (3.6) 
T3 
i Mmi <T 
T 


利用 这 一 定义 , ew/7 可 以 改写 为 n/n, 因此 , 方程 (3.1) 的 最 后 一 行 等 于 


eb J _T3M4 nina ( 
e 一 3.7 
‘at ORO i 


利用 这 些 近 似 , 玻 尔 兹 曼 方程 可 以 得 到 很 大 程度 上 的 简化 . 定义 热 平 均 截 面 为 


3.2 ”大 爆炸 核 合成 TE 


(ov) = : J d'p / dp2 J dips fz d*pa e- (Ei t+E2)/T 
nn J (2m)82E, J (2n)32E2 J (2n)32E3 J (2m)? 2E4 


x (2)*6° (pı 十 — ps — pa)6(Ei + Ez — Es — E4)|M|?. (3.8) 
那么 , 玻 尔 兹 曼 方 程 化 为 
AN) od M8 L Pata _| (3.9) 
OO A I~ 30 


因此 我 们 得 到 了 一 个 简单 的 数 密度 常 微分 方程 . 虽然 其 细节 随 不 同 的 情况 而 变化 
(AE 3.1), 但 是 在 本 章 剩余 的 部 分 我 们 将 从 这 个 方程 开始 追踪 粒子 的 丰 度 . 


表 3.1 本 章 中 的 粒子 反应 : 1 十 2 一 3 十 4 


Ih 2 3 4 
中 子 -质子 比率 n Ve or et p eT or¥ 
再 复合 e P H Y 
暗物质 产生 x X l l 


关于 方程 (3.9) 的 一 个 定性 的 说 明 是 , 左边 的 量 级 为 n/t, 或 者 由 于 典型 的 宇 
BN H, 那么 左边 的 量 级 为 mA; 右边 的 量 级 是 min2(ov). 因此 , MRR 
应 速率 nz(cu) 远大 于 膨胀 速率 , 那么 右 端 项 将 远大 于 左 端的 项 . 维持 左右 两 边 相 
等 的 唯一 方法 是 右边 的 项 相抵 消 . 这 样 , 当 反 应 速率 很 大 时 ， 


nzn Nın 


gS ee ea (3.10) 
nOn n® ny” 


WA, 该 方程 实际 上 是 由 玻 尔 兹 曼 方程 得 来 , 只 是 在 不 同 的 场合 有 不 同 的 称呼 . 在 
粒子 物理 界 里 , 首先 研究 早期 宇宙 中 大 量 残留 物 的 产生 , 倾向 于 称 为 化 学 平衡 . 在 
大 爆炸 核 合成 背景 下, 它 被 称 为 核 统计 平衡 , 而 研究 电子 和 质子 再 结合 形成 中 性 氧 
的 复合 时 期 的 学 者 用 术语 萨 哈 方程 . 


3.2 ”大 爆炸 核 合成 


当 宇宙 的 温度 冷却 到 1Mev 时 , 宇宙 等 离子 体 由 以 下 几 种 成 分 组 成 . 

。 平衡 态 下 的 相对 论 性 粒子 : 光子 ， 电 子 和 正 电子 .它们 通过 电磁 相互 作用 , 如 
ete” o yy, 彼此 紧密 地 联系 . 除了 由 于 费 米 和 玻 色 统 计 导 致 的 一 点 小 差别 
之 外 , 它们 都 有 着 相同 的 丰 度 . 

。 退 耦 的 相对 论 性 粒子 : 中 微 子 . 当 温 度 略 高 于 1Mev 时 , 保持 中 微 子 与 剩余 
的 等 离子 体 耦 合 的 反应 速率 , 如 ve 一 ve, 下 降 到 膨胀 速率 以 下 . 因此 中 微 
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子 和 其 他 相对 论 性 粒子 有 着 共同 的 温度 , 并 且 大 致 上 也 有 着 相同 的 丰 度 , 但 
是 没有 和 它们 耦合 在 一 起 . 

。 非 相对 论 性 粒子 : 重子 .如 果 重 子 和 反 重 子 最 初 的 数量 没有 不 对 称 性 , 那么 
它们 都 将 被 1MeV 的 能 量 完全 耗 尽 ， 但 是 这 种 不 对 称 性 确实 存在 : 最 初 
(ns 一 ns)/s ~ 10-10, 并 且 这 个 比值 在 整个 膨胀 过 程 中 保持 为 常数 ， 当 温 
度 的 数量 级 达到 1MeV 的 时 候 , 所 有 的 反 重子 都 潭 灭 掉 了 (练习 12), 所 以 


三 -一 一 0， 1 ; 1 
WB E- (3.11) 


因此 当 温 度 T ~ MeV 时 , 重子 比 相 对 论 性 粒子 要 少 很 多 . 

本 节 我 们 的 任务 是 确定 重子 如 何 结束 其 核 合成 过 程 . 系统 自始至终 是 否 保持 平 
衡 , 终 态 将 仅 由 动能 来 确定 , 并 且 所 有 的 重子 将 弛 豫 至 单位 重子 能 量 最 小 的 核 状态 ， 
铁 (图 3.1). AM, 当 温 度 下 降 时 , 速率 正比 于 密度 的 二 次 方 或 更 高 次 方 的 核反应 进 
行 得 太 慢 , 以 致 不 能 保持 系统 平衡 . 因此 , 在 原则 上 , 我 们 需要 求解 适合 于 所 有 原子 
核 的 方程 (3.9) 的 等 价 式 , 即 耦 合 微分 方程 组 . 实际 上 , 至 少 可 以 定性 地 理解 这 一 结 
R, 我 们 可 以 利用 两 个 简化 排除 求解 全 部 微分 方程 组 的 必要 性 . 


原子 核 结 合 能 


MeV/4 


图 3.1 以 质量 数 为 函数 的 原子 核 结合 能 . 铁 的 结合 能 最 高 , 但 是 在 轻 元 素 中 ,*He 有 至 关 重要 
的 局 部 最 大 结合 能 . 早期 宇宙 核 合成 基本 停止 在 “He 是 因为 在 4 = 5 ~ 8 缺少 这 种 紧 紧 地 被 
约束 的 同位 素 . 在 恒星 的 高 密度 环境 中 , 三 个 “He 原子 核 熔 合 形成 YC, 但 是 在 早期 宇宙 
低 重 子 数 妨 碍 了 这 一 进程 

O s 是 第 2 MPR MAMA, 正比 于 a73. 


3.2 ”大 爆炸 核 合 成 .55. 


核 物理 简介 

一 个 质子 就 是 一 个 气 原 子 核 , BA !H 或 简称 p; 一 个 质子 和 一 个 中 子 组 成 
气 , 2H 或 D; 一 个 质子 和 两 个 中 子 组 成 气 , 3H R T. 有 两 个 质子 的 原子 核 是 氨 ; € 
们 可 以 有 一 个 中 子 (3He) 或 两 个 中 子 (4He). 因此 一 种 元 素 有 一 个 固定 的 质子 数 ， 
它 的 同位 素 拥 有 不 同 的 中 子 数 . 原子 核 中 的 中 子 数 和 质子 数 的 总 和 称 为 原子 数 ， 
就 是 元 素 名 称 前 面 的 上 标 . 

拥有 2 个 质子 和 4 - 2 个 中 子 的 原子 核 总 质量 与 单独 的 质子 与 中 子 质量 之 
HEADE. 这 种 差别 称 为 结合 能 , 定义 为 


B = Zm + (A — Z)mp- m (3.12) 


其 中 m 是 原子 核 的 质量 . 例如 , 气 核 的 质量 是 1875.62MeV, 而 中 子 和 质子 的 质量 
总 和 是 1877.84MeV, 因此 和 气 核 的 结合 能 是 2.22MeV. 典型 的 原子 结合 能 在 MeV 
BR, 正好 解释 为 什么 大 爆炸 核 合 成 发 生 在 温度 稍微 低 于 1MeV, 即使 原子 的 质 
量 在 GeV 范围 内 . 

中 子 和 质子 能 够 通过 弱 相 互 作 用 互相 转化 : 


ptv¥eont+et; pte ontv; nepte+¥ (3.13) 


其 中 , 所 有 反应 可 以 朝 任 意 方 向 进行 . 轻 元 素 是 通过 电磁 相互 作用 得 到 的 . 例如 ， 
气 的 形成 是 通过 p 十 n 一 D 十 Y. 然后 , D+D 一 n 十 ?He, 最 后 , 3He+D 一 p+4*He 
产生 4He. 


第 一 个 简化 是 基本 上 在 可 观测 水 平 上 没有 元 素 比 氨 更 重 . O 因此 唯一 需要 被 
追踪 的 是 所 和 氨 , 以 及 它们 的 同位 素 : M, M, He. 第 二 个 简化 是 , 即使 在 这 种 减少 
了 元 素 种 类 的 背景 下 , 物理 过 程 因 为 温度 在 约 为 0.1MeV 之 上 而 被 清晰 地 分 为 两 部 
分 , 也 不 会 有 轻 核 形 成 : 只 有 自由 质子 和 中 子 存在 才 行 . 因此 我 们 首先 解决 中 子 - 质 
TH, 然后 把 这 一 丰 度 作为 氮 和 其 同位 素 如 气 的 合成 需要 的 初始 值 . 

这 两 种 简化 一 没有 重 元 素 和 n/p 仅 在 0.01MeV 以 上 一 依赖 于 在 与 原子 核 的 结 
合 能 可 比拟 的 高 温 下 , 反应 中 任何 时 候 产生 的 原子 核 都 会 被 高 能 光子 破坏 的 物理 事 
SE. 这 一 事实 反映 在 基本 平衡 方程 (3.10) 中 . 为 了 理解 原因 , 考虑 把 方程 应 用 到 和 气 
的 产生 上 , nt+poD+y. 由 于 光子 满足 ny = nr, 平衡 条 件 变 为 


np np (3.14) 
NnNp nO nO . 3 


D 锂 元 素 是 个 例外 , 它 产生 于 10° ~ 1010, 这 种 微量 元 素 丰 度 今天 可 被 观测 到 . 参见 文献 (Pinson- 
neault et al., 2001). 
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由 方程 (3.6) 右 端的 积分 形式 得 到 ， 


3/2 
Sa) om 
因子 3/4 是 由 自 旋 态 数 产生 (D 自 旋 态 数 是 3, p Al n 的 都 是 1/2). 前 面 的 因子 mp 
可 以 看 成 2ma 也 等 于 2mp, 但 在 指数 中 ma + mp 与 mp 之 间 的 小 差别 还 是 很 重 
要 的 : 实际 上 所 讨论 的 指数 是 通过 它 等 于 气 的 结合 能 Bp = 2.22MeV 来 定义 的 . 
此 , 只 要 平衡 条 件 成 立 ， 


no Bf an NA a 

a-i) 本 (3.16) 
中 子 和 质子 的 密度 都 正比 于 重子 密度 , 因此 大 体 上 来 说 ， 

nD T 3/2 

只- 人 二) en am 


只 要 Bp/T FAK, 前 面 的 因子 在 式 子 中 就 占 主导 . 由 于 方程 (3.11) 中 的 重子 - 光 
子 比 很 小 , 该 因子 也 非常 得 小 . 

因此 小 的 重子 -光子 比 抑制 着 原子 核 的 产生 , 一 直到 温度 完全 降 到 结合 能 以 下 . 
然而 实际 上 , 当 温 度 在 0.1MeV WEN, 所 有 的 重子 都 是 以 中 子 和 质子 形式 存在 的 . 
大 约 在 这 个 时 候 , 气 和 氨 产 生 了 , 但 是 到 目前 为 止 反 应 速率 太 低 还 不 能 产生 任何 重 
TOR. 通过 图 3.1 也 能 得 到 这 一 结论 . 质量 数 是 5 的 稳定 同位 素 的 缺失 暗示 了 更 重 的 
元 素 不 能 由 “He+p > X E. 恒星 内 部 通过 三 阿尔 法 过 程 《He+4He+4He 一 C 
产生 更 重 的 元 素 , 但 是 在 早期 宇宙 , 密度 太 低 而 不 允许 三 个 原子 核 在 相关 的 时 间 尺 
度 上 互相 作用 . 


3.2.1 ”中 子 丰 度 


我 们 以 解决 中 子 -质子 比 来 开始 本 节 . 通过 p+e- 一 n+ve 等 弱 相 互 作 用 , 质子 
可 以 转化 为 中 子 . 我们 也 将 看 到 这 类 反应 保持 着 中 子 和 质子 平衡 直到 温度 在 MeV 
BR. 此 后 , 为 了 追踪 中 子 的 丰 度 我 们 必须 求解 速率 方程 (3.9). 

从 方程 (3.6) 得 到 , 质子 -中 子平 衡 比 在 非 相 对 论 极 限 (E = m + p?/2m) 下 是 

2 a / dpp e n rir 
n® =a e—™n/T / dp prenPt/2maT | 


式 中 的 积分 正比 于 m3/2, 但 是 (mp/mn)32? 的 比值 接近 于 1, 因此 我 们 可 以 忽略 它 
们 质量 的 差别 . 然而 , 指数 中 的 质量 差别 是 非常 重要 的 , 最 后 得 到 


ny? Q/T 


(3.18) 


3.2 ”大 爆炸 核 合成 = 


其 中 , Q = m 一 mp = 1.293MeV. 因此 在 高 温 时 ,中 子 和 质子 一 样 多 . 当 温 度 降 到 
1MeV 以 下 时 , 中 子 的 丰 度 下 降 . 如 果 弱 相互 作用 足够 有 效 地 无 限 保持 平衡 , 中 子 
的 丰 度 将 降 为 0. 
本 节 的 主要 任务 是 找 出 在 弱 相 互 作用 不 那么 有 效 的 真实 世界 里 发 生 了 什么 . 
我 们 可 以 方便 地 定义 


Mn 


Xe = (3.20) 
Nn + Np 
即 Xn 是 中 子 和 总 原子 核 的 数 密度 比 . 在 平衡 态 时 ， 
a ae A (3.21) 


1+ (np fa?) 


为 了 寻求 Xn 的 演化 , 从 方程 (3.9) BE, 其 中 在 完全 平衡 态 ( 即 n = nl), 1 代表 
HF, 3 代表 质子 , 2 和 4 代表 轻 子 . 然后 可 得 ， 


3 
a2 alma") _ rik Mons) ee = m}. (3.22) 
np 


dt 


我 们 已 经 确定 比值 nO /n = V/T, 并 且 可 以 把 n” (ov) 看 成 中 子 转化 为 质子 
的 速率 Anp, 在 它 乘 以 损失 项 里 的 na 以 后 .同样 如 果 我 们 把 左边 的 n BSA 
(nn 十 np)Xn, MARRA a 可 以 移 到 微分 的 外 面 , 使 得 
dX, 
dt 
方程 (3.23) 是 时 间 的 函数 X, 的 微分 方程 , 但 是 它 含 有 温度 T 和 反应 速率 Anp, 二 
者 都 对 时 间 有 复杂 的 依赖 性 . 因此 最 简单 的 是 利用 演化 变量 重 写 方程 


r= Ss (3.24) 


继而 , 方程 (3.23) 的 左边 变 为 idXn/dx, 则 我 们 需要 dz/dt = -cT/T. AFT œ 
a`, 可 得 


= np fa =X je T= Xa} . (3.23) 


i dT 8rGp 
T dt 3 " (3.25) 


第 二 个 等 式 由 方程 (2.39) 得 到 . 核 合 成 发 生 在 辐射 占 主导 时 期 , 所 以 对 能 量 密度 p 
的 主要 贡献 来 自 相 对 论 性 粒子 . 重 温 第 2 章 相 对 论 性 粒子 对 能 量 密度 的 贡献 ， 


2 
p= 下 下 | E w+ D gi| 《是 相对 论 性 粒子 种 类 ) 
i=RKET i= 费 米子 
2 
三 i (3.26) 
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相对 论 性 粒子 的 有 效 自由 度 p 是 温度 的 函数 . 当 温 度 达 到 1MeV 的 量 级 时 , ADT 
献 的 粒子 是 : 光子 (gy = 2), PAF (g, = 6), 电子 和 正 电 子 (ge = ge- = 2). 加 起 
KE, g ~ 10.75, 在 我 们 感 兴趣 的 范围 内 大 约 是 个 常数 . 方程 (3.23) BA 

dX, Wy 


u Bee Tte — Xn(l +e “)} (3.27) 
其 中 ， 
30104 
Aa=1)= 2i = x 410.75 = 1.13sec*. (3.28) 


最 后 , Bel ie as POA Anp 在 这 些 近似 下 , 转化 速率 为 (Bern- 
stein, 1998 或 练习 3) 
Aue = (12 + 62 + 2”), (3.29) 

其 中 , 中 子 寿 命 m = 886.7 s. Alt, AÈ T = Q ( 即 当 zx = 1) 时 , 转化 速率 
是 5.5 s71, 比 膨 胀 速率 大 一 点 . 然而 当 温 度 降 到 MeV 以 下 时 , 转化 速率 迅速 下 降 
低 于 膨胀 速率 , 因此 转化 变 得 不 那么 频繁 了 . 

如 今 我 们 可 以 数值 积分 方程 (3.27) 追踪 中 子 的 丰 度 (练习 4). 图 3.2 为 我 们 展 
示 了 积分 的 结果 . 注意 到 在 温度 高 于 0.1MeV 时 , 积分 结果 和 精确 解 符 合 得 非常 好 . 
精确 解 是 由 适当 的 统计 , 非 零 电子 质量 和 变化 的 自由 度 g 得 到 的 . 实际 上 一 旦 温 
度 降 到 低 于 1MeV, 中 子 比 例 Xn 就 退出 平衡 . 温度 降 到 低 于 0.5MeV, 中 子 比例 就 
减少 了 0.15. 


T/MeV 
图 3.2 ”早期 宇宙 轻 元 素 丰 度 的 演化 . HERH Wagoner (1973) 得 到 ; 虚线 由 方程 (3.27) 整 
理 得 到 ; 细 实 线 代表 中 子平 衡 丰 度 的 2 倍 . 注意 到 方程 (3.27) 和 精确 解 符 合 得 很 好 , 直到 中 子 
衰变 开始 . 同样 注意 到 中 子 丰 度 退出 平衡 态 在 T ~ MeV 时 


当 温度 低 于 0.1MeV 时 , 我 们 还 没有 介绍 的 两 个 反应 变 得 很 重要 : 中 子 衰 变 
(n> p+ +¥) 和 和 气 核 的 产生 (n 十 p 一 D 十 y). 衰变 产生 的 因子 e-t/™ 将 会 对 


3.2 ”大 爆炸 核 合成 - 59 . 


图 3.2 中 的 结果 产生 微小 的 影响 . 当 衰 变 变 得 重要 时 , 电子 和 正 电 子 也 已 经 淹没 了 ， 
因此 方程 (3.26) 中 的 g, 是 3.36, 时 间 -温度 关系 是 (练习 5) 


2 
t = 132 sec (a) . (3.30) 


我 们 不 久 就 会 看 到 气 核 和 其 他 轻 元 素 的 产生 严格 开始 于 温度 0.07MeV 时 . 然后 , 衰 
变 以 因子 exp[—(132/886.7)(0.1/0.07)?] = 0.74 的 比例 耗 尽 中 子 . 中 子 丰 度 在 核 合成 
开始 时 是 0.15 x 0.74, 或 

Wa = CT (3.31) 


现在 我 们 转向 轻 元 素 的 形成 来 理解 这 一 数值 的 意义 . 
3.2.2 ” 轻 元 素 的 丰 度 

近似 轻 元 素 的 形成 的 一 个 有 效 方法 是 在 温度 Toe 时 它 有 瞬间 发 生 , 此 时 热力 学 
弥补 了 微小 的 重子 -光子 比 . 以 气 核 的 产生 为 例 , 按照 (3.17) sh. 当 (3.17) REZ 
为 1 时 , 平衡 态 的 气 核 丰 度 和 重子 丰 度 量 级 一 样 ( 即 如 果 宇 宙 保 持平 衡 态 , 所 有 的 
中 子 和 质子 将 形成 气 核 ), 也 即 


3 B 
In(m) + aIn(Tnue/mp) ~ 一 LN 
2 ae 


(3.32) 式 暗 示 了 气 核 的 产生 发 生 在 温度 Toue ~ 0.07MeV 时 , 对 m 有 着 弱 的 对 数 依 
PE. 

由 于 氨 核 的 结合 能 比 气 核 的 大 ,指数 因子 es/7 在 氨 核 上 比 气 核 符合 得 更 好 . 
ERE, 图 3.2 揭示 了 几乎 在 气 核 产生 后 氨 核 即刻 就 产生 了 . 事实 上 , 在 温度 大 约 
到 Taue 时 , 所 有 余下 的 中 子 都 转化 为 tHe. 由 于 两 个 中 子 进 到 tHe 中 , 最 终 在 温度 
Touc 时 4He 丰 度 等 于 中 子 丰 度 的 一 半 . 通常 , 根据 质量 比例 引入 一 些 结 果 ， 


(3.32) 


Anne 
Xs = = Pinel (3.33) 
b 


3.2 表明 这 一 关系 成 立 . 实际 上 , 为 了 寻求 到 所 的 质量 比例 , 我 们 仅 需 要 采 
用 (3.31) 式 中 中 子 在 温度 Tu 时 的 质量 比例 , RA 2, 最 终 氨 的 质量 分 数 是 0.22. 
通过 求解 单一 的 微分 方程 得 到 的 这 种 粗糙 的 估计 和 精确 解 吻合 得 非常 好 . 精确 解 可 
Y, = 0.2262 + 0.0135In(7/1071°). (3.34) 

WAA] (Olive,2000; Kolb and Turner,1990). 
这 个 结果 一 个 很 重要 的 特征 是 它 仅 对 重子 比例 有 对 数 依赖 性 ， 我 们 看 (3.32) 
式 中 Truc 也 有 这 种 依赖 性 . 你 可 能 认为 在 衰变 部 分 这 种 对 Toue 的 指数 敏感 性 将 转 
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变 为 线性 依赖 . 但 是 ,Th 达到 得 足够 早 , 以 至 于 只 有 一 小 部 分 中 子 衰变 : 指数 此 时 
在 这 个 范围 内 是 线性 的 . 所 以 , 最 终 的 氨 丰 度 仅 对 数 地 依赖 于 重子 密度 . 

这 一 预言 和 观测 符合 得 很 好 , 正如 图 3.3 所 示 . 关于 原初 氨 丰 度 最 好 的 迹象 来 
自 最 原始 的 系统 , 典型 地 被 低 金属 性 验证 . 如 图 3.3 所 示 , 原初 丰 度 几乎 确定 在 0.22 
和 0.25 之 间 . 虽然 在 过 去 也 有 不 符合 的 声音 , 但 是 这 种 吻合 仍然 是 观测 宇宙 学 中 
的 一 大 文 柱 . 


gin 50 


100 150 200 
10ê O/H 
图 3.3 AFE (Y =Y ) 作为 O/H 比 的 函数 . 越 低 的 氧 系统 经 历 的 反应 越 少 , 则 氨 丰 度 在 这 
些 系统 中 趋 近 于 原初 丰 度 . 曲线 Y, = 0.238 及 其 推导 来 自 文献 (Olive, 2000). 数据 点 分 别 来 
自 文 献 (Pagel et al., 1992; Skillman and Kennicutt, 1933; Skillman et al., 1994; Izotov 
and Thuan, 1998). 连接 相同 区 域 的 短线 由 不 同 的 团队 观测 


图 3.2 表明 不 是 所 有 的 气 转 化 为 氮 . 追踪 的 数量 中 仍 有 一 部 分 未 燃烧 , 只 是 因 
为 转化 反应 D+p 一 3 He 十 y 不 那么 完全 有 效 . 图 3.2 揭示 在 温度 元 后 , 通过 这 些 
反应 气 核 被 耗 尽 , 最 终 在 量 级 为 10-5 ~ 10-4 的 水 平时 退出 反应 . 如 果 重 子 密度 低 ， 
反应 就 进行 得 比较 慢 , 消耗 就 不 那么 有 效 . 所 以 , 低 的 重子 密度 不 可 避免 地 导致 更 
多 的 气 核 ; 正如 图 1.8 所 示 , 其 灵敏 度 是 非常 高 的 . 结果 , 气 核 是 探测 重子 密度 的 一 
个 有 力 工具 . 补充 一 点 , 这 个 灵敏 度 使 得 通过 寻求 蜗 远 类 星体 的 光谱 吸收 线 来 探测 
红 移 为 3 的 气体 云 里 的 气 核 成 为 可 能 . 例如 , O'Meara 等 2001 年 组 合 了 4 个 系统 
中 的 原初 气 核 探 测 , 得 到 D/H = 3.0 土 0.4x 10-5, 对 应 的 是 wh? = 0.0205 +0.0018. 
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当 温 度 降 到 leV 时 , 光子 仍然 和 电子 通过 康 普 顿 散射 紧密 地 耦合 , 电子 和 质子 
通过 库仑 散射 耦合 . 将 会 很 自然 地 看 到 在 这 些 温度 下 , SER DM PES. 热力 学 
SCF PEA GEA AE eo = 13.6eV 产生 , 但 是 高 的 光子 -重子 比 确 保 任何 氢 原 子 产 
生 的 同时 也 被 电离 了 .这 种 现象 和 我 们 以 上 所 看 到 的 轻 原子 核 的 延迟 产生 是 相同 
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的 , 是 在 原子 尺度 上 的 重演 . 
只 要 反应 @ e+p o H+Y 保持 平衡 , 方程 (3.10) 中 的 条 件 (1 = e,2 = p,3 = H), 
确保 


wy = a (3.35) 
由 宇宙 的 电 中 性 可 以 进一步 得 到 ne = np. 定义 自由 电子 比例 
— Ne a T Tp ne, iii 
其 中 , DESTARTRN ER. 对 方程 (3.35) 右 端 积分 , 得 到 
i Sa E Eo il (3.37) 


其 中 , 忽略 了 HH 和 前 置 因子 中 p 之 间 的 微小 质量 差别 , 作 了 熟悉 的 近似 . 所 讨论 的 
指数 是 -eo/T. 忽略 相对 小 数目 的 氨 原 子 , 分 母 ne + nu(R np 十 ng) 等 于 重子 数 密 
BE mn ~ 10-973. 因此 当 温 度 的 量 级 是 eo 时 , 右边 的 量 级 是 109(me/T)3/2 ~ 1015. 
在 那 种 情况 下 , 只 有 左 端的 分 母 非常 小 , 方程 (3.37) 才 满 足 , 也 就 是 说 如 果 X 非常 
接近 于 1, 所 有 的 氢 原 子 都 被 电离 . 也 只 有 当 温 度 降 到 远 远 低 于 eo 时 , 明显 的 再 复 
BABA. 随 着 Xe 的 降低 , 再 复合 的 速率 也 降低 , 以 至 于 很 难保 持平 衡 态 . 因此 ， 
为 了 准确 地 理解 自由 电子 比例 , 我们 需要 求解 玻 尔 效 曼 方程 , 正如 在 理解 中 子 - 质 
子 比 时 所 作 的 . 
这 样 , 适用 于 电子 密度 的 方程 (3.9) 变 为 


_3d(ne)a* nH n2 
ee) a 3) (0) ( 
a 2) nO (oy 
dt _ neo) nn) 


3/2 
= ns(ov) fa — Xe) (5) an xin} (3.38) 


其 中 , 最 后 一 行 成 立 是 因为 比值 nn nD 等 于 方程 (3.37) 中 方 括号 里 面 的 项 . 
同时 , 由 于 ma? 是 常数 , 在 把 ne 表示 为 nbX。 之 后 , 它 可 以 移 到 微分 的 左边 , 则 
dX, - 


q 7 1 — Xe) — Xna} (3.39) 
其 中 , 电离 率 可 以 定义 为 
3/2 
pe ten) ( wr) eeo/T (3.40) 


@ 在 此 p 代表 自由 质子 , H RPE, 即 由 一 个 质子 和 一 个 电子 组 成 的 . 
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再 复合 率 定义 为 
a?) = (ov). (3.41) 


再 复合 率 的 上 标 “(2)” 是 由 于 基态 (n = 1) 与 再 复合 无 关 . 基态 再 复合 导致 电离 光 
子 的 产生 , 这 种 光子 立即 使 中 性 原子 电离 . 这 种 再 复合 的 净 效 应 为 零 : 没有 新 的 中 
性 原子 按 这 种 方式 产生 . 再 复合 进行 下 去 的 唯一 途径 是 俘获 激发 态 的 中 性 氧 ; 作 个 
较 好 的 近似 , 再 复合 速率 为 
2 
fh es 9.785 er In (=) (3.42) 
方程 (3.37) 的 萨 哈 近似 , 确实 很 好 地 预测 了 再 复合 的 红 移 , 但 是 当 电 子 比例 下 
E, 系统 退出 平衡 态 , 它 就 不 那么 有 效 了 ， 因 此 ，Xe。 的 细节 演化 必须 通过 对 方程 
(3.39) 数值 积分 (练习 8) 得 到 . 积分 结果 显示 在 图 3.4 P. 


温度 T/eV 


自由 电子 分 数 天 


1000 100 
红 移 z 
图 3.4 自由 电子 分 数 和 红 移 的 函数 关系 . 再 复合 突然 发 生 在 z ~ 1000 处 , 对 应 T ~ 1/4eV. 
方程 (3.37), 即 萨 哈 近 似 在 平衡 态 成 立 , 并 正确 识别 了 再 复合 的 红 移 , 但 是 没有 告诉 我 
们 Xe 的 细节 演化 . 在 此 取 M% = 0.06, Nm = 1, h = 0.5 


中 子 -质子 比 的 计算 如 今 影 响 着 轻 元 素 的 丰 度 . 类 似 地 , 自由 电子 丰 度 的 演化 对 
观测 宇宙 也 有 额外 的 影响 . 在 红 移 1000 的 再 复合 直接 依赖 于 光子 从 物质 中 退 耦 
反 过 来 ， 退 耦 直接 影响 着 我 们 今天 所 观测 到 的 微波 背景 辐射 (CMB) 的 各 向 异性 
特征 . 

© 注意 到 图 1.4, 尽管 在 z ~ 1000 处 , 光子 停止 散射 电子 ,但 是 电子 确实 散射 光子 很 多 次 ,直到 很 久 


以 后 . 这 并 不 矛盾 : 光子 比重 子 更 多 . 不 管 怎样 , 许多 宇宙 学 家 避 开 用 退 耦 这 个 词 ,来 描述 z ~ 1000 时 所 发 
生 的 , 正 是 出 于 这 个 原因 . 
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退 耦 大 致 发 生 在 光子 和 电子 康 普 顿 散射 的 速率 小 于 膨胀 速率 时 .中 散射 速率 是 
neor = Xenpor (3.43) 


其 中 , o = 0.665 x 10-24cm2 是 汤姆 孙 (Thomson) 散射 截面 . 在 此 继续 忽略 氨 . 
此 可 以 假设 氧 原子 核 的 总 数目 (自由 质子 + ART) 等 于 总 的 重子 数 . 因为 重子 密 
度 - 临 界 密度 比 是 mpns/per = Qoa-3, 方程 (3.43) 中 的 ns 可 以 忽略 , 对 Qs 也 是 有 
利 的 : 

beor = 7.477 x 10 “3%cm tX. Qah a3. (3.44) 
同 除 以 膨胀 速率 得 到 


2 0.06924 =° X Mh 2, (3.45) 


右边 的 比值 取决 于 方程 (1.2) 给 出 的 哈 勃 速率 . 从 那个 方程 或 图 1.3, 我 们 看 到 在 早 
些 时 候 , 主要 的 贡献 来 自 物质 或 辐射 , 因此 H/Ho = 1,/2a~9/2[1 + aeg/a]!/?. 
然后 
Neo AN 7 0.15 yA (14-2z\3” 1+z OI 
= pe) (eae) (amo) masr) < Pa 
在 此 归 一 化 重子 和 物质 密度 的 最 佳 拟 合 值 . 当 自 由 电子 比例 Xe 降 到 10-2? 以 下 , 光 
FIRB. 从 图 3.4 可 以 看 到 X。 从 单位 1 到 10-3 下 降 得 非常 快 . 所 以 退 耦 发 生 在 
再 复合 时 期 . 
让 我 们 忘记 我 们 刚才 所 有 了 解 的 , 然后 询问 如 果 宇 宙 在 它 整个 历史 时 期 都 保持 
电离 会 发 生 怎样 的 情况 . 在 那样 的 假设 下 ,Xe = 1, 方程 (3.46) 可 以 简单 地 求解 , 并 
得 到 退 耦 发 生 时 的 红 移 . 设 方程 右 端 为 1, 得 到 


0.02 \?/3 / Qh? 
Qh? 0.15 


1/3 
1 + Biscouple = 43 ( ) (no recombination). (3.47) 


方程 (3.47) 告诉 我 们 即使 电子 在 宇宙 的 整个 历史 中 保持 电离 , 最 终 光 子 退 耦 , 主要 
是 因为 膨胀 使 得 光子 比较 难 找到 渐渐 稀疏 的 电子 . 理论 上 , 我 们 不 希望 电子 一 直 保 
FEAS, 因此 这 种 计算 将 出 现 不 切实 际 的 情况 . 但 是 , 方程 (3.47) 是 相关 的 比较 
广泛 的 原因 . 我 们 确实 希望 在 晚点 的 时 候 , 电子 是 电离 的 . 我 们 希望 这 样 是 因为 我 
们 观测 到 的 宇宙 退 到 红 移 6 出 现 了 电离 . 如 果 宇 宙 再 电离 出 现在 非常 晚 些 的 时 候 ， 
比方 程 (3.47) 中 的 zaecouple 晚 许多 , 那么 CMB 各 向 异性 特征 将 不 会 出 现 巨 大 的 变 
化 . 然而 , 如 果 宇 宙 再 电离 比 这 个 红 移 早 些 , 光子 的 多 重 散射 将 戏剧 性 地 改变 红 移 

© 在 第 8 章 将 对 退 耦 定义 一 个 更 精确 的 测量 , 利用 能 见 度 函 数 , 即 光子 在 给 定 红 移 最 后 散射 的 可 能 性 . 


利用 能 见 度 函数 我 们 将 显示 一 个 CMB 光子 今天 最 后 一 次 散射 最 可 能 在 比 neor = H 标准 简单 推导 的 红 
移 高 一 点 的 地 方 . 
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1000 时 建立 的 原初 各 向 异性 特征 . 最 遥远 的 类 星体 的 观测 (Becker et al., 2001; Fan 
et al.,2002) 表明 再 电离 发 生 在 红 移 大 约 6 处 , 因此 期 待 这 种 改变 是 微小 的 . 


3.4 È 物质 


强 有 力 的 证 据 表 明 字 宙 中 有 比重 Qam ~ 0.3 的 非 重 子 暗物质 ， 也 许 最 似乎 合 
理 的 暗物质 候选 者 是 弱 相 互 作用 重 粒子 (WIMP), 它 和 高 温 的 宇宙 粒子 有 紧密 的 联 
AA, 但 而 后 当 温 度 降 到 质量 以 下 时 经 历 了 冻结 . 冻结 是 粒子 间 不 能 再 相互 潭 灭 以 保 
持平 衡 . 实际 上 , 是 否 无 限 地 保持 平衡 , 它 的 丰 度 将 受 e-m/7 的 压制 : 在 观测 宇宙 
学 中 将 不 会 有 这 样 的 粒子 .本 节 的 目的 是 求解 这 种 粒子 的 玻 尔 兹 曼 方 程 确定 冻结 
发 生 的 时 期 和 它 的 残余 丰 度 . 希望 是 通过 固定 残余 丰 度 得 到 Qam ~ 0.3, 我 们 将 了 
解 到 这 种 粒子 的 一 些 基 本 特征 , 如 它 的 质量 和 截面 . 然后 我 们 可 能 利用 这 些 知识 在 
实验 室 去 探测 这 种 粒子 . 

在 一 般 的 WIMP 图 像 中 , 两 个 重 粒子 X 可 以 沽 灭 产 生 两 个 轻 粒子 (基本 上 是 
无 质量 的 ). 假定 轻 粒 子 和 宇宙 等 粒子 体 紧密 耦合 , 以 至 于 它们 以 n =n ZAR 
持平 衡 (在 化 学 上 和 动力 学 上 ). 然后 只 有 一 点 不 了 解 , 就 是 这 种 重 粒子 的 丰 度 nx. 
可 以 利用 方程 (3.9) 来 求解 这 个 丰 度 : 

ae = (av) (CPF 一 ni’ } ; (3.48) 

进一步 , 回忆 起 温度 典型 地 比例 于 at, 因此 如 果 对 左 端 圆 括 弧 里 的 因子 nxa R 
以 或 除 以 TS, 就 可 以 把 (aT)? 移 到 微分 的 外 面 , AE T3d(nx/T3)/dt. 

然后 定义 
(3.49) 
Y 的 微分 方程 变 成 

dY 


T“ T? (ov) {Ygq — Y°}, (3.50) 


其 中 ， YEQ = n® 1T3. 
进一步 , 就 像 在 中 子 - 质 子 情况 下 , 引进 一 个 新 的 时 间 变 量 更 方便 


其 中 , m 是 重 粒子 的 质量 , 在 我 们 感 兴趣 的 范围 内 对 温度 设 定 了 一 个 大 致 的 尺度 . 
非常 高 的 温度 对 应 z < 1, 在 这 种 情况 下 反应 进行 得 非常 快 , 以 至 于 Y ~ Yeo. 由 
于 在 这 些 时 期 X 粒子 是 相对 论 性 的 , 方程 (3.6) 的 极限 m< TÈR Y ~ 1. 对 于 
大 的 z, 平衡 丰 度 Yro 受 指数 ee 的 压制 . BRA, X 粒子 由 于 这 种 压制 将 变 得 如 此 
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稀少 , 以 至 于 它们 都 不 能 足够 快 地 互相 找到 , 来 保持 平衡 丰 度 . 这 是 冻结 的 开始 . 为 
了 将 t 变 为 r, 我 们 需要 雅 可 比 (Jacobian) 等 式 dz/dt = Ha. 暗物质 的 产生 重点 
发 生 在 深度 辐射 期 , 此 时 能 量 密度 正比 于 了 4, 则 H = 五 (m)/z?. 演化 方程 变 为 


= = = — YB0), (3.52) 
其 中 漂 灭 速率 和 膨胀 速率 比 参数 化 为 
m3 Ov 
= wey (3.53) 


在 许多 理论 中 和 是 个 常数 , 但 是 在 一 些 理论 中 , 热力 学 平均 截面 是 温度 依赖 性 的 ; 
接 下 来 这 会 导致 微小 的 数值 变化 , 但 是 不 会 改变 定性 解 . 
方程 (3.52) 是 Riccati 方程 的 一 种 形式 , 一 般 而 言 没 有 解析 解 . 然而 在 这 种 情 
况 下 , 我 们 可 以 利用 对 冻结 过 程 的 理解 来 得 到 最 终 的 冻结 丰 度 Y = Y (x = co) 的 
解析 表达 式 . 让 我 们 重 温 一 下 对 方程 (3.52) 的 上 下 文 的 理解 . 左 端的 量 级 是 Y( 对 
应 z ~ 1), 而 右 端 的 量 级 是 YA. 我 们 将 会 看 到 和 非常 大 ， 
因此 只 要 YY 不 是 太 小 , 右 端 必须 为 零 , URE Y = Yro. MEHR, 当 Yeo 急 
促 地 下 降 , 右 端 这 一 项 将 不 再 比 左 端 大 很 多 . 事实 上 在 冻结 后 很 入 , Y HS Yeg 
大 很 多 : X 粒子 将 不 能 足够 快 地 彻底 沽 灭 以 保持 平衡 . 因此 而 后 
dy AY" 
de x 


以 分 析 的 方法 从 冻结 的 时 期 zr 到 非常 晚 些 的 时 候 z = oo 积分 该 式 , 得 到 


(x > 1). (3.54) 


Se ae (3.55) 


特别 是 , Y 在 冻结 的 时 候 VY, 显著 地 比 Yo K, 则 可 做 一 个 简单 的 分 析 近 似 


N mf 
Yoo = TL, (3.56) 


这 一 近似 是 不 完全 的 , 原因 在 于 它 取决 于 我 们 还 没有 确定 的 冻结 温度 . 尽管 更 准确 
的 确定 可 能 有 (练习 10), 对 上 暗物质 问题 一 个 简单 的 数量 级 估计 是 zj ~ 10. 

图 3.5 展示 了 方程 (3.52) 在 一 些 不 同 和 值 的 数值 解 . 这 些 丰 度 一 路 追踪 平衡 
丰 度 直到 m/T ~ 10, 以 后 它们 平稳 地 趋 于 常数 . 大 致 估计 Yo ~ 10/ 和 , 被 认为 是 残 
余 丰 度 的 一 个 合理 近似 . 注意 到 大 截面 的 粒子 (例如 , 图 中 入 = 1010) 冻结 的 晚 些 ， 
晚 冻 结 的 粒子 有 较 低 的 残余 丰 度 . 从 图 3.5 中 的 插图 我 们 也 注意 到 玻 色 - 爱 因 斯 坦 、 
费 米 - 狄 拉克 、 玻 尔 兹 曼 统 计 之 间 的 差别 只 有 在 温度 高 于 粒子 质量 的 时 候 才 是 重要 
的 . 对 于 和 冻结 过 程 上 有关 的 温度 , 我 们 采用 玻 尔 兹 曼 统 计 被 证 明 是 完全 合理 的 . 
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图 3.5 重 稳 态 粒子 的 丰 度 随 温 度 下 降 到 质量 以 下 . 虚线 代表 平衡 丰 度 , 两 种 不 同 的 实 曲 线 分 
别 表示 在 不 同 和 下 的 重 粒子 丰 度 .和 PAKEK -Hubble 速率 比 . 插图 表明 了 只 有 在 温度 高 于 
粒子 质量 的 时 候 量子 统计 和 玻 尔 兹 曼 统 计 之 间 的 差别 才 是 重要 的 


为 了 确定 现在 的 这 些 残余 重 粒 子 的 丰 度 需要 再 多 一 点 物理 知识 . 在 冻结 后 , 重 
粒子 密度 简单 地 随 着 a 下降. 因此 今天 它 的 能 量 密度 是 m(a1/ao)? 乘 以 它 的 数 
密度 , 其 中 al 对 应 足够 晚 的 一 个 时 间 , 以 至 Y 已 经 达到 了 它 的 渐 近 值 Yo. 那 时 的 
数 密度 是 YT}, 则 


ony mon 


a) * (3.57) 


px = mn ( 30 


第 二 个 等 式 是 重要 的 ， 你 可 能 希望 在 宇宙 的 演化 过 程 中 aT 保持 常数 , 那样 比值 
ami/ao70 将 是 单位 一 . 这 和 CMB 与 中 微 子 有 不 同 的 温度 并 不 是 同一 个 原因 . 我 们 
在 第 2 章 看 到 光子 被 正 负 电子 对 潭 灭 加 热 , 而 已 经 退 耦 的 中 微 子 并 没有 .类似 地 ， 
随 着 宇宙 膨胀 , 光子 被 质量 在 1MeV 到 100GeV ZIMA AE RAIA, 所 以 了 
并 不 是 简单 地 随 着 a-! F. 你 可 以 由 练习 11 得 到 (aTı/aoTo)? ~ 1/30. RZ, 
为 了 找到 今天 的 由 粒子 X 所 贡献 的 临界 密度 比例 , 代入 Y 的 表达 式 , RA por, 得 
到 


Tf mTÈ 

入 30per 

_ H(m)x;T§ 
~~ 30m?2(ov) per’ 


Qx = 


(3.58) 


为 了 找到 现今 的 重 粒 子 密度 , 需要 计算 温度 等 于 X 质量 时 的 哈 勃 速率 H(m), 
为 此 需要 温度 等 于 m 时 的 能 量 密度 . 辐射 时 期 的 能 量 密度 由 方程 (3.26) 给 出 , 其 


3.4 了 暗 物质 “ 67- 


中 g, 是 温度 的 函数 . 则 


中 | ii x Te 


ATA (3.59) 


我 们 看 到 Ox 并 不 明确 地 取决 于 X 粒子 的 质量 .中 这 主要 是 截面 决定 着 残余 丰 度 . 

现在 让 我 们 看 看 今天 获得 暗物质 需要 多 大 的 数量 级 , 即 得 到 Ox = Qam ~ 0.3. 
在 上 暗物质 产生 的 温度 内 , BT ~ 100GeV, g.(m) 包括 标准 模型 中 的 所 有 粒子 的 贡 
献 (三 种 夸克 , BT, 光子 , RT, BRAT, 甚至 可 能 有 Higgs RET) 因此 量 级 是 
100. 利用 它们 的 额定 值 归 一 化 g.(m) 和 zy, 可 得 


1/2 4-39 2 
加 _2 /TFN\ ( gx(m) 10-*’cm 
fy = 05h (=£ £) ( = ) ae (3.60) 


事实 上 , 采取 这 种 估计 , 把 量 级 是 10-3cm? 的 截面 看 成 单位 一 , 是 一 个 好 的 记号 : 
有 许多 理论 预言 存在 的 粒子 的 横 截 面 是 这 么 小 的 . 

或 许 这 些 理论 最 显著 的 是 超 对 称 性 , 即 一 种 预言 所 有 粒子 都 有 一 个 对 立 统计 
的 同伴 的 理论 . 例如 , 零 自 旋 的 Higgs 玻 色 子 的 超 对 称 性 同伴 是 自 旋 为 1/2 的 Hig- 
gsino( 费 米子 ). 

最 初 人 们 希望 探测 到 的 费 米子 是 探测 到 的 玻 色 子 的 同伴 , 但 是 这 种 希望 在 自然 
中 是 不 现实 的 . 相反 , 超 对称 性 必须 破 缺 , 所 有 已 知 粒子 的 超 对 称 性 同伴 必须 是 大 质 
Bi, 以 至 于 它们 甚至 在 加 速 器 中 还 没有 被 发 现 : 它们 的 质量 必须 大 于 10~100GeV. 
今天 哪个 粒子 是 暗物质 的 超 对 称 性 同伴 的 最 佳 候选 者 呢 ? 这 种 粒子 必须 是 中 性 的 ， 
因为 证 据 表 明暗 物质 确实 是 暗 的 , 即 没有 和 已 知 粒子 过 多 地 相互 作用 , 尤其 是 不 辐 
射出 光子 . 这 种 粒子 也 必须 是 稳定 的 : 如 果 它 可 以 衰变 成 其 他 的 轻 粒 子 , 那么 衰变 
将 使 它 在 早期 宇宙 始终 保持 平衡 , 到 今天 将 什么 都 没有 遗留 . 这 些 标准 中 的 第 一 要 
求 是 暗物质 是 其 中 一 个 中 性 粒子 的 同伴 , 如 Higgs 或 光子 .@ 第 二 要 求 粒 子 是 其 中 
最 轻 的 (最 轻 的 超 对 称 性 同伴 的 LSP), 任何 比较 重 的 粒子 可 以 衰变 为 这 种 最 轻 的 
粒子 加 上 一 些 普通 的 粒子 . 

在 早期 宇宙 不 仅 这 些 弱 相互 作用 粒子 , 如 LSP 将 淹没 , 而 且 如 果 它 们 今天 遍及 
宇宙 , 它们 将 散射 掉 普通 物质 . 虽然 探测 这 些 反应 很 难 , 因为 速率 是 如 此 地 低 , 但 是 
许多 试验 已 经 规划 来 寻找 暗物质 粒子 . 根据 这 些 试验 , 图 3.6 展示 了 暗物质 的 质量 
和 截面 的 极限 (注意 到 散射 截面 和 沽 灭 截 面相 关 , 但 是 却 不 相等 ). 除了 由 DAMA 
试验 带 来 的 诱 人 的 探测 外 , 到 目前 为 止 我 们 仅仅 有 上 限 . 然而 如 图 所 暗示 , 在 接 下 
来 几 年 , 试验 被 期 望 能 够 突破 超 对 称 性 理论 预言 的 范围 . 


D 当 了 = m, 在 冻结 温度 zf 和 g F, 它 隐 约 地 取决 于 质量 . 
@ 在 标准 模型 中 另外 一 种 中 性 玻 色 子 是 Z 矢量 玻 色 子 ， 最 轻 的 超 对 称 性 同伴 可 能 是 所 有 这 些 同伴 的 
线性 组 合 . 
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图 3.6 ”对 超 对 称 性 暗物质 的 约束 (Baudis et al., 2000). 实 曲 线 以 上 的 区 域 是 排除 掉 的 , 阴影 

部 分 由 DAMA 探测 报告 给 出 (Bernabei et al., 1999). 最 下 面 的 曲线 (标记 HDMS project) 

只 是 一 个 基于 将 来 试验 的 规划 中 的 极限 .CDMS 试验 (Abusaidi et al., 2000) 好 像 把 DAMA 

试验 排除 在 外 了 . 整个 离散 点 对 应 着 在 一 类 超 对 称 性 模型 中 不 同 的 参数 选择 . 注意 到 对 界面 的 
限制 是 以 picobarns 为 单位 的 (1 picobarn = 10-36cm2) 


3.5 小 & 


当 字 宙 等 粒子 体温 度 的 量 级 在 0.1MeV 时 , 宇宙 中 轻 元 素 形成 了 . 大 约 重子 质量 
的 四 分 之 一 参与 形成 “He, 其 余 的 参与 自由 质子 的 形成 , 也 有 微量 的 气 核 、?He Al. 

这 些 元 素 仍然 保持 电离 态 , 直到 宇宙 温度 降 到 大 大 低 于 所 的 电离 能 . 再 复合 时 
期 一 一 在 这 段 时 期 电子 和 质子 组 合 形成 中 性 氢 , 发 生 在 红 移 大 约 为 1000 处 , 对 应 温 
BET ~ 0.25eV. 再 复合 之 前 , 光子 和 电子 , 以 及 质子 由 于 康 普 顿 散 射 和 库仑 散射 彼 
此 紧密 耦合 . 这 段 时 期 之 后 , 光子 在 宇宙 中 自由 旅行 而 没有 相互 作用 , 因此 我 们 今 
天 所 观测 到 的 CMB 中 的 光子 给 我 们 提供 了 宇宙 在 红 移 1000 处 的 极 好 的 快照 . 这 
种 快照 的 重要 性 如 何 强调 都 不 为 过 . 

核 合成 和 再 复合 的 细节 被 一 事实 严重 地 影响 . 这 一 事实 是 最 终 所 涉及 的 反应 变 
得 太 慢 而 不 能 赶 得 上 膨胀 速率 . 这 一 特征 也 可 能 是 宇宙 中 暗物质 产生 的 原因 . 在 一 
个 方面 我 们 探索 了 普通 的 图 像 , 即 一 个 大 质量 中 性 稳定 粒子 的 温度 显著 降 到 它 的 质 
量 以 下 时 停止 漂 灭 . 这 种 粒子 现今 的 丰 度 根据 方程 (3.60) 中 它 的 沽 灭 截面 是 可 以 
确定 的 . 大 的 截面 对 于 更 有 效 的 潭 灭 ， 然而 到 今天 的 丰 度 越 低 . 为 了 吻合 今天 所 观 
测 到 的 暗物质 的 丰 度 , 我 们 需要 截面 的 大 臻 量 级 在 1074. 这 样 的 截面 和 必要 的 稳 
定性 , 中 性 粒子 相当 自然 地 出 现 延伸 了 粒子 物理 的 标准 模型 , 如 超 对 称 性 , 也 可 能 
在 不 久 的 将 来 被 加 速 器 试验 很 好 地 检验 . 


推荐 读物 


The Early Universe (Kolb 和 Turner) 这 本 书 尤其 包含 了 重 粒 子 冻结 问题 和 大 
爆炸 核 合成 的 清晰 处 理 , 同样 是 基于 玻 尔 兹 曼 方 程 ，Kinetit Theory in an Expanding 
Universe (Bernstein) 对 这 些 问 题 提 供 了 一 些 半 解 析 解 , 同样 也 是 基于 必要 的 玻 尔 兹 
BER. 

关于 早期 宇宙 核 合 成 的 工作 可 以 追溯 到 Gomow 和 他 的 合作 者 , 做 出 总 结 性 工 
VERIA Alpher, Follin 和 Herman(1953). 最 先 作 出 CMB 工作 的 有 Peebles(1966) 和 
Wagoner, Fowler, Hoyle(1967); 这 些 工作 得 到 了 基本 的 正确 方向 : 25% WA, 和 大 
概 正确 的 气 核 量 ， Yang 1984 年 帮助 我 这 一 代 的 许多 人 理解 了 种 子 密度 能 够 用 
轻 元 素 的 观测 来 约束 . 关于 核 合成 的 一 篇 很 好 的 综述 性 文章 是 Olive, Steigman 和 
Walker 于 2000 年 做 出 的 . 

正如 我 在 本 章 中 所 努力 展示 的 , 再 复合 的 过 程 是 非常 丰富 多 彩 的 ; 它 涉及 一 些 
微妙 的 物理 . 在 所 有 细节 方面 的 独创 性 的 文章 是 Peebles 于 1968 年 做 出 的 . 然而 
Ma 和 Bertschinger 在 1996 年 设法 在 他 们 只 有 一 页 的 文章 的 5.8 节 简 洁 地 描述 其 
物理 过 程 . Seager, Sasselov 和 Scott 于 1999 年 呈现 了 一 个 比较 精确 的 工作 (尽管 
他 们 一 再 强调 Peebles 的 直觉 性 的 文章 很 好 地 支持 了 他 们 ), 其 中 包括 以 前 的 工作 
所 忽略 的 许多 细微 的 效应 . 

Jungman, Kamionkowski 和 Griest 在 1996 年 做 了 一 个 全 面 性 的 关于 超 对 称 性 
暗物质 方面 的 综述 . 许多 文章 已 经 从 宇宙 学 和 加 速 器 试验 上 探索 了 超 对 称 性 暗 物 
质 候 选 者 的 极限 . 在 此 提出 一 些 : Roszkowski 在 1991 年 展示 了 Higgsino 可 能 不 是 
最 轻 的 超 对 称 性 同伴 ; Nath 和 Arnowitt 在 1992 年 以 及 Kane 等 在 1994 EREM 
物理 的 观点 , 又 从 宇宙 学 的 观点 展示 了 初始 规范 本 征 态 B 的 同伴 bino 是 最 可 能 的 
LSP. Ellis 等 1997 年 结合 了 加 速 器 试验 和 从 宇宙 学 方面 得 到 的 限制 给 出 了 LSP 质 
量 一 个 比较 低 的 限制 ; Edsjo 和 Gondolo 在 1997 年 的 工作 在 残余 丰 度 计算 上 包含 
了 细微 的 效应 . 如 果 LSP 主要 地 由 Higgs 玻 色 子 的 同伴 组 成 , 那么 这 些 效应 将 影响 
极限 . Bottino 等 2001 年 研究 了 一 个 重要 结果 , MURE DAMA 试验 信号 中 发 现 
了 信息 , 应 归于 暗物质 粒子 . 


练 J 
1. 计算 质量 为 m, 简 并 度 9 = 2 的 种 类 在 m/T 很 大 和 很 小 的 极限 下 的 平衡 数 密 度 ( 即 


零 化 学 势 )， 在 以 下 三 种 类 型 统计 中 采用 这 些 极限 : 玻 尔 兹 曼 统计 、 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 和 费 
米 - 狄 拉 克 统 计 . 你 将 会 发 现 (C.26) RA (C.27) 式 对 高 温 玻 色 - 爱 因 斯 坦 统计 和 费 米 - 狄 拉克 
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极限 计算 是 有 帮助 的 . 

2. ARH, 当 温度 高 于 mm。 时 我 们 把 + 看 成 是 和 能 量 密度 相关 的 , 但 是 在 以 后 就 不 相 
KT ((3.30) 式 和 讨论 正好 表达 了 ). 假设 n+ = n 通过 沽 灭 过 程 追踪 e+ 的 密度 . 这 个 等 
RE BBN 时 期 成 立 是 因为 电磁 相互 作用 很 强 (如 e+ +e” e yty) 计算 何 时 密度 降 到 光子 
能 量 密度 的 1%? 如 果 m ~ 6 x 10-1, 你 认为 温度 多 高 时 n。 和 n© 分 离 ? 

3. 计算 中 子 -质子 的 转化 速率 Anp. 证 明 它 等 于 (3.29) A. 有 两 个 过 程 对 Anp 有 贡献 : n 十 ve 
spte Ñl ntet 一 p 十 Ve. 假设 所 有 粒子 都 可 以 被 玻 尔 兹 曼 统计 描述 , 并 且 忽 略 电子 的 质 
量 . 在 这 些 近 似 下 , 这 两 个 速率 是 相等 的 . 

(a) 利用 (3.8) 式 推导 n 十 ve 一 p 十 e” 的 速率 . 对 重 粒子 动量 积分 , 得 到 


3 
n® T dp -wj 
Anp = (ov) = a | can P 


3p, 
x | +p pM (3.61) 
(b) 振幅 的 平方 等 于 |M|? = 32G%(1 十 39%)m2pvpe, 其 中 94 是 核子 的 轴 矢 量 耦 合 . 现今 
对 ga 最 佳 的 测量 是 通过 中 子 寿 命 m = XoG2 (1 二 395)mms/(2r3) 得 到 , 其 中 相 空 间 积 分 
yE i üii; dzz(z 一 Q/me)j2z(z2 — 1)'/? = 1.636. (3.62) 


代入 积分 到 (3.61) Ñ, 根据 m, 计算 速率 Anp. 不 要 忘记 对 两 个 不 同 的 反应 要 乘 以 2. 

4. 数值 求解 速率 方程 (3.27) 式 ， 以 确定 以 温度 为 函数 的 中 子 比 例 . 忽略 衰变 , 至 少 有 两 
个 方法 来 计算 . 第 一 种 是 把 它 当成 一 个 简单 的 普通 微分 方程 来 处 理 , 数值 求解 ， 第 二 种 是 进 
行 解析 , 推导 这 一 问题 成 一 个 单一 的 数值 积分 的 演化 ， 在 此 我 将 要 提示 的 第 二 种 方法 是 基于 
Bernstein, Brown 和 Feinberg 1988 年 阐述 的 数值 一 致 性 . 

(a) 利用 标准 微分 方程 方法 , (3.27) 式 的 一 个 形式 解 是 

Xn(x) = / l ah e” (= )-ule) (3.63) 

其 中 , z; 是 一 些 非常 高 温 的 初始 值 , 并 且 


wea) = f Seg +e (3.64) 


(b) 利用 (3.29) AA (3.26) 式 解 析 地 计算 积分 因子 u. 证 明 它 等 于 
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(3.65) 


4 最 简单 的 形式 只 是 由 于 数值 一 致 性 . 
(c) 由 (b) 问 的 结论 , 对 (a) 进行 单一 的 数值 积分 . 将 z = co 时 的 渐 近 结果 和 本 章 正 文中 
的 结果 Xn(z = co) = 0.15 进行 比较 . 
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5. 积分 Friedmann 方程 (1.2), 以 证 明 方程 (3.30) RE e+ WK, 物质 占 主导 前 的 时 期 
时 间 - 温 度 的 关系 . 
6. 根据 Ooh? 确定 yo. 证 明 它 就 是 (3.11) 式 给 出 的 形式 . 
7. CMB 各 向 异性 中 一 个 重要 的 参数 是 退 耦 时 的 声速 . 它 由 重子 -光子 比 确 定 . 
(a) 求 出 
R= 3p 
4px 
作为 a 的 函数 . 求 出 它 在 退 耦 时 的 值 . 提示 : 你 的 答案 应 该 取决 于 Qh’. 
(b) 在 第 8 章 将 会 看 到 组 合 的 光子 /重子 流体 的 声速 是 


| 1 
Cs = 30. +R) (3.66) 


利用 你 在 (a) 问 中 得 到 的 结果 画 出 在 退 耦 时 声速 作为 wh 的 函数 的 图 像 ， 

8. 求解 自由 电子 比例 的 演化 . 当 你 完成 (d) 问题 的 时 候 , 将 你 的 结果 和 图 3.4 比较 . 整个 
过 程 取 参 数 Am = 1,2 = 0.06,h = 0.5. 

(a) 用 一 个 演化 变量 z = eo/T 代替 方程 (3.39) 中 的 时 间 . 根据 x A T = eo 时 的 Hubble 
速率 重 写 方程 . 

(b) 利用 3.4 节 的 方法 , 找 出 最 终 的 自由 电子 比例 冻结 丰 度 ，Xe(z = co). 

(c) 数值 积分 (a) 问 得 到 的 方程 , x 从 1 到 1000. 求 得 最 终 的 冻结 比例 Xe. 

(d) Peebles(1968) 讨论 了 除 n = 2 态 衰变 为 两 个 光子 的 次 数 比例 , 或 膨胀 红 移 了 Lyman 
a 光子 以 至 于 它 不 能 吸收 一 个 基态 原子 这 两 者 之 外 , 甚至 激发 态 的 俘获 也 将 不 会 重要 了 . 定量 
E, 他 对 方程 (3.39) 的 右 端 乘 以 了 修正 因子 


Ae 二 A2) 
Aa + Aaa + BO) 


其 中 , 二 光子 衰变 速率 是 Ay = 8.227sec-1; Lyman a 的 产生 速率 是 BO = Be /4T; 以 及 


C= (3.67) 


H (360)? 

(87)? ` 
按 此 计算 展示 一 下 它 是 如 何 改 变 你 的 最 终结 果 的 . 现在 将 冻结 丰 度 分 别 与 (c) 问题 的 结果 和 
图 3.4 的 演化 比较 一 下 . 

9. 找 出 退 耦 的 红 移 作为 w 的 函数 关系 . 如 果 你 没有 练习 8 中 的 演化 函数 , 利用 Saha 方 
程 来 确定 Xe. 

10. 通过 设 定 zj, 比如 设 mw(o0)(zy)(cu) = H(z), 对 重 粒子 沽 灭 的 冻结 温度 寻求 一 种 近 
似 . 

11. 一 般 地 , 宇宙 等 离子 体温 度 在 膨胀 中 随 着 a 冷却 . 然而 , 当 粒 子 潭 灭 时 , 它们 往 等 
粒子 体 中 储蓄 能 量 , 所 以 就 减 慢 了 冷却 (Scherrer 和 Turner F 1986 年 指出 潭 灭 实 际 上 不 加 
AFH: T 从 不 增加 , 它 就 简单 地 减 小 , 只 是 比 a-! 慢 些 ). AARRE [方程 (2.66)] 比例 于 
a 这 一 事实 , 计算 (aT)? 在 温度 T = 10GeV (大 约 是 WIMPs 退 耦 的 时 期 ) 时 的 数值 和 今 
天 的 数值 的 比 . 


Ag = 


(3.68) 
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12. 假定 没有 重子 非 对 称 性 , 以 至 于 重子 的 数 密度 恰好 等 于 反 重子 的 . 确定 最 终 的 残余 密 
度 (重子 + REF) 在 多 少 温度 下 达到 渐 近 值 ? 

13. 质量 为 m 的 粒子 的 沽 灭 截 面 有 一 个 基本 的 极限 . 由 于 统一 性 ，(cu》 必须 小 于 或 等 于 
1/m?, 采取 数量 级 因子 是 单位 一 . 确定 达到 边界 条 件 的 粒子 的 Ox, 即 粒子 的 (ov) = 1/m2. 
m 为 何 值 时 Qx = 1? (保持 xy 和 g 等 于 (3.60) 式 给 出 的 象征 值 ) 注意 到 如 果 m 比 这 个 临 
界 值 大 , 则 Qx > 1, 即将 被 排除 . 这 是 一 个 很 强 的 对 质量 大 于 临界 值 的 稳定 粒子 (因此 也 是 暗 
物质 候选 者 ) 不 利 的 论据 . 
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我 们 对 宇宙 中 各 向 异性 分 布 的 光子 和 非 均 匀 分 布 的 物质 感 兴趣 ， 图 4.1 展示 
了 为 什么 它们 的 计算 是 如 此 之 复杂 光子 被 引力 场 和 自由 电子 的 康 普 顿 散射 过 程 
所 影响 . 电子 被 紧 紧 地 束缚 在 质子 上 . 当然 , 电子 和 质子 也 同样 被 引力 场所 影响 , 确 
定 了 引力 的 度 规 张 量 被 光子 、 质子 和 电子 以 及 中 微 子 和 上 暗物质 共同 影响 着 . 由 此 看 
K, 若 要 求解 光子 和 暗物质 的 分 布 函数 , 必须 同时 求解 所 有 其 他 成 分 的 分 布 函数 . 


康 普 顿 散射 % 


图 4.1 字 宙 中 的 各 种 成 分 的 相互 作用 . PRs TAA RRS SA Ae 


有 一 种 系统 的 方法 能 解释 所 有 这 些 耦 合 . 首先 , 写 出 宇宙 中 每 一 种 成 分 的 玻 尔 
效 曼 方程 .我们 已 经 在 第 3 章 中 遇 到 了 玻 尔 效 曼 方程 的 积分 形式 , 那 时 只 对 暗 物 
质 、 中 微 子 和 自由 电子 的 数 密度 感 兴趣 . 其 中 , 数 密度 是 由 分 布 函数 对 所 有 的 动量 
分 量 积 分 所 得 到 的 . 在 这 里 , 将 做 更 详细 的 讨论 : 不 仅仅 是 积分 得 到 的 数 密度 , 而 
是 在 相 空 间 完整 的 分 布 函数 , 也 就 是 动量 的 分 布 函数 . 所 以 需要 一 个 比 (3.1) 式 更 
原始 的 形式 . 微分 形式 的 玻 尔 兹 曼 方程 可 以 示意 性 地 写成 : 


of = otf) (4.1) 
SRB RA WL 7 ETAT ERE, 一 般 地 , 这 些 项 是 字 宙 中 各 种 成 分 的 
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分 布 函数 的 复杂 函数 . 在 没有 碰撞 项 的 情形 下 , 分 布 函数 满足 df /dt = 0. 这 个 简 
洁 的 方程 的 意思 是 : 在 给 定 的 相 空 间 的 元 素 ( 体 元 ) F, 粒子 的 数量 不 随时 间 变 化 . 
关键 是 , 由 于 度 规 张 量 的 影响 , 相 空间 的 元 素 本 身 随 时 间 做 复杂 的 运动 . 这 使 得 问 
题 比 (3.1) 式 看 起 来 更 加 复杂 . 然而 , 我 们 仍然 可 以 把 (3.1) 式 左 侧 时 间 的 全 微分 展 
开 成 偏 微分 项 , 从 而 继续 系统 地 解决 问题 . 

在 本 章 中 , 我 们 将 导出 光子 、 电 子 、 质 子 、 暗 物质 和 静止 质量 为 零 的 中 微 子 的 
BURG BARE. 这 一 系列 方程 支配 着 宇宙 中 扰动 的 演化 . 


4.1 谐振 子 的 玻 尔 兹 曼 方 程 


在 处 理 最 感 兴趣 的 问题 一 膨胀 的 宇宙 中 各 类 成 分 的 玻 尔 兹 曼 方程 一 之 前 , 先 考 
虑 一 个 更 简单 的 玻 尔 兹 曼 方 程 的 例子 : 非 相 对 论 性 简 谐振 子 , 这 个 简单 的 例子 与 下 
一 节 遇 到 的 广义 相对 论 形式 的 玻 尔 兹 曼 方程 非常 类 似 , 然而 它 的 数学 推导 却 不 那么 
ZR. WU, 这 里 的 物理 意义 会 很 清晰 . 在 下 一 节 , 当 复 杂 的 数学 掩盖 了 物理 意义 
时 , 记 住 本 节 的 内 容 将 会 是 很 有 用 处 的 . 

考虑 一 个 一 维 的 简 谐 振子 , 它 具 有 的 能 量 是 


2 
xs Py, Sieg 
E= T 5 ke j (4.2) 


谐振 子 的 分 布 函数 是 时 间 t、 位 置 x 和 动量 p 的 函数 . 故 (4.1) 式 左 侧 时 间 的 全 微 
分 可 以 展开 成 
df(t,z,p) _ Of | Ofdx | df dp 
dt at ` Ox dt ` Op dt’ 
4.2 展示 了 无 碰撞 (C = 0) 的 谐振 子 的 分 布 在 相 空间 的 移动 . 由 于 在 t 时 
刻 和 ts 时 刻 , 粒子 的 数 密度 是 相等 的 , 所 以 分 布 函数 对 时 间 的 全 微分 df/dt 等 于 
=. 所 改变 的 只 是 相 空 间 的 分 量 c(t) 和 p(t) 的 位 置 . 我 们 还 可 以 认为 zx Al p 是 不 
依赖 于 t+ 的 独立 变量 , 取 f 对 t、 xz Al p 的 偏 微 分 . 这 些 偏 微分 项 都 是 非 零 的 , 但 它 
们 的 加 权 和 为 零 . 
为 了 确定 dz/dt = 0 和 dp/d = 0 的 系数 , 我 们 必须 利用 粒子 的 运动 方程 . 由 
动量 的 定义 ， 


(4.3) 


Sk. (4.4) 


dt om 
在 下 一 节 , 这 个 方程 将 会 写成 相对 论 的 三 维 形式 . 实际 上 已 经 在 第 2 章 中 遇 到 过 这 
样 的 形式 , 定义 了 Pr = dz*/d 和 . 谐振 子 的 动力 学 方程 由 牛顿 第 二 定律 表述 : 


dp _ 
dt 
这 个 熟悉 的 方程 与 下 一 节 广 义 相 对 论 中 的 测 地 线 方程 相对 应 . 


—kzx. (4.5) 
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图 4.2 一 组 无 碰撞 谐振 子 的 分 布 函 数 . 在 t 时 刻 的 初始 分 布 在 相 空间 中 移动 到 了 to 时 刻 
分 布 的 位 置 . 考虑 z(t) 和 p(t) 的 演化 , 分 布 函数 ft, r, p) 仍 保持 为 常数 


这 样 , 谐振 子 的 无 碰撞 玻 尔 效 曼 方程 便 写 为 


Of POf yf 
BE + oe hee =, (4.6) 


这 里 的 第 二 项 表示 了 谐振 子 在 实 空 间 运 动 的 速度 (v = p/m), 最 后 一 项 表示 粒子 损 
失 动量 的 快慢 . 
为 了 求解 玻 尔 兹 曼 方 程 , 必须 知道 分 布 函数 的 初始 条 件 . 即使 没有 这 些 初始 条 
件 , 玻 尔 兹 曼 方程 仍然 能 提供 很 多 有 用 的 物理 信息 . 例如 , 考虑 到 处 于 平衡 态 的 分 
布 ,9f/6t = 0, 平衡 态 分 布 的 一 般 解 是 
f(p, z) = fego(E), (4.7) 
即 f 只 是 能 量 E 的 函数 . 为 了 证 明 这 确实 是 玻 尔 兹 曼 方 程 的 一 个 解 , 考虑 
POND pE L E [RIE pE] 
m Or Op dE |m or Op 
=0. (4.8) 


所 以 , 任何 以 能 量 为 唯一 自 变量 的 分 布 函数 必定 是 平衡 态 分 布 . 当然 , 更 一 般 地 , 我 
们 必须 考虑 相互 作用 , 即 碰撞 . 只 有 在 碰撞 项 同样 为 零 的 条 件 下 才能 让 完整 的 玻 尔 
效 曼 方程 成 立 ( 译 者 注 : 碰撞 项 为 零 会 使 玻 尔 效 曼 方程 不 随时 间 变化 , 这 样 相 空间 
的 分 布 函数 不 随时 间 变化 , 只 有 平衡 态 才能 满足 . 而 碰撞 项 不 为 零 的 玻 尔 兹 曼 方程 
只 能 在 某 一 限定 时 刻 成 立 )， 这 个 条 件 将 会 使 f 趋 于 一 个 我 们 熟悉 的 平衡 态 分 布 ， 
即 经 典 的 麦克 斯 韦 - 玻 尔 效 曼 分 布 F/T. 


4.2 ”光子 的 无 碰撞 玻 尔 兹 曼 方程 
让 我 们 先 考虑 (4.1) 式 左 侧 为 零 质 量 光子 的 形式 . 首先 , 必须 指定 一 个 在 均匀 
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宇宙 背景 (其 度 规 由 (2.4) 式 描述 ) 下 有 扰动 情况 下 的 度 规 . 相 比 于 只 用 单一 函数 
a(t) 确定 的 均匀 宇宙 (只 依赖 于 时 间 , 不 依赖 于 空间 ), 受过 扰动 的 宇宙 需要 另外 两 
个 函数 和 更 来 确定 . 这 两 个 函数 都 是 时 间 和 空间 的 函数 . 这 样 , 度 规 可 以 用 它 
们 写 为 


goo(Z, t) = —1 — 24 (7,t) 
9oi(Z, t) = 0 
gal, t) = a26i;(1 十 2®(7, t)). (4.9) 


E v Al 6 HSN ,(4.9) 式 还 原 为 描述 零 阶 、 均 匀 、 平 坦 宇 宙 的 FRW 度 规 . 类 似 地 ， 
在 没有 膨胀 的 情况 下 (a = 1) 这 种 度 规 描述 了 一 个 弱 引力 场 (练习 2.3). 扰动 的 度 
规 中 的 T 对 应 于 牛顿 引力 势 , 而 更 对 应 于 空间 曲率 的 扰动 . 由 于 在 我 们 感 兴趣 的 
时 间 和 空间 尺度 范围 , 亚 和 更 都 很 小 , 所 以 把 它们 当成 小 量 , 忽略 它们 所 有 的 二 阶 
及 更 高 阶 的 项 . 

(4.9) 式 中 有 两 个 要 点 , 在 本 书 绝 大 部 分 篇 幅 中 可 不 予 考虑 . 但 为 了 更 好 地 理解 
相关 的 文献 (读物 ), 这 些 要 点 需要 引起 足够 的 重视 . 第 一 , 在 三 维 坐标 变换 下 , 我 们 
可 以 把 ( 度 规 张 量 ) 的 扰动 分 解 成 表现 为 标量 、 矢 量 和 张 量 性 质 的 扰动 . (4.9) RR 
包含 标量 扰动 . 原则 上 , 描述 宇宙 的 度 规 同样 可 以 包含 矢量 和 张 量 的 扰动 . 这 样 , 度 
规 gu 需要 除了 亚 和 亚 之 外 的 其 他 函数 来 描述 所 有 的 扰动 . 如 存在 矢量 扰动 的 情 
形 下 度 规 的 非 对 角 元 素 不 再 为 零 . 实际 上 , 在 很 多 宇宙 学 理论 中 矢量 扰动 和 张 量 扰 
动 都 是 存在 的 . 例如 , 暴 胀 理论 倾向 于 预言 张 量 扰 动 的 存在 , 而 基于 拓扑 缺陷 的 模 
型 倾向 于 产生 很 大 的 矢量 扰动 . 现在 我 们 只 讨论 标量 扰动 ; 标量 扰动 是 唯一 与 物质 
(AA) 扰动 耦合 的 扰动 , 也 是 与 光子 (分 布 ) 扰动 耦合 的 最 重要 的 一 种 扰动 . 

(4.9) 式 中 另外 一 个 特点 是 , 它 的 形式 与 规范 的 选择 有 关 . 理解 这 种 规范 自由 度 
最 简单 的 方法 就 是 类 比 电磁 学 . 电磁 学 中 , RA A, 和 它 的 导数 包含 了 电磁 场 一 切 
可 能 的 信息 . 由 于 对 A, 加 一 个 常数 后 电场 E 和 磁场 B 保持 不 变 , 所 以 存在 选择 
矢 势 的 自由 度 (例如 , 常 选择 A = 0 RKO, A“ = 0). 度 规 扰动 中 , 也 存在 着 类 似 的 
自由 度 . 即使 在 只 考虑 标量 扰动 的 情况 下 , 在 选择 变量 去 描述 扰动 时 , 仍然 存在 相 
当 的 自由 度 . 尽管 我 们 要 求 任 何 物理 结果 必须 对 规范 的 选择 不 敏感 , 但 还 是 有 可 能 
使 用 与 (4.9) 式 截 然 不 同 的 规范 来 描述 同样 的 物理 现象 . 特别 地 ,(4.9) 式 被 称 为 共 
形 牛 顿 规范 (Conformal Newtonian gauge)®. 


O 历史 上 , 关于 扰动 演化 具有 开创 性 的 工作 都 是 在 同步 规范 下 处 理 的 (Peebles and Yu, 1970; Wilson 
and Silk, 1981; Peebles, 1982; Bond and Szalay, 1983; Bond and Efstathiou, 1984). 最 近 , 各 向 异性 的 
物理 意义 在 共 形 牛顿 规范 下 被 最 明晰 地 表现 了 出 来 (如 Hu and Sugiyama, 1995). 练习 2 讨论 了 在 同步 
规范 下 一 些 相 关 的 方程 . 
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我 们 希望 将 (4.1) 式 中 的 时 间 全 微分 表达 成 偏 微 分 的 和 的 形式 . 分 布 函数 依赖 
于 时 空 点 z+ = (t, 2) 和 能 动 四 矢 : 


ae ll (4.10) 


正如 (2.18) 式 , 这 里 的 和 依然 描述 粒子 的 运动 路 径 (再 次 , 我 们 不 必 详 细 说 明 和 的 
物理 意义 ). 所 以 从 原理 上 讲 , f 是 一 个 在 8 维 空间 上 定义 的 函数 . 然而 , 并 非 能 动 
四 矢 的 所 有 分 量 都 是 相互 独立 的 , 因为 光子 无 静止 质量 , 故 


P? = go PtP =0; (4.11) 


所 以 能 动 四 矢 只 有 三 个 独立 的 分 量 . 在 我 们 选择 使 用 哪 三 个 分 量 之 前 , 先 利用 度 规 
(4.9) 式 去 限制 (4.11) 式 


P? =0 =—(1+2)(P°)? +p? =0 (4.12) 


其 中 定义 
p = gij P PI. (4.13) 


利用 这 个 限制 公式 消去 P+ 中 的 时 间 分 量 : 


Po = VEEN =p(1+W). (4.14) 
这 里 最 后 一 个 等 式 成 立 是 因为 我 们 做 的 是 一 阶 微 扰 理论 , OU 是 小 量 . 由 我 们 的 符 
号 的 习惯 , 密度 大 于 平均 值 的 区 域 有 更 < 0. 所 以 , 在 密度 大 于 平均 值 的 区 域 ,(4.14) 
式 右 侧 括号 中 的 项 大 于 1, 因此 (4.11) 式 告 诉 我 们 , 向 势 阱 外 运动 时 , 光子 丢失 能 
量 一 一 红 移 . 

(4.14) 式 将 相对 论 情形 下 的 表达 式 E = pe 一 般 化 为 扰动 后 的 FRW BERL. 这 
让 我 们 可 以 随时 利用 广义 的 动量 大 小 消去 Po. 回顾 谐振 子 的 情况 , 在 (4.3) 式 中 
没有 出 现 9f/88. 这 里 也 一 样 , 在 展开 时 间 全 微分 时 , 我 们 没有 必要 让 af/aP? 出 
现在 (4.14) AF, 而 只 需要 f 对 动量 p( 包 括 动 量 的 大 小 和 方向 ) 的 依赖 关系 . 对 于 
方向 矢量 , 我 们 将 使 用 单位 矢量 P = pi 其 中 定义 yp = 1. 

现在 可 以 把 (4.1) 式 写 成 如 下 形式 


df Of | Of dz Afdp ðf api 


dt Ot Or dt pd dp dt’ 
(4.15) 式 中 最 简单 的 一 项 是 最 后 一 项 , 因为 它 对 于 一 阶 微 扰 理论 没有 作用 . 为 了 证 
明 这 个 事实 , 首先 回顾 零 阶 分 布 函数 一 一 玻 色 - 爱 因 斯 坦 函 数 , 只 依赖 于 动量 的 大 小 
p, 不 依赖 于 动量 的 方向 P. 所 以 , 仅 当 我 们 考虑 对 于 零 阶 f 的 扰动 时 8f/65:i 不 为 


(4.15) 


.78 . 第 4 章 KRAJE 


零 , 所 以 af /dp' 是 一 个 一 阶 项 . 但 乘 以 它 的 系数 dpi/dt 也 是 一 个 一 阶 项 , 因为 只 有 
当 存 在 势 UA o 时 光子 的 运动 方向 才 会 发 生变 化 . 亚 和 更 ASN, 光子 沿 直线 运 
动 . 所 以 , (4.15) 式 的 最 后 一 项 是 两 个 一 阶 项 的 乘积 , 成 为 一 个 二 阶 项 , 可 以 被 忽略 . 

下 一 步 , 我 们 将 (4.15) 式 右 侧 第 二 项 改写 , 利用 ((4.10) R)P = dzi/dA 和 
P? = dt/dr. 故 


dv do’ dà 
dt dÀ dt 
P? 
=> (4.16) 


我 们 希望 将 P/P 用 变量 p 和 pt 表达 . 对 于 Po 将 (4.14) 式 代 入 即 可 ; 现在 我 们 对 
分 子 Pi 也 做 同样 的 处 理 . 共 动 动量 Pi 正比 于 p, 将 它们 的 比例 系数 用 C 表示 : 


天 = Cp. (4.17) 
为 了 确定 系数 C, 可 以 利用 (4.13) Ñ: 


P = gyp O 
= a?(1+26)6,;p'pC? 
=a?(1+26)C? (4.18) 


这 里 最 后 一 步 等 式 成 立 是 因为 方向 向 量 是 单位 向 量 ， 由 (4.18) 式 可 以 得 到 C = 
p 一 亚 )/a 所 以 每 当 遇 到 Pi 时 , 我 们 就 可 以 用 p 和 六 消去 它 : 


ee tee 
P = pp ik (4.19) 
通过 (4.16) 式 和 (4.19) 式 , 可 以 得 到 
dz? N pi 
a= uty ®)- (4.20) 


高 密度 区 域 有 V< 0 和 更 > 0, 故 上 式 括号 中 的 项 小 于 一 . 所 以 (4.20) RER, 当 

穿越 密度 大 于 平均 值 的 区 域 时 , 光子 减速 (dz/dt 减 小 ) 这 非常 合理 : 我们 预期 大 

密度 区 域 的 引力 能 让 包括 光子 在 内 的 物质 减速 . 现在 , 我 们 可 以 同样 忽略 (4.20) R 

中 的 势 WALD. 因为 , 在 玻 尔 交 曼 方程 中 它们 乘 以 一 阶 项 1/ci( 同 样 地 ， 零 阶 分 

布 函数 不 依赖 于 位 置 ). 到 目前 为 止 , 我 们 可 以 把 孩 尔 兹 曼 方程 写成 
df _ of POf , Af ap 


dt Ot aoci Opdt 


(4.21) 
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接 下 来 要 计算 的 是 dp/dt. 遗憾 的 是 , 不 同 于 谐振 子 的 情况 , 这 里 dp/dt 4 —kr. 我 
们 不 如 利用 广义 相对 论 的 测 地 线 方程 , 更 严格 地 推导 扰动 后 的 FRW 度 规 中 光子 的 


dp/dt. 
首先 , 测 地 线 方程 (2.18) 式 的 时 间 分 量 可 以 写成 
0 
= 一 5PaPp， (4.22) 


可 以 把 对 和 的 导数 写成 对 时 间 的 导数 再 乘 以 dt/dA = P°. 同样 , 可 以 利用 (4.14) 
AH p 消去 Po. 然后 测 地 线 方程 化 为 


PaePp 


ipa = $j) = -To。 (1+9). (4.23) 


展开 对 时 间 的 导数 , 得 到 


dp _ dÙ o PePP 
a =P a -Te p 


两 边 同 时 乘 以 (1 十 亚 ), 忽略 所 有 Y 的 平方 及 以 上 的 项 , 再 将 亚 对 时 间 的 微分 表示 
成 偏 微分 , 得 到 


(1+). (4.24) 


dp [dW prow o PaPp 
= =p{ at a a (1+2W). (4.25) 


为 了 求 dp/dt, 接 下 来 要 得 到 T%sP*P8/p. 在 (2.19) RP, 克 氏 符 可 以 表示 成 
度 规 分 量 导数 的 和 的 形式 . 这 里 只 用 到 了 l; 分 量 . 把 它 与 对 a、B MRR PrP? 
R. 所 以 , 度 规 的 导数 的 前 两 项 的 贡献 相同 , 我 们 得 到 


PEPE grr dg Og Pa pe 
0 “a va aß 
Taw “ink 2 eS | (4.26) 
g” NE v = 0 时 非 零 , 这 时 g 就 是 goo 的 倒数 , 所 以 
PP? -142U [Ago Ggag| PPP 
0 = a _ CYapB 
pe me | a8 = | rS (4.27) 


同样 , 方 括号 中 第 一 项 goa ME a = 0 时 非 零 , 此 时 它 的 导数 就 是 一 26 亚 /8zp. 方 
括号 中 第 二 项 与 动量 的 乘积 相 乘 , 化 为 


Ogap PP 8gooPIPI0 Ogi; PİPİ 


Ot p Ot p Ot p 


aw 
= 2—p — 076i; gee +2H(1+ 20) 


Pi PI 


Jt OL (4.28) 
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但 是 , 通过 (4.19) 式 , 65 PiPi = p?(1 — 26)/a?, 得 到 


PP? -142¥ ov ov 
0 = i = aiiai 
i a | ‘grt tP 
OFB 
a= p% +2H(1+ 20) (1— 20) j (4.29) 


这 里 最 后 一 行 的 化 简 是 因为 在 一 阶 近似 下 (1+ 26)(1-20) > 1, ME 1-20 与 
00 /dt 相 乘 得 到 1. 对 第 一 项 的 指标 8 RA, 得 到 


ap? = U Y pp aw ðv 
te a Bc! | (e+ 5 E) apt — {aor +24} | 


p 2 Ot Ori a ôt 
a av aw pp /Ov 
代入 (4.25) 式 , 得 
dp  fəv p aw a OW pp oF 
=p ZE) at? a pf +h. pea 
再 化 简 , 得 到 
ldp _ Od pov 
= eee tear a (4.32) 


(4.32) 式 是 我 们 最 终 要 得 到 的 . 它 描 述 了 光子 穿越 被 扰动 的 FRW 度 规 时 其 动量 的 
变化 . 第 一 项 是 因为 宇宙 的 哈 勃 膨胀 引起 的 动量 损失 . 为 了 理解 (4.32) 式 接 下 来 两 
项 的 意义 , 首先 要 记 住 , 根据 我 们 正 负 号 的 习惯 , 在 密度 较 大 的 区 域 , 有 更 > 0 和 
亚 < 0. 所 以 , 式 中 第 二 项 表示 光子 在 一 个 变 深 的 引力 势 阱 中 (00/at > 0) 损失 能 
E. 这 是 很 好 理解 的 , 逐渐 变 深 的 引力 势 阱 让 光子 难以 逃脱 , 增加 了 光子 的 引力 红 
B. 最 后 一 项 表示 , 光子 向 一 个 势 阱 中 运动 ( 广 6 亚 /Bri < 0) 会 获得 能 量 , 因为 光子 
被 引力 拉 向 势 阱 中 心 . 相反 , 光子 离开 势 阱 时 会 红 移 . 
现在 , 可 以 写 出 光子 的 玻 尔 兹 曼 方 程 了 . 利用 (4.32) AM (4.21) 式 得 到 

df of pa a ð pi aw 

EE ET] 
这 个 方程 中 包含 了 我 们 熟知 的 物理 , 例如 宇宙 膨胀 导致 光子 的 红 移 . 这 个 方程 还 能 
直接 导出 关于 光子 各 向 异性 分 布 的 方程 . 分 析 方 程 右 侧 , 前 两 项 在 经 典 流体 动力 学 
中 很 常见 , 对 它们 积分 , 可 以 得 到 连续 性 方程 和 欧 拉 (Euler) 方程 ( 见 练习 1). 第 三 
项 指出 光子 在 膨胀 的 宇宙 中 损失 能 量 . 在 第 2 章 中 考虑 测 地 线 方 程 的 时 候 得 到 过 
这 些 结论 , 很 快 我 们 就 会 见识 到 玻 尔 效 曼 方程 的 推导 是 怎样 加 强 这 些 结论 的 . 最 后 ， 
最 后 两 项 表示 低 密 度 或 高 密度 区 域 对 光子 分 布 函数 的 影响 . 


dt Ot a Bri Pap 


(4.33) 
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为 了 进一步 的 推导 , 现在 必须 将 光子 的 分 布 函数 对 于 其 零 阶 量 ( 玻 尔 兹 曼 - 爱 
因 斯 坦 方 程 ) 作 展 开 . 一 开始 的 时 候 , 推导 方式 可 能 有 些 奇 怪 . 我 们 写 出 


f(E, p, ĝ, t) = lex (rae ~ | j (4.34) 


这 里 零 阶 的 温度 上 只 是 时 间 的 函数 (正比 于 a-!), 与 空间 位 置 无 关 . 关于 分 布 函数 
的 扰动 由 O 来 描述 , 6 同样 可 以 称 为 T/T. 在 平滑 的 零 阶 宇宙 中 , 光子 均匀 分 布 ， 
所 以 了 与 了 相互 独立 , 是 各 向 同性 的 , 所 以 了 也 与 光子 的 传播 方向 p 相互 独立 . 
现在 我 们 希望 描述 在 这 个 平滑 宇宙 上 的 扰动 , 所 以 需要 引入 光子 的 非 均匀 分 布 (6 
依赖 动 和 各 向 异性 分 布 (6 依赖 p) 如 (4.34) 式 所 示 ， 已 经 明确 写 出 了 © 依赖 
Z pA t 这 假设 了 它 并 不 依赖 动量 的 大 小 p. 我 们 马上 就 会 看 到 这 是 一 个 合理 的 
假设 , 这 是 因为 在 康 普 顿 散射 过 程 中 光子 的 动量 大 小 保持 不 变 . 由 6 是 小 量 , 我 们 
将 (4.34) 式 展 开 成 (同样 只 保留 到 一 阶 项 ) 


feat (sr [ew {F} - |") re 


af 
= fo) _ 
f Pap O. (4.35) 


最 后 一 行 中 , 将 零 阶 的 分 布 函数 等 价 为 零 化 学 势 的 玻 色 - 爱 因 斯 坦 分 布 ， 
f% = [exp {2} 一 1] io (4.36) 


对 于 这 个 函数 有 TAS /OT = —paf /dp. 
4.2.1 零 阶 玻 尔 兹 曼 方 程 

现在 可 以 开始 系统 地 从 (4.33) 式 中 提取 出 相同 阶 的 项 . 首先 是 零 阶 项 , 不 包含 
&, v Al 0. 这 样 得 到 


df ð fO 2 af 
dt |zero order ot p Op 


已 经 将 df/dt RAS, 即将 (4.1) 式 中 右 侧 的 碰撞 项 设 为 零 . 原因 是 我 们 目前 只 是 
在 讨论 无 碰撞 的 玻 尔 兹 曼 方 程 . 然而 存在 一 个 更 加 深刻 的 证 明 . 事实 上 , 即便 顺便 
引入 碰撞 项 , 我 们 也 会 发 现 不 存在 零 阶 的 碰撞 项 . 也 就 是 说 , 这 些 碰撞 项 正比 于 O 
以 及 其 他 扰动 小 量 . 这 是 由 于 一 个 深层 的 原因 : 零 阶 分 布 函数 要 满足 碰撞 项 为 零 的 
要 求 . 换 一 种 更 熟悉 的 说 法 , 任何 碰撞 项 都 包含 了 正 反 应 和 逆反 应 的 速率 . 如 果 某 
种 分 布 函数 被 设 为 其 平衡 态 , 任何 反应 的 速率 与 其 逆反 应 的 速率 严格 抵消 . 如 果 某 
种 成 分 不 处 于 平衡 态 , 碰撞 会 使 之 趋 于 平衡 态 分 布 . 这 也 就 是 为 什么 我 们 一 开始 就 


=, (4.37) 
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期 待 它 是 玻 色 - 爱 因 斯 坦 分 布 . 对 于 它 的 观测 , 证 实 了 在 早期 宇宙 的 某 一 刻 , 光子 与 
电子 曾 紧密 地 耦合 在 一 起 . 
回 到 (4.37) Ñ, 重新 把 对 时 间 的 导数 写成 
af afar _aT/at af 


at or d T © a 
这 样 零 阶 的 方程 变 为 Bix cena 
$ a/dt 
-5# - = Ip =0. (4.38) 
故 dT/T = —da/a, BẸ 
Ta 一， (4.39) 


在 1.1 节 中 曾 得 到 光子 的 波长 随 着 字 窗 的 膨胀 而 被 等 比例 地 拉 长 这 一 结论 . 在 2.1 
节 中 我 们 进行 了 更 严格 地 推导 . 这 一 次 也 如 期 地 得 到 了 相同 的 结论 . 这 也 让 玻 尔 效 
曼 方 程 推导 中 得 到 的 结果 更 令 人 信服 . 


4.2.2 ”一 阶 玻 尔 兹 曼 方 程 


现在 我 们 回 到 (4.33) A, 提取 出 温度 分 布 偏离 零 阶 项 的 方程 , 即 6 的 方程 . 在 
(4.33) 式 中 的 每 个 f 处 插入 (4.35) 式 的 展开 式 : 


df _ af Pi 00 af af ar) 
dt first order Pat | Op 9 a Ox? Op Pile Oop |? Op 


Of() fav paw 
-p Op E za], (4.40) 
考虑 右边 第 一 项 , 时 间 的 导数 可 以 写 为 温度 的 导数 , 故 
a fof.)  _afae aT 6? f0 
4 ral Op |=- 2 -p dt OTAp 
E wae 39 dT/dt ð f af 
=P eo 元 | Op | al) 


第 二 行 的 推导 是 因为 9f(0/167 = -(p/T)af/dp. 第 二 行 的 第 二 项 与 (4.40) RA 
边 第 三 项 抵消 , 所 以 最 终 可 以 写 出 扰动 9 的 玻 尔 兹 曼 方 程 : 


df af [00 pao Ov oe] 


dt first order mp Op Ot a Ox? “Ot a Ori ` 


这 里 前 两 项 计算 了 光子 的 “自由 流动 ”, 随 宇 宙 演 化 , 它 转 化 成 小 尺度 上 的 各 向 异性 . 
后 两 项 计算 了 引力 的 影响 . 注意 这 里 每 次 出 现 z 的 时 候 都 乘 以 了 因子 a, 这 显然 是 
AA z 是 共 动 距离 , 而 az 才 是 物理 距离 . 


(4.42) 
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4.3 ”碰撞 项 : 康 普 顿 散射 


在 这 一 节 , 我 们 的 任务 是 确定 康 普 顿 散射 对 光子 分 布 函数 的 影响 . 相关 的 散射 
过 程 是 
e (g) +YP) oe (F') +8"), (4.43) 


这 里 我 已 经 把 每 一 个 粒子 的 动量 明确 写 出 . 
我 们 感 兴趣 的 是 动量 为 成 动量 大 小 p、 方 向 p) 的 光子 的 分 布 函数 的 变化 . 所 
以 必须 对 所 有 其 他 影响 f( 友 的 动量 求 和 (a g pN 这样, 碰撞 项 可 以 示意 性 地 
写成 
CII = > lAmplitudel?{fe(g fE’) - fD} (4.44) 
DTD 
这 里 的 强度 是 可 道 的 , 所 以 它 乘 以 了 正 反 应 和 道 反应 两 项 . 电子 分 布 函数 fe 和 光 
子 分 布 函数 的 乘积 计算 了 在 给 定 动量 区 间 中 粒子 的 数量 ， 这 里 忽略 了 受 激 辐射 和 
泡 利 不 相 容 原理 , 否则 分 别 应 在 对 应 的 动量 处 引入 因子 1+ f 和 1- fe 在 一 阶 近 
似 下 这 样 的 假设 是 成 立 的 . 在 二 阶 近似 下 , 受 激 辐射 不 能 忽略 . 而 泡 利 不 相 容 原理 
在 正 负电 子 对 潭 灭 后 就 已 不 再 重要 , 因为 电子 的 填充 数 f 非常 小 ( 见 练习 4). 
不 幸 的 是 , 在 对 相 空 间 积分 的 过 程 中 需要 引入 因子 2r, 这 时 碰撞 项 变 得 比 示意 
性 的 形式 更 复杂 . 碰撞 项 可 以 明确 写 为 @ 
1 d3 d3 / d3 / 
os | ke | Gam | aa 
x +7- P’ — GE(p) + Ee(q) — E") — Ee(q)] 
x {F(T FE’) — FDI- (4.45) 


这 里 5 函数 确保 动量 守恒 . 这 里 的 能 量 对 于 光子 是 相对 论 性 的 E(p) = p, 而 对 于 电 
子 是 非 相 对 论 性 的 Elp) = me + 92/(2me). 注意 这 里 的 碰撞 项 和 第 3 Æ (3.1) 式 中 
碰撞 项 的 相似 之 处 . 唯一 的 区 别 是 , 这 里 并 未 对 光子 动量 也 积分 , 故 只 有 三 个 动量 
积分 . 这 再 一 次 反映 了 理解 来 自 不 同方 向 的 光子 如 何 相互 作用 的 必要 : 我 们 将 会 看 
到 碰撞 项 依赖 于 P. 

由 于 在 我 们 感 兴趣 的 时 期 (任何 时 期 ) 电子 的 动能 相 比 于 它 的 静止 能 量 已 经 
很 小 , (4.45) 式 的 分 母 中 的 Ee 项 可 以 被 me 取代 . 然后 引入 三 维 动量 空间 的 6 函 

@ 除了 一 项 1/p, 绝 大 多 数 相 空 间 的 项 与 3.1 节 中 的 讨论 类 似 ， 你 或 许 会 注意 到 本 章 给 出 的 玻 尔 兹 曼 


方程 的 另外 一 个 特征 : 我 开始 时 写 到 df/dt, 可 是 在 广义 相对 论 中 , 为 何不 对 仿 射 参量 和 求 导 呢 ? 练习 5 解 
释 了 这 一 点 . 
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数 , 对 8 积分 , 得 到 


d3g d?p' d ;to 
oo | tan | a am | 


x [MPL +P- PFP) fel@f(P)}- (4.46) 


再 下 一 步 , 我 们 需要 理解 非 相 对 论 性 的 康 普 顿 散射 的 运动 学 , 这 个 过 程 中 最 重 
要 的 特征 就 是 , 只 有 非常 少 的 能 量 被 转移 了 , 即 


2 Te 

Se a q Grp—P 

Bla) — Belt) = 下 一 全 人 
© e 


A (4.47) 


这 里 最 后 一 步 等 式 近似 成 立 是 因为 AAF pA p’. 在 非 相 对 论 性 的 康 普 顿 散射 
WHE, p’ ~ p, 即 几 乎 是 弹性 碰撞 . 这 样 , p' -p 是 p 的 量 级 , 也 是 周围 温度 了 的 量 
级 . 故 (4.47) 式 右边 的 量 级 是 Tg/m。 ~ Tn, 这 里 的 重子 物质 速度 wb 很 小 . 由 于 
康 普 顿 散射 电子 的 能 量变 化 的 量 级 是 Tw, 而 典型 的 电子 动能 也 是 了 HER, 所 以 
电子 在 康 普 顿 散射 中 相对 能 量变 化 非常 小 , 是 wb WER. 这 使 得 有 必要 去 将 电子 
的 末 动 能 (+ p-p')?/(2me) 相对 于 其 零 阶 量 92/(2me) 作 展 开 .(4.46) AF ô 函数 
可 以 展开 成 

g? bee 


5 E 
per 2Me P 2Me 


x 6(p — p') + (Ee(q’) — Ee(q)) 


(p—p')-{06(p — p’) 
Me Op! 


06(p + E.(q) — p' — Ee(q’)) 

0E.(q’) E.(q)=Ee(q’) 
= 6(p—p’) + (4.48) 
这 里 第 二 个 等 式 成 立 利 用 了 Of (a — y)/Ox = —Of (a — y)/Oy. 一 开始 这 一 步 展 开 看 
起 来 很 不 明确 , 但 是 在 对 动量 积分 后 ,5 函数 的 导数 可 以 用 分 部 积分 计算 . 这 个 展开 
A, 利用 f.(9 十 DP 一 P') ~ fla), 碰撞 项 变 为 


We è dp’ 
Cif’) = ae fee Br MP 


x fap- p) + PPPOE ifa FH}. (449) 


进一步 的 推导 需要 康 普 顿 散 射 的 强度 ， 可 以 通过 费 曼 定 则 计算 得 到 ， 文 献 
(Bjorken and Drell, 1965) 中 有 详细 说 明 . 这 里 将 其 取 为 常数 : 


|M|? = 8rorm? (4.50) 
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其 中 or 是 汤姆 孙 散 射 截 面 . 在 上 式 中 存在 两 点 错误 . 其 一 , 平方 强度 是 角度 相关 
的 , 正比 于 (1+ cos? [p - p]. 忽略 这 种 角度 相关 性 给 最 终 的 碰撞 项 带 来 了 一 些小 小 
的 偏差 . 在 1% 的 精度 我 们 需要 考虑 这 种 角度 相关 性 , 但 是 这 样 做 反而 转移 了 我 们 
的 注意 力 , 所 以 暂时 忽略 . BHR — OR es, 然而 它 却 开启 了 CMB 领域 的 一 个 密 
新 的 分 支 . 详细 的 说 , 平方 强度 有 偏振 相关 性 (cx |e- e|, 这 里 E 和 & 是 入 射 和 出 射 
光子 的 偏振 方向 ), 在 这 里 我 已 经 暗中 将 这 种 相关 性 积分 掉 了 . 这 种 偏振 相关 性 意味 
着 : 在 小 尺度 上 ,CMB 会 由 于 康 普 顿 散 射 的 效应 而 发 生 极 化 (Bond and Efstathiou, 
1984; Polnarev, 1985)， 事 实证 明 ,CMB 偏振 功率 谱 所 携带 的 信息 与 温度 功率 谱 所 
携带 的 信息 同样 有 价值 (Seljak, 1997; Seljak and Zaldarriaga, 1997; Kamionkowski, 
Kosowsky and Stebbins, 1997a,b). 第 10 章 将 会 详细 地 讨论 这 种 偏振 .即使 我 们 不 
关心 偏振 , 温度 的 各 向 异性 也 与 偏振 场 耦合 在 一 起 , 所 以 , 对 于 前 者 的 精确 计算 还 
是 需要 妥善 处 理 后 者 的 效应 . 但 是 , 上 式 在 推导 碰撞 项 的 时 候 还 是 暂时 忽略 这 个 微 
小 的 效应 . 在 康 普 顿 散 射 中 引入 偏振 相关 性 和 角度 相关 性 的 过 程 很 直接 , 也 很 相似 ， 
只 是 数学 推导 过 程 比 较 乏 味 . 

一 旦 将 M|? 设 为 常数 ，(4.49) 式 括 号 中 的 项 就 可 以 乘 到 外 面 , 同时 只 保留 能 
量 转移 的 一 阶 项 . 同样 地 , 对 g 的 积分 得 到 一 项 n。(4/me 的 项 得 到 nv). 故 


1 Ned 3! j rae ee 一 到 
Clf(p)] = - Dann 


iarr- yo) +o} 


= mcr fU app [ast |a@-v) (0 ar i) + pot eg 


+ 一 了 0 起 AHP) pog) rop (4.51) 


其 中 , Y Æp 所 呈 的 立体 角 , 在 上 式 第 一 行 , 将 AP) -I0 写成 零 阶 项 上 中, 它 与 
6(p — p') 相 乘 时 无 贡献 , 而 一 阶 项 与 速度 项 相 乘 可 以 被 忽略 . 

(4.51) 式 中 只 有 两 项 依赖 于 p, 它们 对 立体 角 V 积分 时 不 能 看 成 常数 . 其 一 
是 分 布 函数 的 扰动 O). 这 时 , 可 以 很 方便 地 定义 


Olea zJ dVO(p’, Z, t). (4.52) 


Oo 不 依赖 于 方向 矢量 , 它 是 对 所 有 方向 进行 积分 的 结果 . 换言之 , 它 是 扰动 的 单 极 
子 . 注意 : 扰动 的 单 极 子 并 非 温度 分 布 的 零 阶 量 一 一 后 者 在 全 空间 是 一 个 常数 ! 而 


O 注意 到 我 们 正 同时 展开 为 两 个 小 量 : 微 扰 及 微小 的 能 量 转 移 . 这里, 在 微 扰 时 , 将 f(z') 一 fe) 拆 
分 成 零 阶 项 和 一 阶 项 . 
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TRAD Oo 表示 了 给 定 的 空间 某 点 的 单 极 子 对 其 在 全 空间 作 平 均 的 偏离 . 我 们 之 后 会 
将 (4.52) 式 一 般 化 为 其 他 多 极 子 的 形式 . 

其 二 是 p n 项 , 它 对 立体 角 V 积分 时 也 不 能 看 成 常数 . Eo, 是 一 个 固定 量 
的 时 候 , p’ -m 的 积分 为 零 . 故 这 一 项 对 立体 角 的 积分 剩 下 


oo (0) (0) 
Cf 由] = ner | dp'p' A i p' me Qo + pe eg 


5 a eR 2 ) 


PE Op) — fO 可 (4.53) 


现在 可 以 对 p 积分 了 : 上 式 第 一 行 按部就班 地 对 5 函数 积分 , 第 二 行 选择 分 部 积 
分 , 得 到 


of© ; ne 
C[f (P) = —p Op neoT [Oo — O(P) + P- Up). (4.54) 
现在 已 经 可 以 预期 康 普 顿 散 射 对 光子 分 布 函数 的 影响 了 . 在 电子 的 整体 速度 为 堆 
时 (vp = 0), 碰撞 项 使 O 趋 于 Oo, 即 当 康 普 顿 散射 的 效应 非常 强 时 , 只 有 单 极 子 


的 扰动 能 够 维持 更 高 阶 矩 的 扰动 都 被 消除 了 (图 4.3). 直观 上 理解 , 强 散 射 意味 着 
光子 平均 自由 程 非常 小 . 所 以 , 如 果 康 普 顿 散射 很 有 效 , 到 达 给 定 空间 点 的 光子 都 是 


图 4.3 ”耦合 的 物质 与 光子 的 一 个 平面 波 扰动 . R ( 浅 ) 色 区 域 表示 热 ( 冷 ) 的 电子 温度 . 如 果 
康 普 顿 散射 非常 有 效 , 光子 在 离 观 测 点 很 近 的 空间 位 置 发 生 最 后 散射 . 圆 形 表示 在 图 中 用 * 
标记 的 观测 点 的 最 后 散射 面 . 在 这 个 最 后 散射 面 上 的 温度 几乎 趋 于 均匀 , 所 以 各 点 的 分 布 函数 
几乎 都 是 单 极 子 . ER: 不 同 的 圆 (对 应 不 同 观察 者 ) 由 于 扰动 拥有 不 同 的 温度 , 所 以 说 
单 极 子 在 空间 各 点 是 变化 的 
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被 距离 很 近 的 电子 所 散射 的 . 这 些 很 近 的 电子 的 温度 极 有 可 能 与 这 个 给 定点 所 观 
测 到 的 温度 相近 . 因此 , 各 方向 到 达 的 光子 都 拥有 这 个 相同 的 温度 . 这 是 单 极 子 分 
布 的 特征 : 天 空 各 方向 的 温度 是 均匀 的 . 

如 果 电 子 拥有 一 个 整体 运动 速度 , 情况 就 不 尽 相 同 了 . 这 时 , 光子 会 有 一 个 固 
定 在 电子 速度 矢量 (大 小 和 方向 ) 上 的 偶 极 子 分 布 . 但 是 , 就 算 在 这 种 情况 下 , 更 高 
阶 的 矩 也 全 部 为 零 . 所 以 , 由 于 康 普 顿 散射 的 影响 产生 了 一 个 非常 易于 分 类 的 光子 
分 布 : 一 个 单 极 子 和 一 个 偶 极 子 . 这 也 可 以 说 , 光子 表现 为 一 种 流体 . 实际 上 , 强 散 
射 (RRA) 使 光子 和 电子 表现 为 一 种 单一 的 流体 . 


4.4 光子 的 玻 尔 效 曼 方 程 


现在 我 们 可 以 将 前 两 节 讨 论 过 的 玻 尔 兹 曼 方程 的 左右 两 侧 整 合 起 来 . 再 加 上 
ILA FE, 就 会 完成 本 章 的 第 一 个 目标 一 一 描述 光子 扰动 分 布 函数 的 线性 方程 . 由 
(4.42) 式 和 (4.54) 式 可 得 


ð ao ð pov 
Ot aðri At aðr 

这 时 可 以 很 方便 地 重新 引入 在 (2.41) 式 中 定义 的 共 形 时 间 ?7 作为 时 间 变 量 . 玻 尔 
效 曼 方程 用 共 形 时 间 可 以 写成 
e+ aa +64 sZ = meora[e6o — O + p- 5]. (4.56) 
从 这 以 后 , 在 变量 上 方 加 一 “点 ”表示 对 共 形 时 间 求 导 . 

(4.56) 式 是 一 个 线性 偏 微分 方程 , 它 将 9 与 同样 线性 演化 的 量 v. o Ao, 
系 起 来 . 如 果 我 们 对 所 有 这 些 变量 进行 傅 里 叶 变换 , 则 8/6x’ 一 iki(= k), 得 到 的 
传 里 叶 幅 值 遵循 常 微 分 方程 更 好 求解 . 在 讨论 均匀 宇宙 背景 上 的 微 扰 情 形 时 , BH 
叶 变 换 还 有 一 个 附加 的 好 处 : 由 于 背景 是 平滑 的 , (4.56) 式 中 唯一 的 了 依赖 性 被 隐 
藏 在 扰动 变量 本 身 中 . 一 般 地 , 有 


aA(z) = bB(Z) (4.57) 


= neor [Oo — O + p- Vy]. (4.55) 


形式 的 方程 , 经 过 伟 里 叶 变 换 为 
aA(k) = bB(k). (4.58) 


即 每 一 个 傅 里 时 模 都 独立 地 进行 演化 : 可 以 解 出 Alki), BERRA SE Alka) 的 
任何 信息 . BOR (4.56) 式 传 里 时 变换 , 得 到 了 一 系列 关于 傅 里 时 模 的 常 微 分 方程 ， 
而 且 这 一 系列 方程 是 解 耦合 的 . 我 们 可 以 分 别 求解 关于 每 个 -模式 的 方程 . 
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请 注意 这 样 的 简化 是 由 于 有 微 扰 的 假定 (等 价 于 方程 是 线性 的 )， 只 有 在 这 种 
情况 下 , 不 同 的 传 里 叶 模 才 独 立 演化 . 在 宇宙 演化 的 各 个 时 期 , 关于 CMB 的 扰动 
始终 很 小 , 所 以 传 里 叶 变 换 是 十 分 有 用 的 . 与 之 相 比 , 关于 物质 的 扰动 就 非常 复杂 . 
起 初 这 些 扰动 很 小 , 甚至 直到 比较 接近 现在 的 时 刻 它 们 仍然 很 小 . 当今 宇宙 最 大 的 
尺度 仍然 处 于 线性 范围 之 内 , 所 以 傅 里 时 变换 在 物质 扰动 的 研究 中 还 相当 有 用 处 . 
然而 , 试图 描述 当今 完整 的 物质 场 还 需要 计算 其 非 线 性 , 正 因 如 此 , 傅 里 时 变换 失 
去 了 它 的 很 多 吸引 力 . 当 非 线性 的 现象 开始 变 得 更 重要 , 不 同 的 伟 里 叶 模 开始 相互 
BE, 所 以 计算 物质 扰动 演化 至 现在 的 程序 都 是 在 实 空间 运行 的 . 但 这 些 程序 的 初 
始 条 件 在 z ~ 20 处 也 是 由 线性 演化 的 结果 设 定 . 

定义 傅 里 叶 变 换 为 

3 = 
Q(z) = / are 76). (4.59) 
通常 用 波 矢 的 模 @K = VRiki 来 描述 一 个 依 里 叶 模 . 

在 将 (4.56) 式 写成 傅 里 叶 模 之 前 , 最 后 定义 两 个 量 . 其 一 , ENER k MTF 

传播 方向 2 的 余弦 值 为 

p= EP, (4.60) 
从 现在 起 , 我 们 用 jy 描述 光子 的 传播 方向 . 回顾 图 4.3 可 以 很 好 地 理解 的 意义 . 
ER k 指向 温度 变化 的 方向 , 所 以 平行 于 温度 梯度 ( 在 图 中 是 水 平方 向 的 )， 当 
& = 工时 , 光子 的 传播 方向 与 一致, 即 光子 沿 温 度 变化 的 方向 传播 . 如 果 光子 沿 温 
度 维持 不 变 的 方向 传播 (图 中 竖 直 方向 ), 则 / = 0. 通常 假设 重子 在 一 点 的 速度 与 
方向 一 致 (等 价 于 速度 是 无 旋 场 ), 所 以 T p= Oy. 其 二 , 定义 光 深 


no 
T(n) =f dn/n.ora. (4.61) 
n 


在 宇宙 演化 晚期 , 自由 电子 数 密度 很 小 , 故 + < 1; 而 在 早期 ,r 很 大 . 注意 到 上 式 积 
分 的 定义 使 得 


A 
3 


= = 一 neaTa. (4.62) 


dn 
根据 这 些 定义 , 最 终 得 到 


6 + ikwO + © + ikw© = —7[6 — 6 + pay]. (4.63) 


© 注意 k 是 欧 氏 空间 中 的 一 个 三 维 矢量 , 故 kt = ki 并 不 需要 度 规 来 进行 指标 升降 ， 速 度 vi 亦 
如 此 . 
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我 们 可 以 将 前 几 节 的 推导 应 用 到 推导 宇宙 中 其 他 任何 物质 的 玻 尔 兹 曼 方程 当 
中 .暗物质 在 宇宙 中 的 演化 非常 重要 . 在 当今 几乎 所 有 流行 的 结构 形成 的 模型 中 ， 
暗物质 在 结构 形成 和 确定 引力 场 方面 起 到 了 重要 的 作用 . 

也 许 引入 能 动 张 量 的 守恒 性 质 会 对 推导 暗物质 的 演化 方程 很 有 帮助 , 就 像 在 第 
2 章 均 匀 宇 宙 的 讨论 中 所 做 的 一 样 .与 光子 不 同 , 暗物质 永远 表现 得 像 流体 , 所 以 
可 以 完全 用 Tu 描述 . 然而 , 在 这 里 依然 不 惜 麻烦 地 用 玻 尔 兹 曼 方 程 的 推导 来 得 到 
暗物质 的 方程 . 这 样 既 可 以 强化 前 几 节 的 计算 , 同时 给 下 一 节 电 子 和 质子 的 方程 推 
FAE. 

暗物质 与 光子 的 分 布 函数 有 相当 多 的 不 同 之 处 . 首先 , 从 定义 上 说 ,“ 暗 ”物质 
几乎 不 与 宇宙 中 任何 其 他 成 分 相互 作用 , 所 以 我 们 可 以 不 用 处 理 任何 碰撞 项 . 其 次 ， 
不 同 于 光子 , 冷 暗 物质 是 非 相对 论 性 的 . 所 以 我 们 要 重新 推导 其 运动 学 公式 , UR 
定 玻 尔 北 曼 方程 左边 的 形式 . 特别 地 ,(4.11) 式 的 限制 变 成 了 


Oi PEP” = —m? (4.64) 
其 中 m 是 暗物质 粒子 的 质量 . 同样 有 必要 定义 其 能 量 为 
E= Vp? + me, (4.65) 


其 中 p 在 (4.13) 式 中 严格 定义 为 p = 9%5 PP7. 当然 , 在 质量 为 零 的 情况 下 ,(4.65) 
HARA E =p, 这 时 不 再 需要 E. 这 里 , 让 ERE p 成 为 分 布 函数 依赖 的 一 个 变量 
是 很 方便 的 (分 布 函数 还 依赖 于 位 置 z、 时 间 上 和 方向 矢量 p). 现在 可 以 推导 有 质 
量 粒 子 的 四 动量 在 (4.14) 式 和 (4.19) 式 的 对 应 形式 : 


pH = 区 _w), pi (4.66) 


仅 有 时 间 分 量 与 零 质 量 粒 子 的 方程 不 同 , BD E 替代 了 p. 
E 作为 自 变量 之 一 使 得 暗物质 分 布 函数 的 时 间 全 导数 fam 变 成 


dfam =, Ofam Ofam da’ Ofam dE Ofam dp 


dt w oe æ p a P E 
同样 的 , 上 式 最 后 一 项 是 两 个 一 阶 项 的 乘积 , 可 以 忽略 掉 . 由 于 限制 (4.64) 式 , 分 布 
函数 对 AE 的 偏 导数 的 系数 与 零 质 量 的 情况 略 有 不 同 . 通过 与 4.2 节 类 似 的 推 
导 , 得 到 了 非 相 对 论 性 物质 无 碰撞 的 玻 尔 效 曼 方程 : 


Ofam , P p Ofam [da/dtp? POB ppoEl _ 
Ot tub Oxt a BEA” a oa =. (1:68) 


(4.67) 
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必然 地 , (4.33) RÆ (4.68) 式 在 质量 为 零 的 情况 下 的 特例 . 两 式 主要 的 差别 在 于 速 
度 因子 p/E. 我 们 在 之 后 会 看 到 , 对 于 暗物质 粒子 , p/E 的 存在 压制 了 任何 自由 流 
动 现象 . 
对 于 零 质量 的 情况 , 接 下 来 的 推导 利用 了 分 布 函数 的 知识 (已 知 形式 ), 即 我 们 
已 知 其 零 阶 分 布 是 玻 色 - 爱 因 斯 坦 分 布 , 然后 在 其 上 增加 扰动 . 对 于 冷 暗 物质 粒子 ， 
不 需要 其 零 阶 分 布 函数 这 样 详 细 的 信息 , 只 需 知 道 这 些 粒 子 是 非 相 对 论 性 的 . 所 以 
暗物质 的 热 运 动 可 以 被 忽略 ( 见 练习 9). 然而 我 们 不 能 完全 忽略 p/m, 因为 密度 扰 
动 本 身 通过 连续 性 方程 引起 暗物质 中 的 速度 流 . 这 样 的 速度 流产 生 了 p/m ~ v 项 ， 
必须 保留 . 我 们 只 能 在 线性 推导 中 忽略 p/E 的 二 阶 项 . 
我 们 并 不 直接 假定 fam ÉA, 而 是 提取 (4.68) 式 的 各 阶 矩 . 首先 , 两 边 同 乘 以 
相 空 间 体 元 Piah 然后 积分 . 得 到 
ð ft da/dt ðğ d3p ô fam pP? 
at os fam + Je js | : +2] f = 3 = 
1 ðY dp Ofam ji 
apri (Qn)? OB” 
注意 到 由 于 它们 是 独立 变量 , 因此 对 p 的 积分 可 以 贯穿 对 zi 和 + 上 的 偏 导 . 这 里 最 
后 一 项 可 以 忽略 . 因为 只 有 fom 的 扰动 部 分 对 方向 矢量 的 积分 不 为 零 , 故 这 个 积分 
得 到 一 个 一 阶 量 , 乘 以 同 为 一 阶 量 的 6 亚 /68z:. 剩 下 的 项 都 要 保留 . 简单 起 见 , 重新 
引入 暗物质 密度 中 


= 0. (4.69) 


3p 
nan = f Bf (4.70) 
暗物质 的 速度 定义 为 
1 dp 。 pp 
Tam J Qr) T EB 
这 样 (4.69) 式 前 两 项 就 可 以 用 速度 和 密度 表达 . BOT, 要 将 其 与 密度 相 
关联 , 需要 分 部 积分 . 由 于 dE/dp = p/E, 被 积 函数 可 写 为 p0fam /63p， XR, 积分 


变 为 
dp Ofam _ 4n [sO fam 
Ga Bp ak | a ap 


= 一 3ndm. (4.72) 


故 玻 尔 兹 曼 方 程 的 单 极 矩 导致 了 连续 性 方程 在 宇宙 学 意义 上 的 推广 : 
Onam _ 10(namv*) da/dt  0® 
Bs + aa) +3 | +B] nam =0. (4.73) 


@ 这 里 将 自 旋 简 并 gam 归 入 到 相 空 间 分 布 函数 fam 当中 . 在 本 章 最 后 一 节 对 电子 也 做 同样 的 处 理 . 


v= 


(4.71) 
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前 两 项 是 流体 力学 连续 性 方程 中 标准 的 两 项 . 最 后 一 项 是 由 于 FRW 度 规 和 其 扰动 
导致 的 . 

为 了 更 进一步 , 将 (4.73) 式 中 的 零 阶 项 和 一 阶 项 提取 出 来 . 速度 和 © 都 是 一 
阶 量 , 零 阶 项 只 剩 下 


(0) 
Onan ĝ si 


=0 (4.74) 
这 里 nO 是 零 阶 、 均 匀 的 暗物质 密度 . 上 式 等 价 于 
dlnt?) _ =0 = ny «a, (4.75) 


dt 


一 个 在 第 1 章 中 就 期 待 得 到 的 宇宙 膨胀 的 推论 . 在 第 2 章 中 通过 能 动 张 量 的 守恒 
也 得 到 了 这 样 的 关系 式 . 

现在 让 我 们 提取 (4.73) 式 中 的 一 阶 项 . 所 有 的 nam 乘 以 一 阶 量 v 或 @ 都 应 设 
yn), 其 余 处 将 nam 展开 成 包含 一 阶 扰动 的 形式 . 设 


Nam = nO [1 + 6(Z, t)], (4.76) 


这 里 定义 一 阶 项 为 nO) 5. 由 于 物质 的 能 量 密度 等 于 质量 乘 以 w 所 以 5 同样 是 暗 
物质 的 密度 起 伏 6p/p. RA nD 之 后 , 一 阶 项 的 方程 写 为 


06 + 1 dv" a 
Ot aðr’ Ot 


现在 来 看 , 我 们 已 经 引入 了 两 个 新 的 暗物质 扰动 变量 : 密度 扰动 5 和 速度 T. 
(4.77) 式 只 是 描述 这 两 个 扰动 变量 的 方程 之 一 . 我 们 需要 另外 一 个 方程 来 求解 这 两 
个 变量 . 为 了 得 到 另外 一 个 方程 , 回 到 未 积分 的 玻 尔 兹 曼 方 程 (4.68) A. 我 们 刚 
提取 了 它 的 单 极 矩 , 为 了 得 到 第 二 个 方程 , 需要 提取 它 的 一 阶 矩 . 将 (4.68) ARU 
d3p(p/E)p! /(20)?, 然后 积分 , 得 到 一 阶 矩 的 方程 

ð f a S 1 8 f dp i 
= 3 Jar setae + a Ori SF fam EP 
E a a] d3p Ofamp’p? 1 = / d3p Ofam PP p? 


a | ot|/ Qn OF E? aðr) Que OE E 


=0. (4.77) 


. (4.78) 


前 两 项 很 简单 : 第 一 项 是 namvi 的 时 间 导 数 , 第 二 项 可 以 被 忽略 掉 , ALE 2 ((p/E)?) 
KHER. 后 面 的 几 项 由 于 偏 导 数 的 存在 需要 小 心 处 理 . 由 (p/ E)O/OE = 0/6p, 第 三 
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项 实际 上 是 p/E HBR, 而 最 后 一 项 ee 将 第 三 项 分 部 积分 : 
f dp 8 fam pP e p‘ =- 


(2r)3 Op E 
he p 
i -J Gaf Jy “Pim (¢ -5) 0m 
P5/E3 可 以 完全 被 忽略 ， 所 以 唯一 对 积分 有 贡献 的 一 项 来 自 —4p/E: 其 积分 是 
一 4namvi. 对 (4.78) 式 最 后 一 项 做 同样 的 处 理 , 并 利用 


J dpp = 64 =. (4.80) 


FS BURR BH FB — BE 


O(namv”) Salat Nam OV 
a ie 


——namv’ + — aa 0. (4.81) 
thoes alah 因为 速度 是 一 个 _ 阶 量 所 以 我 们 只 需要 提取 一 阶 的 项 ， 
这 样 可 以 设 nam 一 nO. 利用 (4.75) 式 中 的 关系 , 得 到 
$ sol y a as =0. (4.82) 

(4.77) 式 和 (4.82) 式 是 描述 冷 瞳 物 质 密度 和 速度 演化 的 两 个 方程 . 动量 守恒 方 
程 (4.82) 式 并 没有 标准 的 (7 .V)7 一 项 , 因为 拥有 两 个 因子 v 的 项 显然 是 二 阶 项 . 
这 两 个 方程 有 一 个 有 趣 的 特点 : 将 玻 尔 兹 曼 方 程 积分 可 以 得 到 流体 方程 . 注意 , 描 
述 密度 的 方程 取决 于 更 高 阶 的 矩 一 一 速度 . 更 普遍 地 ,积分 得 到 玻 尔 效 曼 方程 的 1 
ME, 需要 玻 尔 兹 曼 方 程 的 1 十 1 阶 矩 . 原理 上 , 这 样 的 积分 过 程 需要 无 限 序列 的 分 
MAARE. 实际 上 , 在 后 面 将 会 看 到 这 是 解 光子 玻 尔 兹 曼 方程 (4.63) 式 的 一 种 方 
法 , 到 目前 我 们 还 未 对 其 积分 . 你 也 许 会 预期 , 描述 速度 的 方程 应 依赖 于 暗物质 分 
布 更 高 阶 的 矩 一 一 四 极 子 . 但 事实 并 非 如 此 , 因为 我 们 考虑 的 是 “ 冷 ” 暗 物质 , 已 经 
将 (p/E)? 和 更 高 阶 的 量 忽 略 掉 了 . 这 些 项 对 应 于 分 布 函数 更 高 阶 的 矩 , 与 冷 瞳 物 
质 不 相关 . 因此 ,(4.77) RAI (4.82) 式 已 经 能 够 完备 地 描述 冷 暗物质 的 分 布 吕 . Be 
处 到 小 质量 的 暗物质 粒子 , 如 有 质量 的 中 微 子 , 这 些 高 阶 矩 还 是 应 该 保留 的 . 

最 后 将 (4.77) AA (4.82) 式 写 成 共 形 时 间 7 和 侍 里 叶 变 换 的 形式 , 密度 方程 
化 为 


5 + ikd +38 =0 (4.83) 
这 里 假设 速度 是 无 旋 场 , 即 o = (kt p 速度 方程 化 为 


ô+ Žo +ikb =0. (4.84) 


a pes 


O 当然 , 还 需要 引力 势 OAV 的 方程 , 它们 来 自 于 爱 因 斯 坦 场 方程 , 正如 对 于 a 的 零 阶 方程. 


46 ”重子 物质 的 玻 尔 兹 曼 方 程 .93. 


46 ”重子 物质 的 玻 尔 兹 曼 方程 


玻 尔 兹 曼 方程 中 还 需要 宇宙 中 的 其 他 成 分 : 电子 和 质子 ， 这 两 者 通常 合 称 重 
子 , 这 样 的 命名 显然 有 些 可 笑 (电子 是 轻 子 而 非 重子 ), 但 这 种 命名 已 经 成 为 习惯 . 

电子 和 质子 通过 库仑 散射 (e + p > e+p) 耦合 在 一 起 . 在 所 涉及 的 宇宙 演化 
的 各 个 时 期 , 库仑 散射 率 都 远大 于 宇宙 的 膨胀 率 ( 见 练习 12). 这 样 强 的 耦合 使 电 
子 和 质子 的 密度 反差 为 同一 个 值 : 


PeT Pe -PBT Ph aii (4.85) 


这 里 应 用 角 标 “b” 表 示 重 子 物质 . 类 似 地 它们 的 速度 也 同 为 一 个 值 ， 


Te = Up = db. (4.86) 


Q 
oO 

Q 
ie) 

Ill 
a 


我 们 需要 推导 出 关于 6p 和 计 的 方程 组 , 从 电子 和 质子 的 未 积分 的 玻 尔 效 曼 方程 
开始 : 


df.(Z, 7, t 
= (Cep)}QQ'g' + (Cey)pprg' (4.87) 


He = (Cep)gq'Q’. (4.88) 
这 里 的 记号 与 前 几 节 相 比 , 显得 异常 简洁 , 也 许 会 很 有 欺骗 性 . 之 后 的 叙述 还 要 沿 
PE 所 以 在 这 里 需要 仔细 解释 . 首先 , 注意 光子 的 初 、 末 动量 分 别 是 也 
和 p, 电子 的 初 、 末 动量 分 别 是 M g, 质子 的 初 、 末 动量 分 别 是 G 和 OQ’. 在 电 
子 分 布 函数 的 方程 中 的 康 普 顿 大 散射 项 中 , 定义 了 未 积分 的 碰撞 项 为 
|M]? 

8E(p)E(p’) Ee(q) E(q') 
这 里 的 尖 括 号 表示 对 在 其 角 标 上 的 所 有 动量 积分 : 


Cwe = Sa J a J Eao (4.90) 


而 库仑 散射 项 也 是 类 似 的 , 唯一 的 区 别 在 于 这 两 个 过 程 的 强度 . 

理论 上 (4.88) 式 应 包含 质子 对 光子 的 散射 项 . 但 这 种 散射 的 散射 截面 远 小 于 
康 普 顿 散射 (电子 对 光子 的 散射 ) 的 散射 截面 (在 这 两 种 散射 中 , 散射 截面 都 反比 
于 质量 的 平方 ). 因此 , 电子 -质子 流体 与 光子 的 相互 作用 主要 取决 于 康 普 顿 散 射 ， 
而 质子 -光子 的 散射 可 以 忽略 掉 . 同样 , 从 理论 上 在 (4.87) 式 和 (4.88) 式 中 应 该 加 


Cey = (20) (p+q-p'-q') {fela')fy(p')— fela) fy(p)} (4.89) 
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入 电离 和 再 复合 的 项 . 然而 这 只 不 过 是 分 散 我 们 的 注意 力 , 故我 们 把 电子 都 当成 电 
离 的 . 
根据 这 些 记 号 的 定义 , 我 们 可 以 继续 推导 关于 jb 和 wv 的 方程 组 . 首先 , 将 
(4.87) 式 两 边 同 乘 相 空 间 体积 微 元 d3q/(2n)3 然后 积分 . 等 号 左边 变 成 与 推导 过 的 
暗物质 方程 (4.73) 相同 的 形式 . 所 以 可 以 立即 写 出 
One . 10(nev:i) da/dt  0® 
下 -I +3| a | 
可 以 从 数学 上 证 明 等 号 右边 两 项 均 为 零 . 例如 , 等 号 右边 第 一 项 , 在 交换 Q Q 
和 g 一 gq 下 是 对 称 的 . 又 因为 被 积 函数 cp 在 这 样 的 交换 下 是 反对 称 的 , 故 积分 
只 能 为 零 . 更 直观 地 , 我 们 所 考虑 的 散射 过 程 确保 电子 数 守恒 , 所 以 碰撞 项 不 会 对 
dn/dt ARER, 即 对 feld) f(Q) 的 积分 计算 了 在 库仑 散射 中 产生 的 电子 数 , 而 它 显 
然 等 于 对 fela) f(Q) 的 积分 一 一 在 库仑 散射 过 程 中 丢失 的 电子 数 . 更 一 般 地 , 每 当 
用 一 个 守恒 量 乘 以 未 积分 的 碰撞 项 , 然后 积分 , 结果 一 定 为 零 . 
所 以 ,(4.91) 式 的 扰动 形式 与 (4.77) 式 相 同 . 变换 到 傅 里 叶 空间 并 用 共 形 时 间 ， 
得 到 


Ne = (Cep)QQ'a'q + (Cey)pp'q'g: (4.91) 


by + iki, +36 = 0. (4.92) 


重子 物质 的 第 二 个 方程 由 提取 (4.87) 式 和 (4.88) 式 的 一 阶 矩 并 相 加 得 到 . 同 
暗物质 的 推导 类 似 , 在 那里 我 们 先 乘 以 B/E 然后 对 所 有 动量 积分 ; MEZE, 我 们 
先 用 了 乘 以 未 积分 的 方程 (4.91)( 对 于 质子 的 方程 乘 以 Q). 这 样 , 暗物质 方程 直到 
RA m 才能 得 到 其 结果 . 积分 后 的 电子 的 方程 左边 , 除了 未 乘 一 项 me, 与 (4.81) 
式 的 左边 完全 相同 . 而 同样 的 , 质子 的 方程 需要 乘 以 m. 由 于 质子 的 质量 远大 于 电 
子 的 质量 , 两 式 左边 相 加 的 结果 主要 是 质子 的 方程 的 贡献 . 所 以 , 依据 (4.81) 式 , 得 
到 


A(npv}) da/dt ;  MpNny OW 
2E ST had Z ei eee 
Mp at i pnb + 4 ae 
= (Cea + Q?))QQ'a'q + (Coy9”) pp'a'a- (4.93) 


这 里 等 号 右边 是 质子 方程 和 电子 方程 相 加 的 结果 . 每 个 方程 都 有 库仑 散射 项 , AP 
它们 不 同 的 权重 : gx 电子 方程 +Gx 质子 方程 . 而 仅 电子 方程 有 康 普 顿 散射 项 , 故 
这 里 只 有 一 项 了 我 们 可 以 再 一 次 利用 守恒 原理 (这 一 次 是 动量 守恒 ) 证 明 cop (7+Q) 
对 所 有 动量 的 积分 为 零 . 等 号 两 边 同 除 以 Opp = mn, 得 到 
au}, 
“Ot 
O 注意 这 里 的 习惯 ,pb 是 零 阶 重子 物质 的 密度 ， 而 重子 物质 的 总 密度 应 是 pb(1 +ô), 在 后 面 将 沿用 
这 样 的 习惯 . 


da/dt ; 1 Ov 1 
+ = up + rh 二 De CT opaa (4.94) 
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在 这 里 利用 了 熟悉 的 关系 式 nO xa 消去 nO 的 时 间 导 数 和 左边 四 个 da/dt 项 
中 的 三 个 

最 后 一 步 是 计算 康 普 顿 散射 过 程 中 动量 g 的 平均 值 . 与 前 面 一 样 , 利用 系统 的 
总 动量 7+ 9 Ft, 得 到 


(Coy) pp’q'a = —(CeyP) pp’a'a- (4.95) 


现在 变换 (4.94) 式 到 傅 里 叶 空 间 并 两 边 同 乘 以 ki. 由 名 .P= py,(4.94) 式 右边 变 成 
—(CeyP}t) pp'q’q/ Po: 我 们 已 经 在 (4.54) 式 中 计算 过 (Ga 现在 只 需要 乘 以 PH, 然 
后 对 积分, (4.94) 式 的 右边 得 到 


(CeypH) pp'q'a mer f dp 079 : 
TT Oo — )+0 
pb ps J (an)? ap pp Heo bä] 
NeOT dp ,0f© 1 du _ 
Qn? z . (4 
Pr [ ma” ap J, zlo- lH) + Dou]. (496) 


Xt p 的 积分 由 分 部 积分 得 到 , A -4py, 第 一 项 、 第 三 项 对 / 的 积分 很 简单 (第 一 项 
积分 为 零 , 第 三 项 积分 得 到 wb/3). 第 二 项 是 扰动 O 的 一 阶 矩 . 之 前 定义 其 单 极 矩 
为 Oo. 这 样 很 自然 地 在 这 里 定义 其 一 阶 矩 为 


1 
Qi1= 了 yep) (4.97) 


这 里 习惯 性 地 加 入 因子 i 上 式 的 定义 在 实 空间 和 傅 里 叶 空 间 都 成 立 . 
现在 我 们 得 到 了 碰撞 项 的 表达 式 , 将 其 代入 (4.94) AF, 并 变换 到 传 里 叶 空 间 ， 
采用 共 形 时 间 , 得 到 


Op ie = ip +ikW = 和 ie， + Dp]. (4.98) 


为 何 有 一 项 pb 在 分 母 中 昵 ? 换 句 话说 , 既然 光子 主要 被 电子 散射 , 为 何 重子 
物质 密度 (主要 由 质子 占据 质量 ) 会 出 现在 速度 方程 中 ?从 物理 上 解释 ， 这 是 因 
为 移动 电子 非常 困难 ,电子 经 由 康 普 顿 散射 牢 牢 地 与 质子 不合 . 若 质子 质量 无 限 
大 ,pb 一 00, 康 普 顿 散射 根本 就 不 会 改变 电子 的 速度 , 不 会 对 质子 -电子 流体 产生 任 
何 影 响 . 推导 (4.98) 式 过 程 中 设 ne = np = np, 但 是 在 有 中 性 氢 存 在 , 即 ne +n 
的 情况 下 , (4.98) 式 仍 然 成 立 . 实际 上 在 再 复合 过 程 之 后 , 大 多 数 质 子 束缚 在 中 性 
ARTF. 甚至 在 再 复合 过 程 之 前 , 也 有 一 小 部 分 质子 在 氨 原 子 或 离子 中 . 你 也 
许 会 考虑 将 (4.98) 式 分 母 中 的 pb 替换 为 自由 质子 的 密度 , 然而 实际 上 , 即使 中 性 
A. ASH. AF RMS ( 见 练习 12), 所 有 的 重子 也 应 被 包括 进来 .(4.98) RIE 
常 普遍 地 控制 了 重子 速度 的 演化 . 
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宇宙 中 的 各 种 成 分 并 非 在 空间 完全 地 均匀 分 布 . 对 于 诸如 暗物质 、 重 子 物质 这 
样 非 相对 论 性 的 成 分 , 这 意味 着 某 些 区 域 比 其 他 区 域 密度 更 大 , 以 及 在 空间 存在 小 
的 连贯 的 速度 . 对 于 暗物质 , 我 们 将 这 种 密度 起 伏 记 为 6(z,t), 其 速度 记 为 T, t). 
对 于 重子 物质 这 些 扰 动 记 为 æT, t) 和 (T, t). EREEREER AE, 最 
简单 的 方法 是 处 理 它们 的 傅 里 叶 变 换 . 波 矢 大 代表 的 健 里 叶 模 的 演化 只 取决 于 
的 大 小 , 所 以 我 们 求解 方程 5(k,t)， 我 们 发 现 用 共 形 时 间 7 当 作 演化 变量 很 方便 . 
还 有 , 在 文献 中 通常 对 变量 的 健 里 叶 变 换 不 标记 “~” 符号 . 因此 以 后 在 方程 中 将 
EH ôlk n) lkn) v(k,n) 和 wlk, n). 这 里 的 标量 速度 是 速度 平行 于 的 分 量 ， 
它们 是 宇宙 学 相关 的 量 . 

对 于 光子 、 中 微 子 这 样 相 对 论 性 的 粒子 需要 更 多 的 信息 来 描述 . 它们 不 仅仅 有 
单 极 子 扰动 (等 价 于 密度 扰动 ) 和 偶 极 子 扰动 (等 价 于 速度 ), 而 且 还 有 四 极 子 、 八 
极 子 和 更 高 阶 矩 的 扰动 . 换言之 , 光子 的 分 布 不 仅 取 决 于 云 和 时 间 , 还 取决 于 光子 
的 传播 方向 方 MEREEN, 光子 分 布 不 仅 取决 于 大 和 n, 还 取决 于 u= pk. 
所 以 光子 扰动 的 变量 是 O(k, u,n), 即 温度 反差 比例 T/T 的 傅 里 时 变换 . 中 微 子 的 
扰动 取决 于 同样 的 变量 , 我 们 将 之 记 为 N (k, u,n). 

定义 光子 的 单 极 子 ((4.52) R) 和 偶 极 子 ((4.97) R) 非常 有 用 , 而 一 阶 矩 Bo(%, u) 
MPH O1(k, 4) 并 不 能 完全 描述 光子 的 分 布 . 更 一 般 地 , 有 必要 定义 温度 场 更 高 
阶 条 的 多 极 子 为 l 

o= | Frew) (4.99) 
其 中 P, 是 1 阶 勒 让 德 多 项 式 ， 四 极 子 对 应 1 = 2, 八 极 子 对 应 ! = 3， 以 此 类 推 . 
更 高 阶 的 勒 让 德 多 项 式 拥 有 更 小 尺度 的 结构 OLA 4.4), 故 更 高 阶 的 矩 提取 了 温度 
场 更 小 尺度 结构 的 信息 . 所 以 , 光子 的 扰动 既 可 以 用 O(k, un), 也 可 以 用 所 有 的 矩 
Bi(k,) 来 描述 , 而 且 这 对 中 微 子 的 分 布 也 适用 . 

我 已 经 将 偏振 部 分 的 讨论 推迟 到 第 10 章 , 但 在 4.3 节 中 也 提 到 , 对 温度 各 向 异 
性 完整 、 正 确 的 处 理 需要 加 入 偏振 效应 . 在 第 10 章 给 出 更 加 正规 的 定义 之 前 , 先 将 
偏振 的 强度 记 为 Op. 它 描述 了 偏振 场 在 空间 的 变化 . 在 傅 里 叶 变换 后 , 它 同样 依 
HIF ku Mn. 

现在 总 结 推导 出 光子 、 上 暗物质 、 重 子 物质 的 玻 尔 兹 曼 方程 , 并 补充 上 中 微 子 的 
BRE STFU FE: 


, : 1 
O + ikuO = —® — ikuẸ —7 | Oo — O + pp — 3 P2(u)I (4.100) 


。。@ 一 位 早期 的 审 稿 人 很 讨厌 这 样 的 书写 习惯 
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II = ©2 + Op2 + Opo (4.101) 

Op +ikuOp = —7 |—-Op + (lt — Pe(u))0 (4.102) 
6 + iku = —36 (4.103) 

b+ Sy = ik (4.104) 

dp + ikup = —36 (4.105) 

Up + to = 一 达 亚 十 Tia + 3103] (4.106) 

N +ikuN = —® —ikpw. (4.107) 


P(t) 


图 4.4 勤 让 德 多 项 式 . 相 比 于 低 阶 勤 让 德 多 项 式 ， 高 阶 勤 让 德 多 项 式 只 在 小 尺度 变化 . 
一 般 地 , 在 -1 到 1 之 间 , Pi 与 z HAL 个 交点 


(4.100) 式 是 我 们 推导 出 的 光子 的 玻 尔 兹 曼 方程 。 唯一 的 区 别 在 于 最 后 一 项 
Poll /2 需要 一 些 解释 . 首先 , 注意 到 它 正 比 于 二 阶 勒 让 德 多 项 式 Pa (1)= (8u?-1)/2. 
(4.101) 式 出 现 了 新 的 一 项 P262/2, 这 一 项 计算 了 康 普 顿 散射 的 角度 相关 性 , 在 4.3 
节 被 忽略 掉 了 . 另外 , (4.102) RE I 的 项 表示 温度 场 同 样 与 偏振 场 的 强度 Op A 
合 . 注意 到 Op 完全 由 四 极 子 0: 产生 , 而 非 温 度 场 的 其 他 阶 甜 . 

重子 物质 速度 方程 (4.106) 中 , 光子 对 重子 的 密度 比 被 定义 为 

(0) 
5 = Lo (4.108) 
(4.107) 式 描 述 了 扰动 的 中 微 子 分 布 函数 NM. 它 与 光子 的 方程 仅 有 的 区 别 在 于 它 没 
有 碰撞 项 , 因为 中 微 子 与 宇宙 中 其 他 成 分 作用 极其 微弱 . 这 里 假定 了 中 微 子 的 静止 
质量 为 零 . 如 果 任 何 一 种 中 微 子 存在 静止 质量 ，(4.107) 式 便 需 要 对 之 进行 修改 . 练 
习 11 讨论 了 这 一 点 . 
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推荐 读物 


20 世纪 60 FA, 在 一 本 美国 国家 杂志 上 刊登 了 一 幅 卡 通 漫画 : 许多 商人 在 曼 
哈 顿 的 街道 上 行走 着 , 看 起 来 非常 严肃 体面 . 但 每 个 人 头 上 的 “思想 泡 泡 ” 揭 露 了 
他 们 真实 的 思维 关注 点 一 一 他 们 每 个 人 都 在 幻想 着 不 能 言 表 的 场景 ， 至 少 在 某 些 
方面 , 玻 尔 兹 曼 方程 在 物理 学 家 和 天 文学 家 头脑 中 扮演 着 同样 的 角色 一 一 从 未 有 人 
讨论 过 , 却 一 直 被 每 个 人 思考 着 . 

两 本 出 色 的 天 文学 教材 一 一 Radiative Processes in Astrophysics (Rybicki and 
Lightman) 和 Galactic Dynamics (Binney and Tremaine) 或 隐 或 现 地 大 量 应 用 了 玻 
RES. 在 宇宙 学 书籍 中 , 除了 在 第 1 章 中 提 到 过 的 之 外 , 此 领域 之 先驱 所 
著 The Large Scale Structure of the Universe (Peebles) 在 同步 规范 下 广泛 地 应 用 了 
RREH. 如 果 你 困扰 于 4.3 节 , 或 许 会 被 Peebles 的 书 中 §92 的 内 容 吸 引 (或 
VBA? ), 在 其 中 他 用 很 少 的 篇 幅 推导 出 康 普 顿 散射 的 项 . 

很 多 文章 推导 了 宇宙 扰动 的 玻 尔 兹 曼 方 程 , 非常 值得 阅读 . 它们 是 : 具有 开创 
性 的 工作 (Lifshitz, 1946; Peebles and Yu, 1970; Bond and Szalay, 1983). 还 有 一 
篇 很 好 的 综述 (Efstathiou, 1990). 这 里 对 于 康 普 顿 散 射 的 处 理 基 于 文献 (Dodelson 
and Jubas, 1995)， 如 果 你 只 想 读 此 领域 的 一 篇 文章 , 我 推荐 Ma 和 Bertschinger 
(1995) 的 工作 , 在 其 中 略 去 了 本 书 中 很 多 推导 过 程 , 但 拥有 在 共 形 牛顿 规范 和 同步 
规范 下 的 相关 公式 . 玻 尔 兹 曼 方程 偏振 项 的 推导 参见 文献 (Kosowsky, 1996). 还 有 
第 一 篇 给 出 张 量 的 玻 尔 兹 曼 方程 推导 的 文章 (Crittenden et al., 1993). 

本 书 不 会 在 不 同 规范 , 以 及 在 扰动 分 解 为 标量 、 矢量 和 张 量 的 方面 花 很 大 篇 幅 . 
在 这 两 方面 , 有 两 篇 非常 好 的 综述 型 文章 进行 了 详细 的 探讨 ， 它 们 是 Mukhanov, 
Feldman 和 Brandenberger (1992) Kodama 和 Sasaki (1984) 的 工作 . 这 两 篇 文章 
对 之 后 的 两 章 ( 爱 因 斯 坦 场 方程 和 暴 胀 ) 也 进行 了 很 好 的 描述 . 


练 yJ 


1. 通过 求 (4.6) RAJE, 推导 出 无 碰撞 、 一 维 谐振 子 的 流体 方程 . 相应 的 数 密度 和 速度 定 
义 为 对 分 布 函数 的 积分 如 下 : 


eS T Br, vai f See. (4.109) 
2. 同步 规范 的 度 规 是 
goo(#,t) = —1 


goi(Z,t) = 0 
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gij (T, t) = a” [ði; + hiz), (4.110) 


-2j 0 0 
hi=| 0 -2 0 (4.111) 
0 “0 h+4% 


这 里 的 入 与 共 形 时 间 无 关 . WR kW 方向 . 导出 同步 规范 下 (4.63) 式 的 对 应 形式 : 


其 扰动 为 


` 2j . 
O + ikwO 一 pi — Pa(p)ñ = —+ [90 — O + po). (4.112) 


3. 从 零 阶 未 积分 的 玻 尔 兹 曼 方程 (4.37) 起 , 对 所 有 动量 积分 , 证 明 数 密度 随 a? 的 反比 下 
降 . 本 题 的 过 程 会 证 实 (3.1) 式 左 侧 的 形式 . 

4. 证 明 在 宇宙 各 个 时 期 , 泡 利 不 相 容 原理 的 因子 1- fe 均 可 设 为 1. 首先 利用 3.1 节 中 的 
近似 (假设 Te < me) 将 fe 写成 温度 和 数 密度 的 函数 . 然后 证 明 当 温度 远 小 于 me 时 , fe 远 
ANF 1. 

5. 假设 在 本 章 开始 时 设 
df =g (4.113) 


将 上 式 的 形式 改写 成 (4.1) 式 左边 (df/dt) 的 形式 . 那么 这 里 的 碰撞 项 O 与 (4.1) 式 中 的 碰 
撞 项 C 有 何 联系 ?证 明 , 由 于 碰撞 项 本 身 为 一 阶 项 , 联系 这 两 个 碰撞 项 的 一 阶 扰动 项 可 以 忽略 . 
6. 推导 有 质量 粒子 未 积分 的 玻 尔 兹 曼 方程 (4.68). 
7. 计 入 康 普 顿 散射 的 角度 相关 性 , 从 (4.49) 式 开 始 , 但 不 再 设 散 射 强度 为 常数 , 而 是 取 


|M|? = 6xorm2(1 + cos” [p - p']). 


证 明正 确 地 计 入 角度 相关 性 会 得 到 (4.100) 式 中 的 (1/2)P2(u)O2 一 项 . 

8. 证 明 非 相对 论 性 物质 的 温度 在 无 相互 作用 时 随 a-? 变化 . 利用 (4.48) 式 的 零 阶 项 并 假 
设 fam xe E/T =e-? /2m7. 注意 这 个 结论 不 适用 于 电子 和 质子 , 因为 它们 与 光子 耦合 , 因而 
其 温度 随 a 变化. 

9. 在 练习 8 中 , 证 明了 无 碰撞 非 相对 论 性 粒子 的 热 分 布 的 温度 随 a-? 变化 , 而 相对 论 性 
粒子 随 a 变化 , 因而 Tam x T?. 当 它 们 与 暗物质 质量 相等 时 ， 由 Tam =T 归 一 化 . 当 光 子 
温度 是 leV 时 , 估计 等 效 质量 为 100GeV 的 暗物质 粒子 的 特征 热 运动 速率 . 

10. 本 题 的 目的 是 用 玻 尔 兹 曼 方程 推导 2.3 节 的 结论 . 将 (4.68) 式 的 零 阶 项 乘 以 dspE(p)/ 
(2x)? 然后 积分 . 证 明 得 到 的 方程 与 (2.55) 式 等 价 . 

11. 考虑 静止 质量 不 为 零 的 中 微 子 对 演化 方程 的 影响 . 

(a) 从 有 质量 粒子 的 玻 尔 兹 曼 方程 (4.68) 起 , 将 其 变 成 关于 N 的 方程 , 即 静 止 质 量 不 为 
零 的 中 微 子 的 分 布 函数 的 扰动 . 利用 中 微 子 分 布 函数 的 一 阶 项 


ast 


fo =f + TN (4.114) 


这 里 fO = [ez/ +1). 将 最 终 的 方程 表示 成 在 傅 里 时 空间 , 以 共 形 时 间 为 演化 变量 的 形式 . 
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(b) 最 近 针 对 大 气 中 微 子 流 的 试验 估计 , +- 中 微 子 的 质量 为 0.07eV, 远大 于 电子 中 微 子 和 
LPF. 计算 质量 为 0.07eV 的 中 微 子 对 当今 能 量 密度 的 贡献 . 你 可 以 假定 这 种 中 微 子 是 非 
相对 论 性 粒子 . 

(c) 考虑 以 下 两 种 情况 : 能 量 密度 分 别 等 于 临界 密度 除 以 冷 暗 物质 粒子 和 中 微 子 . 在 这 两 
种 情况 下 中 微 子 都 有 标准 的 丰 度 和 温度 , 唯一 的 区 别 在 于 中 微 子 的 静止 质量 为 零 , 或 者 0.07eV. 
分 别 画 出 能 量 密度 对 尺度 因子 的 函数 图 像 . 注意 两 条 曲线 在 早期 (在 早期 中 微 子 都 应 是 相对 论 
性 的 ) 和 晚期 应 该 保持 一 致 , 只 在 中 期 有 所 不 同 . 

12. 证 明 在 早期 宇宙 的 不 同时 期 常规 物质 的 耦合 性 . 

(a) 计算 库仑 散射 率 和 哈 勃 膨胀 率 的 比值 , 假定 电子 和 质子 完全 电离 . 

(b) 证 明 即 使 电离 度 在 1074 量 级 , 中 性 氨 对 自由 质子 的 散射 率 也 远大 于 字 宙 膨胀 率 . 

13. 考虑 对 度 规 的 张 量 扰动 , 其 对 goo(= 一 1) 和 goi(= 0) 无 扰动 , 但 度 规 的 空间 部 分 变 为 


1+ h4 hx 0 
ij = a? hx 1—hy O fo 
0 0 ig 


推导 在 张 量 扰动 下 光子 的 分 布 函 数 所 满足 的 方程 . 与 标量 扰动 不 同 , 张 量 扰动 导致 方位 角 的 相 
RH O, 将 各 向 异性 按 张 量 分 解 为 


OT (k, u, $) = OF (k, u)(1 — p’) cos(2¢) + OX (k, u)(1 — p’) sin(2¢). (4.115) 
证 明 + 和 x 分 量 都 满足 方程 
der T 1 dhi A T 1 ae 1 of ig 3 人 
dn + ikwO; + 2 dn =7T |O; 一 Ige? = 7 了 89i2 = 7 Cid (4.116) 


其 中 i 可 代表 + 或 x, RPA EM (4.99) 式 . 


第 5 章 ” 爱 因 斯 坦 场 方程 


第 4 章 中 建立 了 描述 引力 场 的 扰动 对 粒子 分 布 的 影响 的 方法 . 这 种 方法 得 到 
了 一 系列 方程 (4.100)~(4.107). 我 们 还 需要 对 这 些 方程 加 以 补充 , 计 入 这 些 粒子 分 
布 的 扰动 如 何 影响 引力 场 . 这 需要 广义 相对 论 中 的 爱 因 斯 坦 场 方程 . 本 章 在 详细 地 
将 爱 因 斯 坦 场 方程 加 入 扰动 后 , 对 其 零 阶 、 均匀 宇宙 下 的 解 进行 展开 . 并 非 犹 如 广 
义 相 对 论 的 声望 一 般 , 本 章 中 的 计算 尽管 有 些 元 长 , 却 并 不 那么 复杂 和 隐 了 星 , 而 是 
非常 直接 . 但 是 , 这 些 推导 还 是 “必须 要 做 一 次 ”的 , 因此 本 章 很 详细 地 呈现 出 了 这 
个 过 程 . 


5.1 扰动 后 的 里 奇 张 量 和 里 奇 标量 


广义 相对 论 最 基本 的 公式 (2.30) 是 一 个 四 维 张 量 方程 , 理论 上 , CHR 16 个 
独立 的 方程 . 然而 , 方程 等 号 两 边 都 是 对 称 的 张 量 , 故 只 有 10 个 方程 是 独立 的 . 我 
们 只 对 这 10 个 方程 中 的 两 个 感 兴趣 , 因为 我 们 关注 的 度 规 仅 有 两 个 独立 变量 , © 和 
亚 . 

计算 爱 因 斯 坦 场 方程 的 左边 需要 首先 进行 以 下 三 个 步骤 ; 

(i) 计算 扰动 后 的 度 规 (4.9) 式 的 克 氏 符 Tho 

(ii) 利用 (2.31) 式 计 算 里 奇 张 量 Rur. 

(iii) 将 里 奇 张 量 Rs, 缩 并 得 到 里 奇 标量 R = g” Ry. 

注意 , 尽管 我 们 只 对 爱 因 斯 坦 场 方程 的 两 个 分 量 感 兴趣 , 但 还 是 需要 计算 出 里 
奇 张 量 的 所 有 分 量 . 爱 因 斯 坦 张 量 Gu = Rw - quwR/2 的 所 有 分 量 都 依赖 于 里 奇 
标量 , BAER Ru 的 所 有 分 量 . 


5.1.1 RR 
我 们 在 (2.22) RAI (2.23) 式 中 计算 过 零 阶 的 克 氏 符 . 现在 需要 计算 其 一 阶 项 ， 
它们 是 更 和 亚 的 线性 组 合 . 首先 考虑 T0 ,定义 为 


py 


1 [ed 
re = aa CE + Jovi — Dunc] (5.1) 


重申 “a” 代表 对 ze 求 普通 导数 . 只 有 goe WISH, 也 就 是 go = -1 — 20 


@ 我 们 将 采用 2° = t, 而 非 共 形 时 间 ， 所 以 , Vo 表示 对 时 间 的 导数 ， 现 在 定义 Ù = 8 亚 /6m， 
Vo = W/a. 
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的 倒数 . 所 以 , 在 一 阶 微 扰 中 , g = -1+ 20, A 
一 1 十 2 亚 
2 
轮流 取 角 标的 各 个 分 量 : 首先 是 vp =v = 0 的 情况 . 方 括号 中 每 一 项 都 相同 , 故 方 
括号 内 得 到 gooo = 一 2 亚 ,o， 由 于 只 考虑 一 阶 项 , 故 方 括号 外 面 的 更 可 以 被 忽略 掉 ， 

PIF 


G 三 
Tw = 


[Jou,v + Jov,p 一 Juval- (5.2) 


To = To (5.3) 


其 次 , 克 氏 符 的 角 标 之 一 是 空间 分 量 , 另 一 是 时 间 分 量 . 由 于 克 氏 符 关 于 其 下 
脚 标的 对 称 性 , 所 以 无 所 谓 它们 的 顺序 . 在 这 种 情况 下 , (5.2) 式 方 括号 中 仅 有 一 项 
非 零 , gooi = 一 2 业 i. 同样 的 , 由 于 只 保留 一 阶 项 , 前 面 的 2V 可 以 忽略 , 得 到 


re, =T) =U, =ik,W. (5.4) 


上 式 最 后 一 步 等 式 成 立 是 因为 将 其 变换 到 了 傅 里 时空 间 , CE RS ee 
叶 空 间 进行 . 注意 我 们 的 习惯 : 传 里 叶 空 间 中 的 变量 不 用 “~ ”标记 , 故 上 式 最 右 侧 
的 更 实际 应 为 Ù. 

最 后 , (5.2) 式 的 下 脚 标 都 为 空间 分 量 时 , 方 括号 中 前 两 项 为 零 , 因为 goi = 0, 
只 有 最 后 一 项 非 零 : 


ro = ly + 28)]. (5.5) 
这 里 有 一 个 零 阶 项 , 正如 (2.22) 式 得 到 的 一 样 , 还 有 三 个 一 阶 项 : 
TY = dija? [H +2H(® — Y) + ®,ol (5.6) 


这 里 H = (da/dt)/a. 
上 角 标 为 空间 分 量 的 克 氏 符 Ti, 的 计算 留 作 练习 . 计算 结果 为 


ik’ 


Tjo = To; = ôy (H + 8,0) 
Dig = iB(6ikk + Sinks — ôjkki). (5.7) 


注意 只 有 分 量 Vi, TES, 这 与 (2.23) HWA. 这 里 dy Wk 都 是 欧 氏 空间 中 的 量 ， 
所 以 我 们 可 以 自由 交换 它们 的 上 下 角 标 . 
5.1.2 Bake 

里 奇 张 量 可 以 很 方便 地 写成 如 (2.31) 式 中 克 氏 符 及 其 导数 的 形式 . 首先 考虑 
其 时 间 - 时 间 分 量 : 


R= iia To + 731 = TIT, (5.8) 


5.1 扰动 后 的 里 奇 张 量 和 里 奇 标量 - 103'- 


上 式 所 有 项 都 是 一 阶 项 . 先 考 虑 这 些 项 a = 0 时 的 情况 . 前 两 项 互 为 相反 数 相互 抵 
消 , 后 两 项 也 是 这 样 . 故 只 有 a 为 空间 分 量 时 才 对 上 式 有 贡献 . 下 面 一 项 一 项 讨论 . 
首先 利用 (5.7) 式 的 第 一 个 式 子 得 到 


; —k? 
Tooi = Gas (5.9) 


再 利用 (5.7) 式 的 第 二 个 式 子 , (5.8) 式 的 第 二 项 为 

2 2 

Tho Se (一 和 

其 中 括号 外 的 3 KAX du 的 爱 因 斯 坦 求 和 . 

接 下 来 一 项 是 TisTho. 注意 到 无 论 6 取 什么 值 , Fb 都 是 一 个 一 阶 项 , 所 以 我 

们 只 需要 提取 ri 的 零 阶 项 . 然而 ,(5.7) 式 最 后 一 个 式 子 表 示 , 除非 6 = 0, 否则 Ti, 
为 一 阶 项 . 所 以 


一 五 2 + 2o) (5.10) 


Tig 的 = Viol G0 
= 3HV o. (5.11) 
最 后 一 项 为 Tir 48 = 0 时 两 个 克 氏 符 了 都 为 一 阶 项 , 其 乘积 为 二 阶 项 ， 
可 忽略 . 所 以 只 需 考虑 p 为 空间 分 量 , 得 到 
-区 一 一 ToTa 
= —3(H? + 2Hð 0). (5.12) 
将 四 项 整合 起 来 , 得 到 


d2a/dt? k? 
Roo = —3 =| 
a a 


注意 其 零 阶 项 与 (2.34) 式 吻合 . 
里 奇 张 量 的 空间 -空间 分 量 的 计算 留 作 练习 . 它们 是 


Y — 36 09 + 3H(V 9 — 28). (5.13) 


a .a 


+a2H(6B,0 — Y 0) + a?® o0 + Ko] + kik;(® + Y). (5.14) 
现在 可 以 将 里 奇 张 量 的 指标 进行 缩 并 , 以 得 到 里 奇 标量 : 
R= g” Ruy = g°° Roo + g” Ri; 


d2a/dt? k? 


a a? 


= [一 1 + 2W] |- 亚 一 3® oo 十 3H(V o a 200) 
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2) [s 3{ (20H? +a) (1 +28- 20) 


+a? H (60 9 — Vo) + a2 o0 + Ko} +k? (+ w)]. (5.15) 


首先 , 让 我 们 检查 R 的 零 阶 项 . 整理 后 , 发 现 零 阶 项 为 6 (x + ,与 (2.37) 


AWE. 为 了 得 到 R 的 一 阶 项 5R, 我 们 利用 已 经 熟悉 了 的 方法 , 将 各 项 相 乘 , RE 
E Al 的 一 阶 项 . 这 样 得 到 


d2a/dt? 
a 


ÔR = —6V——— + £0 +38 9) —3H(V0 一 289) 


-6Y (2r y} 一 +3H (689 — Y 0) 


2 ve 
+B gy rd E a (5.16) 


其 中 第 一 行 包 含 Roo 给 出 的 项 ((5.15) — 后 两 行 是 Ry 给 出 的 项 ((5.15) 
式 最 后 两 行 ). 合并 同类 项 得 到 
ÔR = -120 G + E) + my + 68 o0 
a a 


k2 
— 6H (V9 — 480) +4. (5.17) 


5.2 ” 爱 因 斯 坦 场 方程 的 两 个 分 量 


现在 可 以 推导 关于 FRW 度 规 扰动 © A v 的 两 个 演化 方程 . 这 里 还 有 一 些 自 
由 度 , 因为 爱 因 斯 坦 场 方程 
GË 一 8rGTY (5.18) 


有 10 个 独立 分 量 方程 , 而 我 们 只 需要 其 中 的 两 个 . 另外 8 个 分 量 或 者 其 一 阶 项 为 
F, 或 者 是 多 余 的 2. 

我 们 要 用 到 的 第 一 个 方程 是 时 间 - 时 间 分 量 的 方程 . 得 到 

Ge = g” oo = 5000 | 
= (~1 + 2W) Roo — = (5.19) 

其 中 将 Goo RA g (iE 9° AS) 将 下 角 标 之 一 升 为 上 角 标 . 这 样 做 可 以 简化 爱 
因 斯 坦 张 量 中 的 能 动 张 量 ( 见 练习 3). 注意 上 式 第 二 行 的 推导 用 到 了 ggo = 1. 

© 这 里 特 指 标量 扰动 当 我 们 考虑 张 量 扰动 时 ， 另 外 的 这 些 方程 或 许 会 很 有 用 处 


5.2” 爱 因 斯 坦 场 方程 的 两 个 分 量 105. 


我 们 已 经 计算 出 了 里 奇 张 量 的 时 间 -时 间 分 量 ((5.13) A) 和 扰动 的 里 奇 标量 ((5.17) 
式 ), 故 爱 因 斯 坦 场 方程 时 ee eee 


5G0 = 一 6 亚 giaa +2 KV + 38 o0 — 3H (Wo — 289) 


2 2 
ou (m+ Salat Lajat )-5y- 3 o0 


ð 
+3H (Y o — ® 0) — a, (5.20) 


合并 同类 项 得 到 
6G0 = -6H® o + 6WH? 一 a. (5.21) 


爱 因 斯 坦 场 方程 中 G8 等 于 8xG7T9, 其 中 Tv 是 能 动 张 量 ATER OMY 
的 第 一 个 演化 方程 的 推导 , 需要 计算 源 ?8 的 一 阶 部 分 . 回忆 2.3 节 ,78 是 宇宙 中 
所 有 粒子 的 能 量 密度 , 且 每 种 成 分 的 贡献 是 一 个 对 其 分 布 函数 的 积分 ((2.59) ZX), 


NED=- D a f BG) (5.22) 
all species i 
同样 地 指出 , g 是 这 种 成 分 的 自 旋 简 并 (并 非 度 规 ); 及 = /p? +m? 是 拥有 动量 p 
和 质量 m 的 粒子 的 能 量 ; f; 即 分布 函 数 . 在 2.3 节 中 讨论 过 零 阶 、 均匀 宇宙 的 分 
A. 为 了 得 到 能 动 张 量 的 一 阶 部 分 , 我 们 自然 地 考虑 到 分 布 函数 的 一 阶 部 分 , 即 第 4 
章 定义 的 光子 、 中 微 子 、 暗 物质 、 重 子 的 扰动 变量 暗物质 和 重子 很 简单 , 因为 我 
们 定义 它们 的 密度 为 -p + 6;), 其 中 ;分 别 表示 暗物质 和 重子 ， 对 于 光子 ， 需 要 
小 心 处 理 . 利用 (4.35) RO 的 定义 , 有 
er d3p (0) _ ,Of © 
gi 2 | (on v3? ply TT J OL (5.23) 
其 中 第 一 项 便 是 光子 能 量 密度 的 零 阶 部 分 o 对 于 第 二 项 , 首先 对 角度 进行 积分 ， 
将 单 极 子 Oo 从 O 中 提取 出 来 . 然后 , 对 半径 进行 分 部 积分 . 这 样 改 变 了 正 负 号 ， 
并 由 89p4/8p = 4p3 引入 了 一 个 因子 4, 得 到 


T = 一 py[1 +490) (光子 ). (5.24) 


这 里 的 因子 4 的 意义 很 明显 . 扰动 变量 6 是 温度 的 相对 改变 , 而 能 动 张 量 与 扰动 
的 能 量 密度 gp 相关 . 我 们 早 应 预料 到 这 一 点 , 因为 p x T4, 所 以 6p/p = 46T/T. 在 
任何 时 刻 它 都 不 需要 代数 运算 就 容易 理解 . 我 在 此 强调 这 一 点 , 是 因为 在 某 些 读物 
中 , 作者 将 O 定义 为 bp/p, 而 有 些 则 用 我 们 这 里 的 书写 习惯 . 中 微 子 的 一 阶 项 贡献 
有 同样 的 形式 ， 


Ty = —pr[l+4No] (PHF). (5.25) 
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理论 上 我 们 还 应 该 将 暗 能 量 的 扰动 项 归纳 进来 .然而 绝 大 多 数 模 型 预言 暗 能 
量 是 均匀 的 , 而 且 直到 非常 接近 现在 的 时 刻 才 变 得 重要 . 这 两 个 性 质 都 与 宇宙 学 常 
数 相 吻 合 . 当然 , 也 有 一 些 模型 偏离 这 样 的 假设 , 但 在 大 部 分 情况 下 我 们 可 以 忽略 
暗 能 量 对 度 规 扰动 的 影响 . 

回 到 爱 因 斯 坦 场 方程 , (5.21) AET 81G 乘 以 能 动 张 量 的 时 间 - 时 间 分 量 一 阶 
项 , 两 边 同 除 以 2, 得 到 

—3H® o + 30H? 一 = = —4nG[pamd + podb +4py8o + 4p, Nol. (5.26) 
saree apa, 在 每 个 时 间 导 数 出 现 的 地 方 引 入 了 一 项 1/a, 故 
天 2 更 十 3 (è — vå) = 4nGa?[pamd 十 pbb + 4pv6o + 4p Nol. (5.27) 


这 是 Oo AU 的 第 一 个 演化 方程 . 在 没有 膨胀 的 情况 下 (a = 常数 ), (5.27) 式 简化 
为 引力 场 的 泊 松 方程 (在 傅 里 时 空间 ), 左边 为 —V20, 右边 为 4xG6p. 正比 于 wa 的 
项 是 因为 膨胀 引起 的 , 它 对 于 相当 于 或 大 于 哈 勃 半径 H 的 波长 为 (o/k) 的 模式 
尤其 重要 . 当 考 虑 到 扰动 演化 时 , 我 们 需要 这 种 广义 相对 论 的 形式 , 因为 现在 时 刻 
所 有 的 傅 里 时 模 都 曾 有 过 波长 大 于 哈 勃 半径 的 时 候 . 第 6 章 将 会 详细 讨论 . 

现在 推导 第 二 个 下 和 更 的 演化 方程 . 既然 我 们 已 经 处 理 过 爱 因 斯 坦 张 量 的 时 
间 - 时 间 分 量 , 现在 就 针对 GH 的 空间 分 量 ， 


i ik Qkj FL — 20) bi; 
Gj =g [Fes E Sir] = — a Bi 一 了 R (5.28) 


(5.14) 式 中 大 多 数 分 量 Rej 都 正比 于 ðr 当 与 5* 缩 并 时 , 会 得 到 一 系列 与 65 成 
正比 的 项 , 对 于 最 后 一 项 , 则 与 R 成 正比 . 所 以 ， 


kk; (®+ VU 
pa j( es ) 
a 


Gi = Abi (5.29) 


其 中 4 包含 很 多 项 , 我 们 不 必 写 出 . 由 于 这 些 项 都 正比 于 dy, 它们 都 只 对 G5 的 迹 
有 贡献 . 为 了 避免 处 理 这 些 项 , 考虑 Gi 的 横向 、 无 迹 的 部 分 , 这 可 以 通过 将 Gi 与 
RBA kk; 一 (1/3)63 缩 并 得 到 . 也 就 是 说 , 投影 算 符 仅 提取 横向 、 无 迹 的 部 分 . 
这 样 的 投影 将 所 有 正比 于 di 的 项 消除 , 仅 剩 下 


kik(@+W)\ 2 3 
= ) =en). (5.30) 


(kik? — (1/3)6?)G% = (kik? — (1/3)62) ( 
它 应 与 能 动 张 量 横向 、 无 迹 的 部 分 相等 , 后 者 通过 同样 的 方式 计算 出 : 


St eis ke 3 = 
G-a- Taf BD ew 


all species i 
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我 们 可 以 马上 辨认 出 /2 — 1/3 正比 于 二 阶 勒 让 德 多 项 式 , 即 等 于 (2/3)Pa(u), 说 明 

这 个 积分 提取 出 分 布 的 四 极 子 部 分 . 显然 , 分 布 函数 的 零 阶 部 分 不 含 四 极 子 , 故 上 

式 为 一 阶 项 , 正比 于 82, 其 仅 对 光子 和 中 微 子 不 为 零 . (5.31) 式 对 光子 的 积分 为 

dpp? ,0f© f du 2P2(u) 4202 f dpp? ,af 

a ae ae ee es 
8p Or 


一 (5.32) 


这 里 第 一 步 等 式 成 立 是 由 四 极 子 的 定义 , 第 二 步 等 式 由 分 部 积分 得 到 , 能 动 张 量 的 
这 一 部 分 称 为 各 向 异性 拉 伸 , 非 相 对 论 性 的 粒子 , 如 重子 和 暗物质 粒子 , 对 各 向 异 
性 拉 伸 无 页 献 . 

这 样 , (5.30) 式 左 侧 便 等 于 8rG 乘 以 光子 和 中 微 子 的 各 向 异性 拉 伸 : 


一 2 


k?(® + Y) = —32nGa?[p,O2 + pr N]. (5.33) 


也 就 是 说 , 两 个 引力 势 理 和 亚 互 为 相反 数 , 除非 光子 或 中 微 子 有 四 极 矩 贡献 . 实际 
E, 光子 的 四 极 矩 对 此 贡献 很 小 , 因为 , 当 光 子 有 一 定 能 量 密度 时 , 其 四 极 矩 已 经 很 
小 (Sh (4.54) 式 后 的 讨论 ). 而 只 有 几乎 无 碰撞 的 中 微 子 在 辐射 主导 时 期 有 一 定 的 
DOA FE. 


5.3 张 量 扰动 


到 现在 为 止 , 我 们 讨论 的 几乎 都 是 对 均匀 FRW 宇宙 的 标量 扰动 . 形式 上 , 这 意 
味 着 扰动 O(2,t) 和 (2, t) 犹如 标量 变换 , 4 2, 即 它们 在 空间 坐标 变换 下 保持 
不 变 . 这 是 合理 的 : 对 度 规 的 标量 扰动 和 密度 起 伏 互相 影响 . 密度 起 伏 导 致 了 宇宙 
结构 形成 , 这 是 我 们 最 感 兴趣 的 问题 . 

但 同样 有 很 多 结构 形成 理论 不 仅 产生 标量 扰动 , 也 产生 对 度 规 的 张 量 扰动 . 
为 它 造 成 CMB 的 扭曲 , 特别 是 在 大 尺度 上 , 因而 是 有 可 能 观测 到 的 . 这 本 书 中 有 
很 多 练习 (包含 解答 ) 都 与 张 量 扰动 有 关 . 用 于 分 析 张 量 扰动 的 工具 我 们 已 经 在 标 
量 扰动 中 熟练 使 用 过 . 所 以 在 很 多 地 方 , 我 将 张 量 扰动 的 演化 当 作 一 个 很 大 的 作业 ， 
在 这 其 中 并 没有 出 现 新 的 物理 知识 . 

在 做 这 些 练 习 的 时 候 自然 会 产生 一 个 疑问 : 为 什么 我 们 要 独立 地 分 别 考虑 标 
量 扰动 和 张 量 扰动 ? 为 了 回答 这 个 问题 (同样 减轻 作业 负担 ), 本 节 推 导 了 张 量 扰动 
下 的 爱 因 斯 坦 场 方程 . 我 们 将 看 到 , 标量 扰动 和 张 量 扰动 非 耦合 , 即 它们 独立 演化 . 
所 以 , 张 量 扰动 的 存在 不 会 影响 标量 扰动 , 反之 亦 然 . 相 比 于 更 和 更 , 它们 紧 紧 耦 
合 在 一 起 . 如果 不 同样 求解 V 的 演化 方程 , 我 们 不 可 能 得 到 © 的 方程 . 这 种 标量 
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和 张 量 的 非 耦 合 就 是 分 解 理论 的 一 个 表现 . 抽象 地 去 证 明 分 解 理论 还 不 如 通过 一 
个 实例 来 证 明 它 更 有 启发 性 . 顺便 一 提 , 我 们 自然 会 想到 , 分 解 理论 应 该 也 适用 于 
和 失 量 扰动 , 它 也 是 由 早期 宇宙 的 模型 引发 的 (但 不 像 张 量 扰动 一 样 普遍 存在 ), 可 以 
被 独立 讨论 . 

张 量 扰动 描述 为 goo = 一 1, 空间 -时 间 分 量 为 零 goi = 0, 空间 部 分 为 


lth hy 0 
9j3=0 | hy 1-hy, 0 |. (5.34) 


也 就 是 , 度 规 的 张 量 扰动 由 两 个 小 量 h， 和 hx 描述 . 由 定义 , 扰动 发 生 在 z-y F 
面 上 , 这 代表 隐 含 的 坐标 轴 的 选择 , 即 选择 z 轴 为 波 矢 的 方向 . 更 一 般 地 , h 和 
hx 是 两 个 无 散 、 无 迹 的 对 称 张 量 . 若 这 个 扰动 张 量 可 以 写 为 Hi, 则 无 散 度 的 意思 
是 kiHi; = IHG; = 0. 这 显然 满足 (5.34) R, HAE k = 3 方向 上 没有 分 量 . 无 迹 
的 条 件 满足 , 因为 扰动 的 对 角 线 元 素 之 和 为 零 . 

一 旦 (5.34) 式 的 度 规 给 定 , 我 们 就 可 以 马上 开始 推导 爱 因 斯 坦 场 方程 . 推导 的 
过 程 还 是 一 样 : @ 克 氏 符 ; @ 里 奇 张 量 ; O 里 奇 标量 . 


5.3.1 ” 张 量 扰动 的 克 氏 符 


首先 考虑 Sg. 我 们 考虑 的 度 规 (5.34) AP goo 为 常数 , gi 为 零 . 克 氏 符 由 度 
规 的 导数 的 和 得 到 . 所 以 , 只 有 与 度 规 空间 分 量 导数 有 关 的 项 gija IFS, 所 以 马上 
得 到 


Too = Th = 0. (5.35) 
下 角 标 均 为 空间 分 量 的 项 是 
g% 
Dij = — 944.0 
= gio. (5.36) 
让 我 们 利用 以 前 提 到 过 的 符号 : 包含 了 三 阶 扰动 的 矩阵 Hij, “4 kR 2 FY 
等 于 
ki hs D 
Hij = | hx —h4 0 (5.37) 
0 0 0 


PTEN gig = a? (63 + Hig). 故 


Jijo = 2H gi + a” Hiz,0 (5.38) 


5.3 张 量 扰动 -109- 


在 这 里 注意 区 分 哈 勃 参量 H 和 张 量 扰动 H. 第 一 个 非 零 的 克 氏 符 是 


2H.. 
T°, = Hgij + Tao, (5.39) 


当 了 的 两 个 下 角 标 都 为 0 时 , 克 氏 符 为 零 . 非 零 的 两 种 克 氏 符 是 T6; 和 Ti, 
前 者 是 
ik 
To; = S Ijro: (5.40) 
(5.38) RFF, g 的 时 间 导 数 作用 于 尺度 因子 和 扰动 hi,、 上, 得 到 
ik 
Tij = T [2H gin + a? Hiro]. (5.41) 


由 gë gik = 055， 上 式 第 一 项 得 到 6H. 为 了 得 到 上 式 第 二 项 , 设 gi* = 6ik/a2( 忽 略 
掉 一 阶 项 ), 因为 它 乘 以 一 阶 项 H, 所 以 ， 


To; = Hôij + 5 Miso. (5.42) 
最 后 一 个 克 氏 符 rip 通过 练习 7 可 以 得 到 
= kets + kjHix — kiHsg]: (5.43) 


5.3.2 ” 张 量 扰动 的 里 奇 张 量 


通过 标量 扰动 的 推导 中 相同 的 步骤 , 我 们 将 这 些 克 氏 符 组 合 得 到 里 奇 张 量 . 首 
先 计算 里 奇 张 量 的 时 间 - 时 间 分 量 : 


Ro =T a -Th o +I T (5.44) 


我 们 已 经 证 明 , 在 张 量 扰动 下 , 两 个 下 角 标 都 为 时 间 项 的 克 氏 符 为 零 . 所 以 上 式 第 
一 项 和 第 三 项 为 零 . 同 理 , 第 二 项 和 第 四 项 指标 a 和 8 须 为 空间 项 , 所 以 


Roo = -Thio = ol Gi- (5.45) 
RA Tio EF, 利用 (5.42) 式 得 到 


dH 1 
Roo = -3 — 5 Hii,00 


aN 1 
一 (am 十 FH) (mm + Zso) A (5.46) 
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第 一 行 , WH AS, 因为 hy 在 度 规 的 对 角 线 上 出 现 两 次 且 符号 相反 , 可 以 相互 抵 
W. 类 似 地 , 将 上 式 第 二 行 展开 并 只 保留 一 阶 项 . Hi; RA dy, 故 无 一 阶 项 存在 . 而 
零 阶 项 合并 为 ee 
ioa _gd = : 
这 个 方程 已 经 第 三 次 被 推导 出 了 (J (2.34) AM (5.13) Ñ), 对 其 结果 的 正确 性 我 们 
应 很 有 信心 . 当然, 我 们 不 仅 得 到 了 正确 的 零 阶 项 , 具有 更 重要 意义 的 是 张 量 扰动 
并 不 影响 Roo 的 一 阶 项 . 之 后 还 会 得 到 , 里 奇 标量 中 也 没有 张 量 扰动 的 贡献 (即使 
Ri; A). 所 以 , 我 们 可 以 推测 , 爱 因 斯 坦 场 方程 的 时 间 - 时 间 分 量 也 不 含 张 量 扰动 . 
这 很 重要 : 构成 爱 因 斯 坦 场 方 程 时 间 - 时 间 分 量 (5.26) 式 右 边 的 密度 扰动 不 含 任何 
张 量 扰动 . 我 们 已 经 看 到 了 分 解 理论 的 冰山 一 角 . 密度 扰动 和 标量 扰动 耦合 (它们 
有 时 还 被 用 作 同 义 词 ). 然而 张 量 扰动 与 前 两 者 非 耦合 , 其 自身 独立 演化 . 
里 奇 张 量 的 空间 分 量 是 依赖 于 张 量 扰 动 变 量 的 . 我 们 有 


(5.47) 


Rij =I% a IR g +T — TLS. (5.48) 


ij,a ia,j 
同时 考虑 上 式 前 两 项 , 展开 得 到 


a a — ro k k 
Lija — Tiag = Tijo + Pipe — Tikj 


由 (5.35) 式 a = 0, 对 I& ERR. BIRAR, 包含 了 多 个 时 间 导 数 ， 由 


ry; = gij0/2, 这 一 项 可 以 暂时 将 第 一 项 化 简 成 9ijoo/2. (5.49) 式 最 后 一 项 为 零 , A 
为 张 量 扰动 中 rE = 0. 合并 其 他 项 得 到 


(5.49) 


a 1 
Te. =e p= Zan + gl kikk Hik — kjkrHir + k?Hjil. (5.50) 


ij,& 7 A 
记 住 我 们 选择 z 轴 作 为 天 的 方向 . 所 以 方 括号 内 第 一 项 的 指标 i M k 必须 为 3. 但 
这 些 项 乘 以 Hj = Hjs = 0, W kjkkHik 和 kikeHjxr WAZ. 所 以 


re 


19, 


(5.48) 式 中 第 三 项 Tee 仅 在 指标 a 为 空间 项 时 非 零 , 故 


Ta = $ii00 k” a 5 
a ar a ji- (5.51) 
To = E TL. (5.52) 


第 二 项 中 的 两 个 克 氏 符 都 是 一 阶 项 , 它们 的 乘积 可 忽略 , 第 一 项 中 , 对 的 求 和 使 
得 一 阶 项 不 存在 , Th, 是 一 个 完全 的 零 阶 项 3H, 所 以 


人 3 
rei = zH 9,0. (5.53) 


5.3 张 量 扰 动 Ps ila is 


(5.48) 式 最 后 一 项 的 计算 留 作 练习 ; 答案 是 


r3 T$, = 2H? gi; + 2a? HHij,o. (5.54) 


现在 可 以 将 (5.48) 式 的 四 项 组 合 起 来 , 得 到 


k2 3 
Riz = + zti + zH 9,0 
— 2H? gij — 2a” HHi;,0. (5.55) 


现在 需要 将 度 规 的 时 间 导 数 展开 . 利用 (5.38) 式 得 到 


9ij,00 = 29%; a 十 n?) + 4a? HH;ij,o + a271i7 00. (5.56) 
所 以 里 奇 张 量 
Rij = Jij om E ha + Ža? H Hijo 
+a Tigo Dyf K tip (5.57) 


可 以 看 到 , 我 们 再 一 次 正确 地 计算 出 里 奇 张 量 的 零 阶 部 分 . 更 重要 的 是 , 我 们 还 将 
看 到 , 在 应 用 爱 因 斯 坦 场 方程 时 , 里 奇 张 量 的 一 阶 部 分 不 与 标量 扰动 相 耦 合 . 
首先 我 们 必须 计算 出 里 奇 标量 : 


R = g” Roo + g” Rij. (5.58) 


其 中 时 间 - 时 间 项 的 乘积 都 是 零 阶 项 , 在 考虑 OR 的 一 阶 部 分 时 可 以 不 予 考 虑 . 而 
空间 -空间 项 的 乘积 包含 两 类 项 . 其 一 是 在 (5.57) 式 中 正比 于 度 规 g;; 的 项 . 由 于 
9% gi; = 3, 所 以 这 里 不 含 一 阶 项 . 在 (5.57) 式 中 其 余 的 项 都 正比 于 Hy, WENA 
并 时 可 以 将 gi 设 为 其 零 阶 的 值 d/a. 这 对 应 于 取 (5.57) 式 一 阶 项 的 迹 . 由 于 所 
有 的 一 阶 项 都 正比 于 Hy, 这 个 迹 为 零 , 所 以 得 到 结论 : 张 量 扰动 (在 一 阶 近似 下 ) 
不 影响 里 奇 标量 . 
5.3.3” 张 量 扰动 的 爱 因 斯 坦 场 方程 

现在 我 们 由 张 量 扰动 的 模 计 算出 爱 因 斯 坦 张 量 的 扰动 . 由 于 张 量 扰动 不 影响 里 
奇 标量 , 爱 因 斯 坦 张 量 的 一 阶 部 分 为 


6G7 = ORS. (5.59) 
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从 (5.57) 式 得 到 的 里 奇 张 量 , 经 过 缩 并 g* Re 得 到 Ri. 第 一 项 正比 于 缩 并 gi* gx; = 
5, 无 一 阶 项 ; 其 余 项 含 H, 为 一 阶 项 , 故 可 以 设 % = 6*/a?, 得 到 
k2 
2a2 
现在 可 以 推导 关于 张 量 扰动 变量 h 和 hx 演化 的 方程 组 . 

为 了 导出 关于 hy 的 方程 , 考虑 爱 因 斯 坦 张 量 !， Al? 。 分 量 之 间 的 差别 . (5.60) 
式 中 的 爱 因 斯 坦 张 量 是 Hy 及 其 导数 的 线性 组 合 . 由 Hui = 一 H22 = hy, 6G} 与 
6G3 互 为 相反 数 . 所 以 ， 


6Gi = 8 5H Has + aio +5 Has] - (5.60) 


2 
ôG} — 6G3 = 3Hh4 o + h4,00 + it i (5.61) 
用 共 形 时 间 表 示 , 得 到 hpo = hy/a,hy,00 = hy /a? — (à/a)hy. 所 以 
a*[5G1 — 6G3] = hy + 2 hy + hh. (5.62) 


爱 因 斯 坦 场 方程 的 这 个 分 量 方程 的 右边 等 于 零 ( 见 练习 8), 而 h 也 满足 同样 
的 方程 ( 见 练习 9). 故 张 量 扰动 的 模 都 满足 同一 个 方程 : 


hat 2 ha + kha =0 (5.63) 


这 里 a = +, x. (5.63) 式 是 一 个 波动 方程 , 对 应 的 解 被 称 为 引力 波 . 假如 , 忽略 宇宙 
的 膨胀 , (5.63) 式 中 的 衰减 项 (第 二 项 ) AS, 它 的 两 个 解 为 ha x eti, 在 实 空间 
中 , 对 度 规 的 这 种 扰动 的 形式 是 


ha(#,n) = f dèke [Aen + Be-ik7n] (FERH). (5.64) 


这 里 的 两 个 模 对 应 于 沿 +2 方向 以 光速 传播 的 引力 波 . 

而 (5.63) 式 则 是 在 膨胀 宇宙 中 波动 方程 的 一 般 形 式 . 练习 12 表示 , 车 宇宙 由 
纯 辐 射 或 纯 物 质 构成 , 这 个 方程 可 以 得 到 解析 解 . 它们 犹如 (5.64) 式 的 形式 是 振荡 
的 , 但 会 衰减 . 图 5.1 中 展示 了 三 种 不 同 波长 的 模 的 h。 的 演化 . 其 中 大 尺度 的 模 
(kno = 10) 在 其 波长 大 于 视界 kn < 1 的 时 候 都 保持 为 常数 . 一 旦 视界 接近 其 波长 ， 
其 强度 便 开 始 衰减 并 振荡 数 次 , 直到 现在 . 小 尺度 的 模 kno = 1000 的 波长 与 视界 
可 比 时 也 开始 衰减 . 但 由 于 它 更 早 地 进入 视界 , 其 衰减 得 非常 厉害 . 到 现在 , 它 的 
强度 已 经 微乎其微 . 

从 图 5.1 中 可 以 看 到 引力 波 对 CMB 各 向 异性 产生 的 效应 . 因为 小 尺度 的 模 比 
大 尺度 的 模 更 早衰 减 , ERN (n/n ~ 0.02) MA kno 小 于 约 100 的 模 还 存在 . 
所 有 更 小 尺度 的 模 都 可 以 被 忽略 . 故 小 尺度 的 各 向 异性 不 会 被 引力 波 所 影响 , 引力 
波 只 会 影响 到 大 尺度 的 各 向 异性 . 


5.4 模式 分 解 理论 i B 


10-4 10-3 0.01 0.1 1 
n/N 


图 5.1 引力 波 随 共 形 时 间 的 演化 . 三 种 不 同 的 模 由 它们 的 波 数 标记 在 图 上 , 可 以 看 出 , 更 小 
尺度 的 模 更 早 地 衰减 
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分 解 理论 指出 , 对 度 规 张 量 的 扰动 可 分 为 三 种 类 型 : 标量 扰动 、 拓 量 扰动 和 张 
量 扰 动 . 每 种 扰动 独立 演化 . 也 就 是 说 , 如 果 早 期 宇宙 的 某 种 物理 过 程 造 成 了 张 量 
扰动 , 它 不 会 影响 标量 扰动 的 演化 . 反 过 来 , 若 想得到 标量 扰动 的 演化 , 我 们 不 必 担 
心 可 能 的 矢量 或 张 量 扰动 . 
到 目前 为 止 已 经 计算 出 标量 扰动 和 张 量 扰动 对 爱 因 斯 坦 张 量 Gu 的 贡献 , 我 
们 可 以 证 明 这 两 种 扰动 的 分 解 . 记得 在 标量 扰动 的 方程 推导 中 , 利用 了 爱 因 斯 坦 张 
量 的 两 个 分 量 : 
Ge; (kik; — (1/3)6i;)G5. (5.65) 


将 这 两 个 分 量 代 入 爱 因 斯 坦 场 方程 中 可 以 得 到 (5.27) AA (5.33) 式 . 若 能 证 明 张 
量 扰 动 对 这 两 项 无 贡献 , 我 们 至 少 可 以 信服 分 解 理论 的 一 部 分 , 即 标量 扰动 的 方程 
不 会 被 张 量 扰 动 所 影响 . 

很 容易 看 出 张 量 扰动 对 G9 无 贡献 . 因为 G9 依赖 于 Ro M R, 后 两 者 显然 与 
hy 和 hy FER. 

再 来 证 明 (kik; 一 6i;/3)Gi 也 不 受 张 量 扰动 影响 . 将 (5.60) 式 乘 以 投影 算 符 : 


(kik; — (1/3)5;3)5GS = (6i3673 — (1/3)6i;) 


3 A 2 
x zH Mijo + J + 起 ?| (5.66) 
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等 式 成 立 是 因为 我 们 选取 天 沿 2 方向 . 由 Has = 0, 所 有 指标 i 和 j 为 3 的 项 都 为 
F, 只 剩 下 正比 于 55 的 项 . 但 克 罗 内 克 符 号 取 H 的 迹 , 它们 同样 为 零 . 故 上 一 节 中 
推导 出 的 标量 扰动 的 方程 在 张 量 扰动 存在 的 情况 下 保持 不 变 . 这 支持 了 分 解 理论 . 


5.5 规范 的 选择 


回 到 标量 扰动 , 我 们 已 经 用 VM > 两 个 变量 通过 (4.9) 式 描 述 了 标量 扰动 . 这 
意味 着 我 们 选择 了 一 个 规范 或 一 种 坐标 系统 来 描述 时 空 . 如 果 选 择 另 外 一 种 系统 ， 
我 们 将 会 得 到 度 规 的 另 一 种 不 同 的 形式 , 即 不 同 的 规范 . 尽管 到 了 后 面 , 我 们 几乎 
都 将 在 共 形 牛顿 规范 [(4.9) 式 ] 下 讨论 问题 , 然而 历史 上 还 有 很 多 其 他 的 规范 被 使 
用 , 并 且 对 于 “宇宙 学 扰动 ”不 同 部 分 的 问题 , 不 同 的 规范 也 各 有 其 优越 性 .实际 
E, 我 们 将 会 在 6.5.3 节 中 看 到 , 在 暴 胀 理论 的 研究 中 有 时 会 倾向 于 使 用 空间 平滑 
规范 (gi; 未 被 扰动 ), 因为 由 暴 胀 引起 的 扰动 方程 得 到 了 相当 程度 的 简化 . 另外 , 目 
前 被 大 多 数 人 使 用 的 计算 宇宙 各 向 异性 和 非 均匀 性 的 程序 是 同步 规范 , 其 中 部 分 原 
因 是 这 样 的 规范 更 有 利于 数值 计算 . 所 以 , 在 不 同 的 规范 之 间 变 换 是 很 有 用 的 , 我 
将 用 一 些 篇 幅 描述 如 何 作 规范 变换 . 

最 一 般 地 , 对 度 规 张 量 的 标量 扰动 可 以 写成 如 下 的 形式 : 


goo = —(1+ 2A) 
Joi = —aB,; 
gij = 0? (6;;[1 + 2] — 2E 45) (5.67) 


这 里 有 四 个 函数 用 来 描述 对 度 规 的 标量 扰动 : A, B, y 和 E. 它们 都 是 时 间 和 空间 
的 函数 , 且 都 是 标量 . 例如 , gi 分 量 是 其 中 一 个 标量 方程 的 导数 , 并 非 一 个 独立 的 
带 方向 的 矢量 函数 . 在 共 形 牛顿 规范 下 , A=’, y= A B=E=0. 

我 们 怎样 将 一 个 规范 变换 到 另 一 个 ? 如 果 用 一 个 不 同 的 坐标 系 jz 来 代替 原 坐 
标 x, (2.2) 式 中 的 距离 不 变量 守恒 . 所 以 ， 


Goa(Z)dz*dz" = gın (z)dz”dz”, (5.68) 


为 了 在 下 面 的 公式 中 显得 更 清晰 , 在 上 式 等 号 左右 两 边 用 了 不 同 的 缩 并 指标 . 上 式 
左边 第 一 项 微分 可 以 写成 dze = (Bie/8ze)dzw, 将 其 他 项 也 写成 这 样 的 形式 , 两 边 
除 以 dzrdz”, 得 到 
=a zB 
Bap (8) oor Fer = gu (2). (5.69) 


我 们 将 利用 这 个 公式 指出 度 规 在 坐标 变换 下 如 何 改 变 . 
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坐标 变换 最 普遍 的 形式 是 
t>t=t+e%(t,z) 
ai Hi = rê + HE (t, 2), (5.70) 


其 中 E Al 是 扰动 变量 的 同 阶 微 扰 . 现在 检测 度 规 在 这 种 坐标 变换 下 如 何 变化 . 
我 只 推导 其 中 的 一 个 分 量 , 而 其 他 分 量 留 作 练习 . 考虑 (5.69) 式 的 oo 分 量 : 


7B 


RA a = 6 = 0 时 , 等 号 左边 不 为 零 . 考虑 a = 0, p= i 的 情况 . goi 的 非 对 角 线 元 
素 正比 于 一 阶 扰动 Bı. 但 oz /ot 正比 于 一 阶 量 &, 故 乘积 为 二 阶 量 , 可 忽略 . 同 理 
a=i,6=7 的 情况 也 可 忽略. 所 以 等 号 左边 得 到 


—[1+ 2A] H = —|1 + 24 (1 十 =) 


a-1-24-2—. (5.72) 
CSF goo, 所 以 
= all 
A—2 = —2A, (5.73) 
所 以 , 在 (5.70) 式 的 坐标 变换 下 ， 
A>~A=A- zg, (5.74) 
由 同样 的 套路 , 度 规 的 其 他 分 量变 换 为 
$=%— HE 
2 g9 z 
b= B= 
E=E+€. (5.75) 


这 里 需要 注意 一 点 : (5.74) 式 和 (5.75) 式 描述 了 度 规 张 量 的 分 量 如 何在 一 般 的 坐标 
系 的 变化 下 的 变换 . 这 些 方程 在 变 得 标准 一 些 后 可 能 会 引起 误解 . 因为 , 任意 一 个 
单独 的 函数 , 例如 A, 犹如 标量 变换 , 即 在 坐标 变换 下 保持 不 变 . 这 里 我 们 已 经 将 度 
规 本 身 变换 ,4,B A E 也 进行 了 新 的 定义 . 这 并 不 等 同 于 4 本 身 的 变换 . 

总 之 , 共有 四 个 函数 描述 标量 扰动 , 但 在 坐标 变换 下 , 这 些 可 以 用 另外 两 个 函 
数 代替 . 例如 , 一 开始 使 用 E AO 的 度 规 , 很 方便 地 进行 坐标 变换 来 消除 BE: 只 要 
设 上 = 一 已 , 则 已 = 0. GRE, RARA 4-2=2 个 函数 是 有 用 的 . 这 也 就 是 我 们 
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为 什么 在 共 形 牛顿 规范 下 只 有 两 个 函数 o AU. 更 一 般 地 , 可 以 构造 两 个 规范 不 
KE, 它们 在 一 般 的 坐标 变换 下 保持 不 变 . Bardeen (1980) 首先 找到 了 这 样 的 两 个 
变量 : 


"WR se _B)] 
y = -Y +aH(B — È). (5.76) 


在 共 形 牛顿 规范 下 , E= B = 0, B84 = Y, Bp =—6. 这 样 的 不 变量 非常 有 用 : FE 
一 个 特定 的 规范 下 的 方程 有 简单 的 形式 , 则 可 以 在 这 个 规范 下 求解 , 得 到 规范 不 变 
量 , 然后 可 以 在 任何 规范 下 将 这 些 不 变量 变 成 扰动 量 . 6.5.3 节 将 精确 地 进行 这 样 的 
计算 . RADA, 84 和 Oy 是 度 规 变 换 的 有 用 的 捷径 . 

在 一 般 的 坐标 变换 下 , 能 动 张 量 Tv 的 分 量 同样 要 发 生变 化 . 与 度 规 张 量 的 变 
换 完全 类 似 , 有 

Ty (8) = So FE Tapa). (5.77) 
同样 地 , Bardeen 找到 了 Tj 的 分 量 的 组 合 , 使 其 在 规范 变换 下 保持 不 变 , 因此 能 够 
很 方便 地 连接 不 同 的 规范 . 特别 地 , 在 傅 里 叶 空间 ， 
kT? 

(p+ P)a 
在 坐标 变换 下 保持 不 变 . 在 共 形 牛顿 规范 下 , 对 于 物质 , v 与 第 4 章 定义 的 v 相同 ; 
对 于 辐射 , v = -310,1, 即 正比 于 偶 极 子 . 第 二 个 不 变量 是 一 般 化 的 能 量 密度 的 扰 
动 


v =ikB+ (5.78) 


——k'T?. (5.79) 


在 共 形 牛顿 规范 下 , 对 于 物质 , en = 6 + (3aHv/k), 在 小 于 视界 的 尺度 它 化 简 为 通 
常 的 密度 起 伏 5; 对 于 辐射 , em = 49-.o 一 1210,10H/k, 在 小 尺度 , 也 化 简 为 通常 的 
密度 起 伏 . 


5.6 小 结 


爱 因 斯 坦 场 方程 将 度 规 的 扰动 和 对 物质 和 辐射 的 扰动 联系 在 一 起 ， 利 用 场 方 
程 Gu = 8xnGTw 的 两 个 分 量 , 得 到 了 关于 描述 度 规 标 量 扰动 的 两 个 函数 © A v 
的 演化 方程 . 在 傅 里 叶 空间 讨论 这 些 方程 非常 方便 . 我 们 的 习惯 是 忽略 健 里 叶 空 间 
变量 的 “~” 符 号 . 这 两 个 方程 是 


kd + 3 (è 一 vs) = 4nGa?|[pmdm + 4prOr,0] (5.27) 


推荐 读物 Pa by a 


k?(@+ V) = —32nGa*p,0,2. (5.33) 


这 里 的 下 角 标 “m” 包括 了 所 有 可 能 的 物质 , 如 重子 物质 和 上 暗物质; 下 角 标 “r” 包括 
了 任何 辐射 , 如 中 微 子 和 光子 , 即 


Pmôm = Pamd Sr pbbb， prAr,o 三 pyQ0o E3 pPvNo 
PmUm = PamU + Pop, Pr Or,1 = pyO1 + AM (5.80) 


爱 因 斯 坦 场 方程 的 其 他 分 量 方程 是 多 余 的 , 它们 并 未 增加 更 AY 的 更 多 的 信息 . 
例如 , 其 时 间 - 空 间 分 量 , 将 在 练习 5 中 推导 . 有 时 , 演化 方程 的 某 种 形式 会 比 其 他 
形式 更 加 有 用 处 . 例如 , 几 个 分 量 方程 的 组 合 ( 见 练习 6) 得 到 一 个 关于 势 的 代数 方 
程 : 


A 
k°® = 4nGa* Pmt + 4p,9r,0 + ae (iP mm F 49.8.) = (5.81) 


爱 因 斯 坦 场 方程 的 其 他 分 量 方程 并 非 包 含 OAV 的 信息 , 而 是 关于 矢量 扰动 
和 张 量 扰动 的 信息 . 标量 扰动 、 矢 量 扰动 和 张 量 扰动 非 耦 合 : 每 种 扰动 独立 于 其 他 
扰动 而 演化 . 在 第 6 章 中 我 们 将 会 看 到 , 暴 胀 会 产生 张 量 扰动 , 所 以 了 解 爱 因 斯 坦 
场 方程 如 何 描述 张 量 扰动 的 演化 非常 重要 . 我 们 给 出 两 个 函数 h 和 hy, 能 够 完备 
地 描述 张 量 扰动 , 它们 独立 演化 , 满足 方程 


Ret 2 ha + k2ho = (5.63) 


其 中 a 代表 + 和 x. 在 膨胀 的 宇宙 中 , (5.63) 式 描述 的 引力 波 的 强度 自从 模 进 入 
视界 起 开始 衰减 . 


推荐 读物 


很 多 宇宙 学 的 读物 给 出 了 扰动 的 爱 因 斯 坦 场 方程 的 推导 . The Large Scale Struc- 
ture of the Universe (Peebles) 是 一 本 很 好 的 参考 书 , 特别 是 在 同步 规范 中 . Cosmo- 
logical Inflation and Large Scale Structure (Liddle and Lyth) 很 好 地 揭示 了 度 规 选择 
的 物理 意义 . 在 此 领域 有 两 篇 很 深刻 的 综述 性 文章 (Mukhanov, Feldman and Bran- 
denberger, 1992; Kodama and Sasaki, 1984), 前 者 更 容易 被 接受 而 后 者 更 具 普 遍 性 . 
它们 都 是 基于 文献 (Bardeen, 1980), 这 篇 文章 在 度 规 不 变量 的 处 理 上 简明 而 清晰 . 

第 2 章 中 提 到 的 广义 相对 论 的 书籍 都 很 好 地 讨论 了 引力 波 . 在 转向 更 专业 的 
文献 之 前 , 你 应 该 阅读 Black Holes and Time Warps (Thorne), 它 很 好 地 融合 了 与 
20 世纪 广义 相对 论 有 关 的 历史 、 科 学 和 名 人 . 这 是 我 读 过 的 最 好 的 科普 书籍 . 
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1. 推导 (5.7) 式 中 的 克 氏 符 ri. 这 将 利用 到 g, 证 明 它 等 于 6i;(1 一 2 更 )/a2. 
2. 证 明 Riz 由 表达 式 (5.14) RAH. 
3. 利用 (2.101) 式 给 出 的 能 动 张 量 的 广义 相对 论 形式 (在 存在 度 规 扰动 时 依然 成 立 ), 证 
明 , 存在 度 规 的 标量 扰动 时 , 场 方程 时 间 - 时 间 分 量 在 相 空 间 积 分 得 到 (5.22) 式 . 证 明成 分 a 
对 T? 的 贡献 是 s 
T? = gaa | Sinha) (5.82) 


注意 积分 号 前 的 因子 a. 

4. 考虑 三 阶 和 矩阵 Gi; = (kik; —6:;/3)G". 证 明 这 种 形式 是 无 迹 的 , 且 满 足 EijkGk1,j = 0, 
故 它 是 横向 分 量 的 一 种 形式 . 

5. 计算 爱 因 斯 坦 张 量 的 时 间 - 空 间 分 量 . 证 明 , 在 传 里 叶 空间 ， 


GO = 2ik; (2 = Hv) 8 (5.83) 


利用 练习 3 中 能 动 张 量 的 计算 结果 , 证 明 
4nGa? 
ik 
推导 出 书 中 得 到 的 两 个 爱 因 斯 坦 场 方程 后 ,时间 - 空 间 分 量 方程 不 包含 更 多 的 信息 . 可 以 根据 

待 处 理 问题 的 具体 情况 , 选择 使 用 哪 两 个 方程 . 

6. 作爱 因 斯 坦 场 方程 的 牛顿 近似 . 联合 时 间 - 时 间 分 量 方程 (5.27) 和 练习 5 中 得 到 的 时 
间 - 空 间 方 程 , 以 得 到 一 个 关于 势 的 代数 方程 (5.81) (不 含 时 间 的 导数 ). 证 明 , 在 波长 远 小 于 视 
F (km > 1) 时 , 这 个 方程 化 简 为 泊 松 方程 (SAF a). 

7. 推导 出 未 推导 的 张 量 扰动 方程 . 

(a) 证 明 张 量 扰动 下 , [5 满足 (5.43) 式 . 

(b) 证 明 (5.48) 式 最 后 一 项 为 (5.54) 式 . 

8. 我 们 在 (4.34) 式 中 定义 了 对 光子 分 布 函数 的 扰动 . 证 明 , 如 果 © 只 依赖 于 ER 2 
向 ) 和 p 的 夹 角 的 余弦 u, WTI- T? AS. 这 实际 上 就 是 我 们 之 前 的 假设 . 这 也 是 分 解 理论 
的 另 一 个 方面 : 与 标量 扰动 相互 影响 的 项 6 不 影响 张 量 扰动 . 由 张 量 扰动 h 引发 的 各 向 异 
性 使 O 具有 如 下 形式 : 


®—aHyvy= [pamv + Povo — 4ipyO1 — 4ipyNi]. (5.84) 


Q(u, $) = (1 — p’) cos(2¢)O+ (u) (5.85) 
而 对 于 hx 的 方程 只 是 将 式 中 的 cos 替换 为 sin， 然 而 这 些 方程 对 于 引力 波 的 影响 可 以 忽略 ， 
故 (5.63) 式 右 侧 可 以 设 为 零 
9. 利用 爱 因 斯 坦 场 方程 的 1 2 分 量 证 明 , hx 满足 与 hy 一样 的 演化 方程 . 
10. 证 明 标量 扰动 (更 A V) 对 G} - G3 和 G3 都 无 贡献 . 这 使 得 对 于 标量 扰动 和 张 量 扰 
动 的 分 解 理 论 更 加 完整 . 


练 习 “119， 


11. 考虑 对 度 规 的 矢量 扰动 . 矢量 扰动 由 两 个 函数 he. 和 hy. 来 描述 , 只 有 度 规 的 空间 部 
分 被 扰动 . gi; 的 扰动 部 分 为 
0 0 hzz 
=| © © Tie |. (5.86) 
ee tgs B 


证 明 , hoz 和 hy 不 影响 我 们 已 经 导出 的 标量 扰动 和 张 量 扰动 的 演化 方程 . 这 也 是 分 解 理论 的 
另 一 个 方面 . 

12. 分 别 在 宇宙 为 纯 物 质 主导 、 纯 辐射 主导 的 情况 下 , 求解 波动 方程 (5.63). 

13. 定义 引力 波 演化 的 转移 函数 为 

— _ha(k,n) kn 
TR) = (k,n =0) is Ta) om 

你 应 该 发 现 , 括号 中 即 练习 12 中 物质 主导 情况 下 的 解 的 倒数 . 数值 求解 (5.63) 式 以 得 到 转移 
函数 . 将 你 的 结果 与 Turner, White 和 Lidsey (1993) 的 拟 合 结果 比较 : 


T(y) = [1 + 1.34y + 2.54]? (5.88) 
其 中 y = (kno/370h)(h 为 约 化 的 哈 勃 常数 )， 这 里 假设 宇宙 是 平坦 、 物 质 主导 的 ， 但 计 入 物 


质 -辐射 转变 . 
14. 推导 度 规 分 量 的 变换 (5.75) 式 . 证 明 B4 和 Oy 在 一 般 的 坐标 变换 下 保持 不 变 . 
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为 了 了 解 宇宙 的 结构 , 我 们 已 经 推导 出 了 在 均匀 宇宙 背景 下 加 入 扰动 后 的 方程 
组 . 在 开始 求解 这 些 方程 组 之 前 , 我 们 必须 先 给 出 方程 的 初始 条 件 . 追寻 初始 条 件 
的 过 程 使 我 们 进入 了 一 个 魏 新 的 物理 领域 一 一 暴 胀 理论 . 暴 胀 理论 的 引入 (Guth, 
1981; Linde 1982; Albrecht and Steinhardt，1982) 是 为 了 解释 为 何 从 未 有 过 因果 
关联 的 区 域 会 有 相同 的 温度 . 之 后 很 快 发 现 , 能 够 解释 宇宙 温度 均匀 性 的 机 制 同样 
也 得 到 了 宇宙 的 原初 扰动 (Starobinsky, 1982; Guth and Pi, 1982; Hawking, 1982; 
Bardeeh, Steinhardt, and Turner, 1983; Brandenberger, Kahn, and Press, 1983; Guth 
and Pi, 1985). 所 以 , 为 了 得 到 宇宙 早期 的 一 系列 初始 条 件 , 我 们 必须 花 一 些 篇 幅 在 
暴 胀 理论 上 . 请 注意 : 我 们 并 不 确定 暴 胀 理论 就 是 产生 原初 扰动 的 机 制 . 这 个 理论 
所 对 应 的 能 量 远 远 高 于 加 速 器 所 达到 的 范围 , 因此 检验 这 个 理论 也 十 分 困难 . 然而 ， 
这 也 是 当前 唯一 合理 的 解释 . 实际 上 , 当今 宇宙 学 的 问题 之 一 是 没有 任何 能 代替 暴 
胀 理论 的 理论 . 而 对 于 CMB 和 大 尺度 结构 的 下 一 个 时 代 的 观测 会 对 暴 胀 理论 做 出 
更 严格 的 检验 . 


6.1 早期 宇宙 的 爱 因 斯 坦 - 玻 尔 兹 曼 方 程 


第 4 章 和 第 5 章 中 给 出 了 关于 9 个 扰动 变量 的 9 个 一 阶 微分 方程 . 理论 上 , 为 
了 求解 它们 , 需要 所 有 这 些 变 量 的 初始 条 件 . 实际 上 , 这 些 变量 的 某 个 组 合 将 它们 
联系 起 来 , 而 我 们 只 需 确 定 其 中 之 一 的 组 合 的 初始 条 件 . 本 节 给 定 了 所 有 变量 在 早 
期 如 何 依赖 于 引力 势 &; 本 章 其 余部 分 给 出 更 的 初始 条 件 . 

首先 考虑 宇宙 早期 的 玻 尔 兹 曼 方程 (4.100)~(4.107) R. 特别 地 , 我 们 应 考虑 
宇宙 极 早 期 , 以 至 于 对 于 任何 模式 , 都 有 km 入 1. 这 个 不 等 式 立即 能 使 方程 得 
到 很 多 重要 的 简化 . 首先 考虑 (4.100) A Ò 和 ikvO 两 项 . 第 一 项 是 6/m HBR, 
而 第 二 项 是 ke WEZ. 所 以 第 一 项 比 第 二 项 大 1/(kn) HEZ, 由 宇宙 早期 的 假 
Æ, 1/(kn) 远大 于 1. 类 似 地 , 可 以 得 到 结论 : 玻 尔 兹 曼 方程 中 所 有 被 乘 的 项 在 宇 
宙 早 期 可 以 忽略 . 其 物理 意义 是 : 早期 宇宙 中 一 切 扰动 的 波长 (~ ko) 都 大 于 当时 
物理 作用 的 范围 . 在 那 时 假定 的 观测 者 看 到 的 是 在 其 视界 内 光子 构成 的 均匀 的 “天 
23” AERE (91,92, ...) 远 小 于 单 极 矩 Oo. 光子 和 中 微 子 温度 的 演化 方程 变 为 


o +Ë =0, 
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No +%=0. (6.1) 
这 样 的 原理 同样 适用 于 物质 分 布 . 密度 扰动 的 方程 化 简 为 
6 = 一 36， 
dp = —36. (6.2) 


物质 的 运动 速度 类 似 于 辐射 分 布 函数 的 一 阶 矩 , 它 比 密度 扰动 小 kn 的 量 级 , 因此 
在 早期 可 以 设 为 零 . 事实 上 , 重子 物质 的 速度 并 不 类 似 于 光子 的 一 阶 矩 91: 这 取决 
于 康 普 顿 散射 的 强度 .(4.106) AF 7 很 大 时 , DA v = -3i91. 在 之 后 重新 检验 接 
近 退 看 时 的 玻 尔 兹 曼 方 程 时 , 还 会 用 到 这 个 结论 . 现在 , 我 们 讨论 宇宙 极 早期 的 情 
况 , 那 时 , 所 有 高 阶 矩 都 可 以 忽略 . 

下 面 再 看 宇宙 早期 的 爱 因 斯 坦 场 方程 . 首先 考虑 (5.27) A, 第 一 项 包含 k’, 可 
以 被 忽略 . 同样 , 由 于 当时 辐射 为 主 , 方程 右 侧 两 个 物质 项 可 以 被 忽略 . 得 到 


37 (è 5 y) = 16nGa?(p,0o + pL Mo). (6.3) 


由 辐射 为 主 , a x 7( 见 (2.100) 式 及 之 后 的 讨论 ), 故 a/a = 1/n. 所 以 
È 7 v 16G pa? py Pv 
1 7 3 (Geo Na) 
_ 2 (Pre, 4 
=F (20+ ANo), (6.4) 
这 里 最 后 一 步 等 式 成 立 利用 了 零 阶 爱 因 斯 坦 场 方程 . 
为 进一步 化 简 , 定义 中 微 子 能 量 密度 与 总 辐射 能 量 密度 的 比 


pa 
i Py + Pnu 


(6.5) 
将 (6.4) RRA n? 得 到 
Ën — Y = 2([1 — frJOo + fL Mo). (6.6) 


(6.1) 式 描述 了 单 极 矩 的 导数 与 引力 势 的 导数 之 间 的 关系 . 将 (6.6) 式 左右 两 边 求 导 ， 
以 消去 单 极 矩 项 , 得 到 

n+ Ë- Ü = -26, (6.7) 
得 到 上 式 右 侧 是 因为 Oo 和 An 在 大 尺度 下 等 于 È. 


目前 只 用 了 其 中 一 个 爱 因 斯 坦 场 方程 . 另 一 个 , (5.33) 式 描 述 了 在 光子 和 中 微 
子 分 布 的 高 阶 矩 存在 的 情况 下 , 亚 二 更 PAF. RE, 我 们 忽略 这 些 让 两 个 引力 势 
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的 和 偏离 零 的 高 阶 矩 @. 在 这 样 的 假设 下 , 可 以 随时 用 更 来 消去 -B. 所 以 
Ön + 46 = 0. (6.8) 


设 O=7?, 得 到 代数 方程 
p(p—1)+4p=0. (6.9) 


它 有 两 个 解 : p = 0,-3. p = -3 为 一 个 衰减 模式 , 如 果 这 个 模式 在 很 早期 被 激发 ， 
它 将 很 快 衰减 以 至 于 对 目前 的 宇宙 无 影响 . 而 p = 0 的 模式 一 旦 被 激发 将 不 会 衰 
减 , 这 是 我 们 感 兴趣 的 . 如 果 某 种 机 制 被 发 现 能 够 激发 这 种 模式 , 那么 这 种 机 制 很 
有 可 能 是 造成 宇宙 原初 扰动 的 原因 . 
于 是 我 们 只 关注 p= 0 的 模式 , 可 见 (6.6) 式 将 引力 势 与 中 微 子 和 光子 的 密度 
扰动 联系 起 来 : 
® = 2([1 — fo0+ fuNo). (6.10) 


Oo 和 No 都 不 随时 间 变 化 . 结构 形成 的 大 多 数 模型 中 它们 是 相等 的 , 因为 造成 扰 
动 的 任何 机 制 都 不 会 区 分 光子 和 中 微 子 . 所 以 , 可 以 设 


Oo(k, m) = No(k, ni) (6.11) 
得 到 

(k, ni) = 200(k, ni) (6.12) 
这 里 明确 写 出 了 所 有 变量 对 的 依赖 关系 , 并 且 强 调 了 这 样 的 初始 条 件 是 在 宇宙 
早期 时 间 nm; 建立 的 . 


物质 分 布 的 初始 条 件 5 A by, 依赖 于 原初 扰动 的 本 质 . 将 (6.1) 第 一 式 和 (6.2) 
式 合并 得 到 暗物质 密度 扰动 的 方程 


ô = 309 + constant, (6.13) 


重子 物质 密度 扰动 的 方程 具有 同样 的 形式 . 原初 密度 扰动 通常 被 分 为 两 部 分 , 其 中 
之 一 (绝热 扰动 ) 使 得 (6.13) 式 中 的 常数 为 零 , 另外 一 部 分 (等 曲率 扰动 ) 使 得 这 个 
常数 不 为 零 . 其 中 绝热 扰动 在 各 点 具有 相同 的 物质 -辐射 比 , 因为 


Nam “ea | 1+6 | (6.14) 


ny  n® [14305 
O 见 练习 2, PAART PRT ORE, 而 康 普 顿 散 射 使 光子 的 四 极 矩 保持 很 小 , 所 以 它 对 
(5.33) 式 确实 没有 贡献 . 
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中 括号 之 前 的 因子 , 即 零 阶 数 密度 , 在 时 空 各 点 都 为 常数 ， 由 于 物质 、 辐 射 的 数 密 
度 比 是 均匀 的 , 中 括号 内 的 项 (可 线性 化 为 146-300) 应 与 空间 无 关 . 所 以 对 于 
绝热 扰动 , 扰动 的 和 必 为 零 ， 

5 = 300, (6.15) 


对 于 重子 物质 , 同 理 可 得 bb = 300. 还 有 很 多 模型 是 基于 等 曲率 扰动 , 但 至 今 它们 
的 进展 都 不 是 很 大 ; 我 们 将 主要 讨论 绝热 初始 条 件 . 

在 大 多 数 情况 下 , 速度 和 偶 极 矩 在 宇宙 早期 可 以 忽略 . 然而 , 我 们 也 会 遇 到 在 
初始 条 件 中 需要 考虑 这 些 的 情况 . 练习 3 中 将 会 看 到 , 这 样 的 初始 条 件 为 


mie (6.16) 
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如 果 这 本 书 是 一 本 小 说 或 传记 , 本 节 可 以 命名 为 中 年 危机 . 主人 公 进 入 一 所 优 
秀 的 中 学 , 然后 考 入 一 所 好 大 学 . 这 时 他 爱 上 了 一 个 有 激情 也 很 懂事 的 女孩 . 在 毕 
业 前 , 经 过 几 次 面试 , 在 市 中 心 找到 了 一 份 好 工作 . 他 与 他 的 大 学 女 朋 友 结 婚 , 在 城 
市 居住 了 几 年 后 , 他 们 搬 到 了 郊区 并 有 了 三 个 孩子 . 我 们 的 男 主角 积极 投入 社区 建 
设 并 被 认可 为 一 个 可 敬 的 公民 .他 在 公司 很 快 晋 升 , 并 得 到 一 个 政治 演讲 的 机 会 . 
正当 将 要 陈述 自己 的 候选 资格 时 , 他 陷入 了 困境 .我 一 直 在 做 什么 ? 什么 才 是 最 重 
要 的 ? 难道 这 些 年 的 学 习 工 作 仅 仅 是 沿 着 命中 注定 的 轨迹 ? 我 这 样 做 难道 是 因为 其 
他 人 也 在 向 同样 的 方向 前 进 ? 我 的 人 生 有 何 与 众 不 同 之 处 ? ”更 糟 的 是 , 他 怀疑 自 
己 建 立 起 来 的 全 部 人 生 都 是 基于 一 个 错误 . 

也 许 这 并 不 会 是 一 本 畅销 书 , 但 它 为 我 们 学 习 宇 宙 的 扰动 提供 了 一 个 很 好 的 比 
ig. 到 目前 为 止 我 们 一 直 在 很 系统 、 恰 当地 做 着 每 件 事 . 我 们 首先 回顾 了 标准 的 大 
爆炸 宇宙 学 , 然后 对 这 个 零 阶 、 均匀 的 宇宙 作 展 开 , 得 到 了 粒子 分 布 的 扰动 和 引力 
场 扰动 的 演化 方程 , 并 意识 到 这 些 耦 合 的 微分 方程 需要 初始 条 件 来 求解 , 在 上 一 节 
也 建立 了 这 些 初始 条 件 . 然而 , 现在 必须 问 : 这 些 原 初 扰动 是 如 何 产生 的 ? 当然 , 我 
们 可 以 写 出 © = 26 这 样 的 初始 条 件 , 但 去 解释 © 在 最 开始 为 何不 为 零 , 完全 又 
是 另 一 回 事 . 

实际 比 这 更 糟 . 让 我 们 先 思考 共 形 时 间 7 的 物理 意义 : 它 是 自 宇宙 诞生 以 来 
光 能 够 传播 的 最 大 共 动 距离 . 同样 , 现在 ( 共 动 距离 ) 相距 超过 7 的 两 个 物体 应 从 
未 有 过 接触 , 因为 任何 信息 不 可 能 传递 超过 7 的 距离 . 由 于 这 个 原因 , n 被 称 为 共 
动 视 界 . 
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通过 这 样 的 理解 , 重新 审视 上 一 节 所 提 到 的 状态 kn < 1. 波 数 粗略 地 等 于 
该 傅 里 时 模式 的 波长 的 倒数 ( 差 一 个 因子 27). 因此 kn 就 是 共 动 视界 与 扰动 波长 
的 共 动 尺度 的 比值 . 如 果 这 个 比值 远 小 于 1, 则 这 个 伟 里 叶 模 式 的 波长 很 大 , 以 至 于 
在 当时 不 会 被 任何 物理 效应 所 影响 . 图 6.1 中 , 视界 随 尺度 因子 的 增长 而 增长 , 而 
相关 的 共 动 波长 保持 不 变 . 宇宙 学 中 所 有 有 关 的 傅 里 时 模式 的 波长 都 曾 在 宇宙 早期 
大 于 视界 . 随 宇 宙 演 化 , 这 些 宇宙 学 模式 相继 进入 视界 , 在 一 个 模式 进入 视界 之 后 ， 
相关 的 物理 效应 便 开始 作用 于 其 上 . 


10? 1 10-5 fo 


共 动 距离 /Mpc 


10" 
O 10" 10° 1 
图 6.1 共 动 视界 随 尺度 因子 的 变化 . 图 中 还 画 出 了 两 个 共 动 波长 , 它们 不 随时 间 变 化 . EF 
宙 早 期 , 包含 着 两 个 模式 的 所 有 相关 模式 的 波长 都 曾 大 于 视界 .CMB 产生 于 位 于 a 之 10 司 的 
最 后 散射 面 . 在 那 时, 一 些 很 大 的 尺度 (如 图 中 标 出 的 “四 极 矩 尺度 ”) 仍 在 视界 之 外 . MASE 
难 的 内 容 是 : 为 何在 最 后 散射 面 上 相距 大 于 视界 的 区 域 能 够 具有 相同 的 温度 ? 


最 令 人 烦恼 的 是 考虑 当今 宇宙 微波 背景 辐射 的 情形 .CMB 在 所 有 尺度 的 观测 
都 近似 于 各 向 同性 . 这 是 怎么 造成 的 ? 观测 到 的 CMB 的 最 大 尺度 只 有 在 近期 才 进 
入 视界 , 远 远 晚 于 退 耦 时 刻 (例如 , 图 6.1 中 画 出 了 与 CMB 的 四 极 矩 所 对 应 的 尺 
BE). 在 退 耦 之 前 , 这 些 模式 的 波长 很 大 , 以 至 于 没有 任何 物理 机 制 能 够 消除 这 个 模 
式 对 均匀 的 偏离 . 在 退 耦 之 后 , 光子 不 再 相互 作用 , 开始 自由 传播 . 所 以 , 即使 从 理 
论 上 讲 , 今天 来 自 相反 方向 的 光子 有 机 会 相互 作用 以 达到 相同 温度 的 平衡 态 , 但 实 
际 上 这 也 不 可 能 发 生 . 为 何 CMB 的 温度 竞 会 如 此 均匀 ? 在 之 前 我 们 掩饰 了 这 个 深 
奥 的 问题 , 只 是 假设 温度 是 均匀 的 , 且 假 设 对 于 零 阶 温度 的 扰动 还 是 很 小 的 . 

图 6.2 更 直观 地 表述 了 视界 疑难 . 在 任意 给 定时 刻 , 只 有 在 圆锥 以 内 的 区 域 与 
我 们 (位 于 中 心 ) 有 因果 联系 . 今天 我 们 观测 到 的 最 后 散射 面 上 的 光子 在 最 初 发 射 
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时 远 远 超 过 视界 的 范围 . 让 人 难以 理解 的 是 : 对 大 尺度 各 向 异性 的 观测 指出 , 在 最 
后 散射 面相 距 很 多 倍 视界 的 光子 , 竟然 会 拥有 相同 的 温度 (105 分 之 一 的 精确 度 ) 


图 6.2 视界 疑难 . 在 任何 时 刻 圆 锥 以 内 的 区 域 都 与 我 们 (位 于 中 心 ) 有 因果 联系 . 从 最 后 散射 
面 (位 于 红 移 ~ 1000) 发 射 的 光子 起 始 于 这 个 区 域 之 外 . 所 以 , 在 最 后 散射 面 上 , 它们 不 应 与 
我 们 有 任何 联系 , 它们 之 间 更 不 应 该 有 联系 . 然而 它们 的 温度 却 几乎 相同 


6.3 暴 K 


本 节 为 上 一 节 给 出 的 视界 疑难 提供 了 一 个 美妙 的 解释 . 首先 , 我 们 找到 一 个 合 
理 的 解释 替代 先前 的 论述 , 即 认 识 到 一 种 宇宙 早期 的 快速 膨胀 能 够 解决 视界 疑难 . 
之 后 通过 爱 因 斯 坦 场 方程 得 到 能 够 产生 这 种 快速 膨胀 的 能 量 类 型 , 即 负 压力 . 最 后 ， 
考虑 一 种 标量 场 理论 , 并 指出 我 们 所 需 的 负 压 力 适用 于 这 样 的 理论 . 

这 里 对 场 论 做 两 点 评论 . 第 一 , 场 论 由 于 它 的 复杂 而 声名 远扬 , 然而 我 们 在 暴 
胀 理论 中 用 到 的 部 分 却 比 较 简 单 . 实际 上 , 我 们 对 场 论 所 需要 了 解 的 , 几乎 在 上 一 
章 广义 相对 论 的 讨论 中 都 已 经 提 及 过 了 . 第 二 , 并 没有 能 够 推动 暴 胀 的 已 知 的 标量 
场 (有 的 怀疑 论 者 甚至 会 指出 根本 就 不 存在 什么 本 质 的 标量 场 ! ). 所 以 , 很 有 可 能 
暴 胀 理论 是 正确 的 , 但 它 是 由 标量 场 外 的 其 他 机 制 所 引发 的 . 每 当 需 要 明确 暴 胀 的 
起 因 时 , 有 很 多 原因 使 得 我 们 选择 标量 场 . 几乎 所 有 基本 粒子 物理 学 都 包含 标量 场 . 
历史 上 , 正 是 粒子 物理 学 家 研究 标准 模型 (大 统一 理论 (Grand Unified Theory)) 在 
高 能 的 扩展 时 提出 了 暴 胀 的 想法 , 而 标量 场 正 是 这 种 高 能 扩展 所 得 到 的 副产品 , 实 
际 上 , 目前 几乎 所 有 针对 暴 胀 的 研究 工作 都 是 基于 标量 场 (有 时 是 两 个 标量 场 ). 另 
一 种 与 粒子 物理 不 同 的 想法 是 : 利用 一 种 矢量 场 (类 似 电磁 场 的 势 ) 或 一 系列 费 米 
F (类 似 低温 超 导 过 程 ) 去 引发 暴 胀 . 这 两 种 选择 并 没有 很 好 地 解释 暴 胀 , 反而 使 
理论 更 加 复杂 化 , 所 以 我 们 主要 讨论 标量 场 . 
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6.3.1 ”解决 视界 疑难 
为 了 找到 一 个 解决 视界 疑难 的 方法 , 让 我 们 首先 将 共 动 视界 写 为 


“da 1 
g= f TR (6.17) 
可 见 , AIRTER WRR. 哈 勃 半径 是 在 宇宙 进行 一 次 膨 
胀 的 时 间 (大 约 是 尺度 因子 变 为 原来 的 两 倍 所 用 的 时 间 ) 内 , 粒子 能 穿 过 的 最 大 距 
离 . 所 以 哈 勃 半径 是 粒子 间 是 否 有 因果 联系 的 另 一 个 量度 : 如 果 粒 子 间 相距 超过 哈 
DEB, 它们 在 当时 不 可 能 有 联系 . 这 里 的 共 动 视界 n 和 共 动 哈 勃 半径 (aH)! 有 
一 个 细微 的 差别 . 若 粒 子 相 距 大 于 共 动 视界 n 则 它们 从 未 有 过 联系 ; 若 粒 子 相距 
大 于 共 动 哈 勃 半径 (aH), 则 它们 只 是 现在 无 法 联系 . 所 以 很 有 可 能 现在 的 n ke 
(aH)! 大 很 多 , 故 现在 不 能 相互 作用 的 粒子 在 很 早 的 时 候 是 存在 因果 联系 的 . 如 
果 是 这 样 , 那么 在 早期 , 共 动 哈 勃 半径 远大 于 现在 的 值 , 所 以 , n 主要 来 自 宇宙 早期 
的 贡献 . 这 是 可 能 发 生 的 , 但 不 会 发 生 在 物质 或 辐射 主导 的 时 代 , 因为 这 些 情况 下 
共 动 哈 勃 半径 随时 间 增 加 , 所 以 通常 我 们 认为 对 7 的 最 大 贡献 主要 来 自 最 临近 现 
在 的 时 期 . 实际 上 这 就 是 图 6.1 中 指出 的 . 
回 到 图 6.1 F, 图 上 方 的 坐标 轴 给 出 了 在 给 定 尺度 因子 的 宇宙 等 离子 体 的 温度 . 
在 达到 这 幅 图 的 左边 界 时 , 能 量 达 到 几 百 GeV, 这 种 情况 下 的 物理 规律 我 们 并 不 了 
解 . 在 图 中 的 能 量 范围 内 , 粒子 物理 的 标准 模型 是 非常 适用 的 . 当 超 过 这 个 能 量 范 
H, 尽管 我 们 也 有 很 多 理论 , 但 没有 实验 以 支持 某 一 个 理论 . 由 于 宇宙 中 的 能 量 成 
分 决定 了 a(t) 的 变化 , SER 6.1 中 将 视界 的 变化 外 推 到 a = 0 时 (温度 无 限 高 )， 
这 的 确 只 是 一 个 假设 , 即 假设 了 在 更 早 的 时 期 没有 特别 的 事情 发 生 , 也 就 是 宇宙 在 
早期 一 直 处 于 辐射 主导 的 状态 . 如 果 这 个 假设 成 立 , 则 确实 得 出 : 共 动 视界 在 极 早 
期 得 到 的 增长 可 以 忽略 , 大 爆炸 发 生 不 到 1s 的 时 间 光 子 只 能 穿行 很 短 的 一 段 距离 . 
这 引出 了 一 个 解决 视界 疑难 的 办 法 : 也 许 在 宇宙 极 早期 并 非 物质 或 辐射 主导 . 
也 许 , 至 少 在 很 短 的 一 段 时 间 内 , 共 动 哈 勃 半径 减 小 了 . 这 样 , 我 们 会 得 到 图 6.3 所 
描述 的 状态 . 共 动 哈 勃 半径 在 这 一 时 期 急剧 减 小 . 这 种 情况 下 , 共 动 视界 并 非 是 在 
近期 显著 增加 的 , 而 是 在 共 动 坐标 快速 膨胀 之 前 的 时 代 . 今天 相距 几 个 哈 勃 半径 的 
粒子 (如 图 6.3 下 图 , 圆圈 之 外 的 粒子 ), 在 这 个 快速 膨胀 之 前 曾经 有 过 因果 联系 (如 
图 6.3 上 图 , 在 表示 成 哈 勃 半径 的 圆圈 中 )， 
怎样 才能 使 尺度 因子 这 样 演化 以 解决 视界 疑难 呢 ? 先 定性 地 回答 这 个 问题 . 如 
Rae ae ea) oH 必须 增加 , 即 
d [a2] _ da 
dt a dt2 
所 以 , 为 了 解决 视界 疑难 , 宇宙 必须 经 历 一 个 迅速 加 速 膨胀 的 时 代 . 这 便 是 暴 胀 一 词 
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图 6.3 在 暴 胀 发 生 之 前 (上 图 ) 和 之 后 (下 图 ) 粒子 在 共 动 坐标 网 格 上 的 位 置 对 比 . 上 图 和 下 
图 中 用 圆圈 表示 的 粒子 是 相同 的 粒子 。 暴 胀 发 生 之 前 ， 共 动 哈 勃 半径 很 大 , 包含 了 几 十 个 坐标 
网 格 . 暴 胀 结束 后 , 共 动 哈 勃 半径 已 经 收缩 到 只 有 一 个 网 格 大 小 (在 图 中 , 尺度 因子 只 扩大 到 
原来 的 7 倍 , 而 对 于 实际 的 暴 胀 这 个 倍数 大 于 e). 共 动 哈 勃 半径 的 收缩 导致 原本 有 相互 作 
用 的 粒子 (上 图 的 圆圈 中 ) 已 不 能 再 发 生 联 系 . 注意 , 在 两 个 图 中 用 圆圈 标 出 的 哈 勃 半径 的 
物理 斥 度 在 暴 胀 过程 中 几乎 保持 不 变 


的 由 来 . 为 了 定量 地 理解 暴 胀 时 期 , 先 给 出 大 多 数 暴 胀 模型 的 能 量 量 级 是 1015GeV 
或 更 高 ， 当 温度 达到 1015GeV 时 共 动 哈 勃 半径 是 多 少 呢 ? 为 了 估计 其 量 级 ,忽略 
相对 短暂 的 宇宙 物质 主导 的 阶段 , 假设 在 暴 胀 结束 后 , 宇宙 一 直 处 于 辐射 主导 时 期 
(练习 6 对 这 个 假设 进行 了 修正 ). H W a? 变化 , 故 aoHo/aeH。 = ae, 其 中 a. 是 暴 
胀 结束 后 的 尺度 因子 . 若 ae 对 应 的 时 刻 的 温度 为 1015GeV, 则 ae TD/10LEGeV ~ 
10-28. 故 共 动 哈 勃 半径 在 暴 胀 结束 时 比 现 在 小 28 个 数量 级 . 如 果 暴 胀 解决 了 视界 
疑难 , 那么 在 暴 胀 开始 时 的 共 动 哈 勃 半径 应 大 于 我 们 今天 观测 到 的 最 大 尺度 , 即今 
天 的 共 动 哈 勃 半径 . 所 以 在 暴 胀 时 期 , 共 动 哈 勃 半径 应 减 小 了 28 个 量 级 . 

通常 可 以 构造 一 个 在 暴 胀 时 期 五 保持 常数 的 模型 . 这 样 , 由 于 da/a = Hdt, 
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尺度 因子 的 演化 模式 为 
a(t) = aee” te), t< te. (6.19) 


这 里 t。 是 暴 胀 结束 的 时 刻 , 尺度 因子 的 指数 膨胀 使 得 共 动 哈 勃 半径 (aH) 减 小 . 
为 了 让 尺度 因子 增长 1078 倍 , 式 中 的 指数 寡 须 为 mn(1028) ~ 64( 留 意 练习 6 中 的 修 
TE), 所 以 说 , 若 宇宙 能 指数 膨胀 到 自然 对 数 e 的 60 次 方 倍 以 上 , 则 暴 胀 便 能 解决 
视界 疑难 . 

6.4 中 画 出 了 共 动 哈 勃 半径 随 尺 度 因子 的 变化 . 其 右 半 部 分 实际 上 与 图 6.1 
一 致 , 说 明了 在 标准 宇宙 学 中 , 各 种 模式 的 共 动 尺度 远大 于 哈 勃 半径 . 图 中 左 半 部 
分 展示 出 暴 胀 时 期 共 动 哈 勃 半径 大 幅 减 小 ， 这 是 有 道理 的 : 由 于 尺度 因子 急速 膨 
Bk, 光子 变 得 越 来 越 难以 在 共 动 坐标 网 格 ( 它 随 a 膨胀 ) 上 运动 . 暴 胀 发 生前 , 共 动 
哈 勃 半径 远大 于 今天 观测 到 的 一 切 宇 宙 学 尺度 , 故 那 时 这 些 尺度 都 在 视界 之 内 . 


YA Wy YY Wy YY Yj 
1 YY, BUUU Wy, HN YY 


10-10 


共 动 距离 /Mpc 


10-4 ma 1 


6.4 Jeanie AAA RAF NA. 字 宙 学 中 一 些 常见 的 尺度 (阴影 部 分 ) 在 a ~ 10 
之 前 都 大 于 哈 勃 半径 . 深 色 的 阴影 部 分 表示 , 这 些 给 定 尺 度 小 于 哈 勃 半径 , 使 微观 物理 过 程 的 
发 生变 得 可 能 . 极 早期 , 暴 胀 发 生前 , 所 有 尺度 都 小 于 哈 勃 半径 , 可 以 在 其 内 发 生 微观 物理 
WH. 类 似 地 , 直到 最 近 , 这 些 尺度 才 依次 重新 进入 哈 勃 半径 


注意 图 6.4 中 的 对 称 性 . 那些 直到 今天 才 进 入 视界 的 尺度 (在 暴 胀 后 已 膨胀 e60 
倍 ) 在 暴 胀 结束 前 已 经 超过 视界 0° 倍 . 这 些 尺度 上 扰动 的 强度 在 超 视 界 (尺度 超 
出 视界 ) 时 保持 不 变 . 所 以 , 今天 当 我 们 去 测量 它们 时 , 得 到 的 结果 仿佛 就 是 它们 在 
暴 胀 时 期 离开 视界 时 的 样子 ( 当 其 重新 进入 视界 后 发 生 的 一 切 过 程 , 第 7、8 章 将 
给 出 详细 的 计算 ). 当 我 们 去 解释 当今 宇宙 的 结构 时 , 理解 暴 胀 时 期 产生 的 扰动 非常 
重要 . 

在 共 动 坐标 下 的 暴 胀 已 经 讨论 过 了 .同样 在 物理 尺度 的 坐标 下 思考 这 样 的 指 
数 膨胀 也 十 分 有 益 . 图 6.5 描绘 出 视界 在 早期 膨胀 的 状况 . 原本 有 因果 联系 的 区 域 
的 物理 尺度 (a 乘 以 共 动 尺度 ) 在 暴 胀 时 期 发 生 快速 的 指数 膨胀 . 今天 观测 到 的 宇 
宙 尺 度 的 结构 在 暴 胀 发 生 之 前 十 分 微小 , 因此 得 以 发 生 因果 相互 作用 . 
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暴 胀 后 , 总 共 动 视界 不 再 是 一 个 有 效 的 时 间 参 量 , 因为 它 在 早期 变 得 很 大 , 在 
之 后 的 物质 和 辐射 主导 的 时 期 变化 很 小 . 可 以 对 其 进行 简单 的 改正 : 减 去 其 初始 值 
Nprim,) 重新 定义 n 为 

f ka (6.20) 


a(t’)’ 


这 样 , 总 共 动 视界 便 是 mprim +n. 之 后 沿用 这 样 的 习惯 . 注意 , 这 意味 着 在 暴 胀 时 
期 , 7 取 负 值 , 但 仍然 单调 增加 . 图 6.4 中 茶 个 尺度 离开 视界 意味 着 k|m| 小 于 1, 当 
晚期 kn 大 于 1 时 这 个 尺度 重新 进入 视界 . 


ll 


6.5 AKUMA SEEN. 图 中 较 大 的 锥 形 表示 暴 胀 模 型 的 视界 ,而 中 间 较 小 的 圆 
锥 形 表示 没有 发 生 暴 胀 的 宇宙 的 视界 . 暴 胀 时 期 , 物理 尺度 的 视界 增长 极 快 . 阴影 部 分 中 的 
所 有 尺度 都 曾经 有 过 因果 联系 , 这 也 是 它们 拥有 相同 温度 的 原因 


总 之 , 暴 胀 一 宇宙 加 速 急剧 膨胀 的 时 期 一 解决 了 视界 疑难 . 在 这 个 加 速 膨胀 的 
时 期 , 哈 勃 半径 的 物理 斥 度 保持 不 变 , 原本 有 因果 联系 的 粒子 不 能 再 相互 作用 . S 
天 相距 很 远 的 区 域 在 暴 胀 之 前 和 暴 胀 时 保持 因果 联系 . 在 那 时 , 这 些 区 域 被 给 定 了 
必要 的 初始 条 件 , 即今 天 我 们 所 观测 到 的 均匀 性 ; 我 们 在 后 面 也 会 看 到 , 在 均匀 性 
基础 上 的 微 扰 最 终 增 长 成 为 星系 以 及 宇宙 中 的 其 他 结构 . 


6.3.2 ER 


我 们 已 证 明 , 一 个 加 速 膨胀 的 宇宙 可 以 解决 视界 疑难 . 广义 相对 论 决 定 了 宇宙 
能 量 成 分 和 它 如 何 膨胀 的 关系 , 现在 需要 问 , 怎样 的 能 量 能 导致 加 速 膨胀 . 由 零 阶 爱 
因 斯 坦 场 方程 的 时 间 - 时 间 分 量 和 空间 -空间 分 量 可 以 很 快 得 到 答案 . 它们 是 ((2.39) 
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式 和 (2.93) 式 ) 


da/dt\? _ 8xG 
a 3 


2 2 2 
da/dt? 1 (=) = —4nGP. (6.21) 


a 2 
将 上 式 第 一 个 方程 乘 以 1/2 减 去 第 二 个 方程 , 消去 a 的 一 阶 导数 , 剩 下 


2 2 4 
= = -22 ep + 3P). (6.22) 


加 速 膨胀 定义 为 d?a/dt? 大 于 零 . 这 样 , 右边 括号 中 的 项 必须 小 于 零 . 故 暴 胀 要 求 


P< -和 (6.23) 


既然 能 量 密度 必须 为 正 , 则 压力 必 为 负 . 这 个 结论 或 许 并 不 奇怪 : 第 2 章 中 曾 提 到 |， 
使 超新星 看 起 来 更 暗 的 加 速 膨胀 是 由 具有 负 压 力 的 瞳 能 量 造 成 的 . 烘 胀 看 来 也 是 
由 类 似 的 能 量 形势 导致 , 即 P < 0. 正如 我 们 在 第 2 章 强 调 的 , 负 压 力 并 不 是 我 们 
所 熟悉 的 . 非 相 对 论 性 物质 拥有 小 的 正 压力 , 它 正比 于 温度 除 以 质量 , 而 相对 论 性 
的 气体 有 P = +p/3, 依然 是 正 压力 . 所 以 通常 的 物质 或 辐射 都 不 能 推动 暴 胀 . 


6.3.3 ”标量 场 的 引入 


在 推导 OE, t) 和 OCG, t) 的 演化 ( 爱 因 斯 坦 场 方程 ) 和 粒子 分 布 的 演化 方程 时 ， 
我 们 已 经 对 U(E, t) 和 OT) 非常 熟悉 . 这 两 个 场 是 度 规 张 量 gu 的 一 部 分 . 度 规 
是 物理 学 最 基本 的 场 之 一 , 但 并 不 是 唯一 的 . 每 种 基本 粒子 电子 、 中 微 子 、 夸克 、 
光子 等 _ 都 与 它们 自身 的 场 联系 在 一 起 . 我 们 希望 找到 这 样 一 种 场 (如 与 光子 相 联 
系 的 电磁 场 的 势 ) 作为 暴 胀 模型 的 源 . 不幸 的 是 , 至 今 尚未 有 人 提出 一 个 这 样 的 具 
体 模型 . 与 之 相对 的 方法 , 是 考虑 一 种 一 般 的 标量 场 (不 像 费 米子 如 夸克 和 轻 子 , 或 
电磁 矢量 场 ) 粒子 物理 的 标准 模型 就 包含 一 种 类 似 的 场 _ 希 格 斯 (Higgs) 场 . 但 
同样 不 幸 的 是 , 我 们 了 解 希 格 斯 场 太 多 , 很 清楚 它 的 相互 作用 和 性 质 , 它 不 可 能 成 
为 暴 胀 的 源 ， 所 以 , 我 们 不 再 要 求 推动 暴 胀 的 标量 场 必须 与 已 知 的 物理 联系 起 来 
建立 这 个 联系 是 留 给 未 来 诺 贝尔 奖 得 主 的 作业 

我 们 将 这 个 标量 场 标记 为 (Z, t), 注意 与 度 规 扰动 O(a, 1) 区 分 , 这 个 标量 场 有 
负 压 力 p +3P. 写 出 6 的 能 动 张 量 : 

1 (6.24) 
这 里 的 VO) 是 标量 场 的 势 例如 , 一 个 自由 的 、 质量 为 m 的 场 拥有 势能 Vo) = 
m2d2/2. ER, 如 果 参 考 其 他 读物 可 能 会 发 现 (6.24) 式 中 使 用 不 同 的 符号 , 这 是 由 
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度 规 的 号 差 选择 引起 的 . 尽管 我 们 的 度 规 的 符号 选择 (一 ,+,+, 十 ) 是 在 宇宙 学 中 最 
常用 的 , 但 在 粒子 物理 领域 中 并 不 常用 . 设 $ 几乎 是 均匀 的 , 包含 零 阶 项 oO (t) 和 
一 阶 扰动 项 66(z,t)， 本 节 推 导 标量 场 的 零 阶 、 均匀 部 分 的 能 量 密度 、 压 力 以 及 随 
时 间 的 演化 . 在 后 面 会 考虑 它 的 扰动 i9 及 其 产生 机 制 |. 

对 于 标量 场 的 均匀 部 分 , 只 需 考虑 其 时 间 导 数 , (6.24) 式 第 一 项 的 角 标 a 和 6、 
第 二 项 的 角 标 u 和 > 都 为 零 . 能 动 张 量化 简 为 


(0) \? (0) \ ? 
TP = oog (S) +98 E (E) -ve™)| (6.25) 
TS 的 时 间 - 时 间 分 量 等 于 -po, 故 能 量 密度 为 
(0) \ ? 
o=3() +V($). (6.26) 


其 中 第 一 项 是 标量 场 的 动能 , 第 二 项 是 势能 密度 . 所 以 均匀 标量 场 的 动力 学 非常 类 
似 于 一 个 单独 的 粒子 在 势 场 中 的 运动 (将 pO) 类 比 为 粒子 的 位 置 z(t)). 实际 上 
在 描述 暴 胀 的 语言 中 都 充满 着 这 样 的 类 比 . 均匀 标量 场 的 压力 等 于 P = TO" (这 里 
对 空间 指标 i 不 求 和 ), 故 


_1 (ag? (0) 
p=3 ($) -Yo (6.27) 


可 以 看 出 , 负 压 力 对 应 于 势能 大 于 动能 的 标量 场 . 例如 , 图 6.6 所 示 , 标量 场 处 于 一 
个 伪 真 空 态 (ERS) 即 在 局 部 , 而 非 整 体 时 , 势 取 最 小 的 状态 . 


9 
图 6.6 ”处 于 伪 真 空 态 的 标量 场 . 由 于 不 能 逃 出 这 个 状态 , 它 只 具有 很 少 的 动能 . 然而 其 势能 
并 不 为 零 , 所 以 标量 场 具有 负 压 力 . 势能 整体 的 最 小 值 称 为 真 真空 态 , 因为 均匀 标量 场 处 于 
势能 最 小 值 的 状态 是 系统 的 基态 


处 在 伪 真 空 态 的 标量 场 , 9 为 常数 , 标量 场 的 能 量 密度 全 部 由 势能 组 成 , 不 
随时 间 变 化 . 我 们 所 理解 的 物质 、 辐射 , 它们 的 能 量 密 度 都 随 宇宙 膨胀 而 快速 衰减 ， 
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而 现在 讨论 的 标量 场 的 能 量 密度 却 不 随 宇宙 的 膨胀 变化 . 所 以 , 即使 宇宙 初期 包含 
物质 和 辐射 , 以 及 假 真空 能 ， 随 宇宙 膨胀 也 很 快 就 会 只 剩 下 真空 能 . 对 处 于 这 种 状 
态 的 标量 场 , 很 容易 写 出 尺度 因子 的 演化 . 因为 能 量 密度 为 常数 , 所 以 关于 a 的 演 


化 的 爱 因 斯 坦 场 方程 为 
E = face = constant. (6.28) 


可 见 , 处 于 伪 真 空 态 的 标量 场 得 到 了 形 如 (6.19) 式 的 指数 膨胀 (H x p12, 为 常数 ). 
暴 胀 结束 前 产生 的 原初 共 动 视界 , 可 以 由 (6.19) 式 的 倒数 对 时 间 积 分 得 到 

Norim = Fle) — 1), (6.29) 
其 中 te 是 暴 胀 开始 时 刻 . 如 果 标 量 场 处 于 伪 真 空 态 至 少 60 e- BM (H (te 一 ts) > 
60), 视界 疑难 即 可 被 解决 . 

Guth(1981) 对 暴 胀 理论 早期 的 构想 利用 了 处 于 势能 极 小 值 的 标量 场 , 但 后 来 
很 快意 识 到 (Guth and Weinberg, 1983; Hawking, Moss, and Stewart, 1982), 这 种 方 
案 是 不 可 行 的 . 让 这 种 标量 场 演 化 到 其 真 真空 态 的 唯一 途径 , RUF a 粒子 穿越 原 
FRB, 即 量子 力学 的 隧道 贯穿 效应 . 所 以 , 只 有 很 小 的 空间 区 域 能 从 伪 真 空 
态 隧道 贯穿 到 真 真空 态 . 这 些 真 真空 态 的 “气泡 ”必须 合并 , 这 样 宇宙 才能 整体 性 
地 演化 到 真 真空 态 . 详细 的 计算 表明 , 这 种 合并 是 不 可 能 发 生 的 , 伪 真 空 态 的 区 域 
会 快速 膨胀 并 一 直 存 在 着 , 这 样 永 远 也 不 会 得 到 一 个 真 真空 态 的 宇宙 . 

为 了 避免 这 个 问题 , 随后 的 暴 胀 模型 (Linde, 1982; Albrecht and Steinhardt, 
1982) 使 标量 场 慢 慢 地 “ 滚 ” 入 其 真正 的 基态 . 这 种 标量 场 的 能 量 密度 同样 接近 常 
数 ( 若 势 不 急剧 变化 ), 因此 很 快 主导 整个 宇宙 i. 为 了 得 到 标量 场 不 再 处 于 伪 真 空 态 
时 6° 的 演化 方程 , 我 们 回 到 (6.21) 式 给 出 的 爱 因 斯 坦 场 方程 . 考虑 第 一 式 , WR 
宇宙 被 标量 场 $ ES, 则 右 侧 能 量 密度 变 为 (dg /dt)?/2+V, 然后 求 导 , 得 到 


2da/dt [Pee E (ee) | _ 8xG E pam z dg) 


a a a 3 dt dt? r dt |. G50) 


这 里 V 定义 为 V 对 6© 的 导数 . 由 (6.22) 式 , 将 左边 中 括号 内 第 一 项 替换 为 
—4nG(p/3+P). 类 似 地 , 第 二 项 替换 为 8rGp/3. 上 式 左 侧 变 为 


oar [snGl- (p/3) — P — 2/3] = -8nGH 人 ) (6.31) 
代入 (6.30) 式 便 得 到 了 膨胀 宇宙 中 均匀 标量 场 的 演化 方程 : 
Ca i wae. (6.32) 


dt? dt 
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将 共 形 时 间 7 作为 时 间 变 量 更 有 用 处 , 上 式 化 为 (练习 8) 
$O + 2aHd +a?V’ =0 (6.33) 
这 里 变量 上 方 加 “.” 表 示 对 共 形 时 间 7 求 一 次 导数 . 
大 多 数 暴 胀 模型 都 是 慢 滚 模型 , 即 零 阶 标量 场 (以 及 哈 勃 速率 ) 的 变化 很 慢 . 这 
样 得 到 了 一 个 共 形 时 间 mn 和 膨胀 速率 的 简单 关系 . 特别 地 , 在 暴 胀 时 期 ， 
° da 


pens (6.34) 
其 中 第 一 步 近 似 是 由 于 五 近似 为 常数 , 而 第 二 步 近似 是 因为 暴 胀 结束 后 的 尺度 因 


子 远大 于 暴 胀 过 程 中 的 尺度 因子 (ae > a). 为 了 量化 慢 滚 近似 , 通常 定义 两 个 变量 ， 
它们 在 4 为 常数 的 极限 下 为 零 . 首先 定义 : 


d/l -H 
eSa (ž)- -i (6.35) 
由 于 H 始终 减 小 , e 永远 为 正 . 在 暴 胀 时 期 , e 是 一 个 很 小 的 正 数 , 然而 在 辐射 主导 
时 期 e= 2. 实际 上 , 暴 胀 时 期 的 一 个 定义 即 e < 1. 定义 另外 一 个 变量 , 同样 用 于 度 
量 慢 滚 的 程度 : 
1 d2g /dt? _ 
=H Bah /dt a 
——_[3aH 6 + a?V"). (6.36) 


[eH — $0)] 


zn 
由 于 希腊 字母 有 限 , 妨碍 我 们 的 表达 , 第 二 个 慢 滚 参数 通常 标记 为 n, 但 这 与 7 作 
为 共 形 时 间 的 习惯 冲突 (研究 早期 宇宙 的 科学 家 通常 使 用 r 作为 共 形 时 间 , 留 出 n, 
但 我 们 用 r 表示 光 深 ). 这 里 选择 5 作为 慢 滚 参 数 也 很 常见 , 但 要 留意 与 第 4 章 中 
的 密度 扰动 区 分 . 上 式 第 二 行 的 得 出 用 到 了 (6.33) 式 . 在 大 多 数 暴 胀 模型 中 5 也 是 
小 量 . 在 6.6 节 将 会 看 到 , 暴 胀 的 一 些 特性 、 与 最 简单 的 功率 谱 的 偏差 , 以 及 引力 波 
的 产生 都 正比 于 e 和 6. 如果 将 来 观测 到 这 些 特性 , 它们 不 仅 将 成 为 暴 胀 唯一 的 特 
征 , 而 且 使 我 们 能 够 了 解 引发 暴 胀 的 物理 机 制 . 


6.4 引力 波 的 产生 


暴 胀 解决 了 比 视 界 疑 难 更 多 的 东西 . 暴 胀 使 看 起 来 不 相关 的 尺度 相互 联系 起 
来 . 上 一 节 对 零 阶 标量 场 的 推导 使 宇宙 所 有 相关 的 尺度 能 够 呈现 今天 均匀 的 样子 . 
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同样 也 存在 对 于 这 个 零 阶 标量 场 的 扰动 , 这 些 扰动 在 所 有 尺度 都 存在 因果 联系 的 时 
候 就 产生 了 , 直到 暴 胀 结束 后 这 些 扰动 依然 存在 . 

度 规 张 量 的 扰动 中 ,标量 扰动 是 我 们 最 感 兴趣 的 ， 因 为 它 联系 着 物质 的 密度 和 
辐射 , 并 最 终 决 定 了 宇宙 不 均匀 性 和 各 向 异性 . 6.5 节 中 将 详细 讨论 . 暴 胀 不 仅 产生 
标量 扰动 , 还 产生 了 对 度 规 的 张 量 扰动 , 即 引 力 波 . 正如 第 5 章 提 到 , 张 量 扰动 不 与 
密度 扰动 耦合 , 故 与 宇宙 大 尺度 结构 无 关 , 然而 它 在 CMB 中 引入 了 扰动 . 事实 上 ， 
这 些 扰动 是 暴 胀 独特 的 标志 , 提供 了 一 个 研究 引发 暴 胀 的 物理 机 制 的 途径 , 很 值得 
研究 . 之 所 以 在 标量 扰动 前 先 讨论 张 量 扰动 的 产生 , 是 因为 对 度 规 的 张 量 扰动 与 其 
他 任何 扰动 变量 都 不 看 合 吕 , 故 当 我 们 考虑 张 量 扰动 时 , 扰动 只 发 生 在 一 个 单独 的 
场 中 . 度 规 的 标量 扰动 与 能 量 密度 扰动 耦合 . 耦合 的 场 一 起 振荡 , 这 种 耦合 比较 复 
杂 . 然而 我 们 感 兴趣 的 是 在 暴 胀 时 期 产生 的 量子 扰动 , 它 导致 了 今天 的 大 尺度 结构 ， 
这 种 扰动 最 好 由 单一 的 场 来 描述 , 故我 们 从 张 量 扰动 开始 . 

暴 胀 时 期 , 宇宙 主要 由 一 个 均匀 的 标量 场 和 一 个 均匀 的 背景 度 规 组 成 , 它们 发 
生 量 子 扰动 . 在 一 个 给 定时 间 , 这 个 扰动 的 平均 值 为 零 , 因为 有 些 区 域 的 场 大 于 平 
均值 , 有 些 区 域 小 于 平均 值 . 然而 扰动 的 平方 的 平均 值 (方差 ) BAS. 我 们 的 目的 
是 计算 这 个 方差 及 它 是 如 何 随 暴 胀 进行 演化 的 . 在 后 面 将 会 看 到 , 一 旦 得 到 这 个 方 
差 , 我 们 就 可 以 得 到 一 个 已 知 方差 的 分 布 来 确定 初始 四 条 件 ， 


6.4.1 简 谐 振子 的 量子 化 


为 了 计算 度 规 中 的 量子 扰动 , 需要 将 场 量子 化 . 不 论 是 张 量 扰动 还 是 标量 扰动 ， 
量子 化 的 方法 是 先 将 问题 写成 类 似 简 谐振 子 的 样子 , 然后 借助 我 们 对 这 些 简单 的 系 
统 的 认识 来 解决 问题 . 首先 回顾 谐振 子 的 量子 化 . 

。 一 个 具有 单位 质量 和 频率 w 的 简 谐 振子 的 方程 是 

d?r 


ETI +wsr =0. (6.37) 


。 量子 化 时 , r 成 为 一 个 量子 算 符 
& = v(w, t)â + v*(w, tat (6.38) 


其 中 a 是 作用 在 系统 的 态 上 的 算 符 ,v 是 (6.37) 式 的 一 个 解 ,o cc eit, 
o 特别 地 , 6 与 真空 态 |0)( 没 有 任何 粒子 的 情况 ) BRK, 它 也 满足 对 易 关 系 


(a, a") = aat — ata = 1. (6.39) 


© 这 不 完全 正确 , 四 极 矩 是 张 量 扰动 的 源 , 然而 , 如 果 标 量 场 推动 暴 胀 , 四 极 矩 消失 . 
© 这 里 的 初始 是 指 所 有 的 傅 里 叶 模式 都 在 视界 之 外 的 时 刻 , 这 发 生 在 一 切 物理 过 程 发 生 之 前 , 但 又 在 
暴 胀 产生 它们 之 后 . 
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其 他 对 易 关 系 为 零 : [aail = [at,at] = 0. 可 以 证 明 (练习 9), 这 些 对 易 关 系 与 我 们 
更 熟悉 的 ô 入 之 间 的 对 易 关 系 等 价 : 


(2, p] =i, (6.40) 
而 wv HEAT T H “a 
e iwt 
v(w, t) = ‘fe (6.41) 


这 些 条 件 让 我 们 能 够 计算 £ 在 基态 |0) 的 量子 扰动 : 
(他 |》 = (0|£1£|0) 
= (0|(v*al + va)(va + v*a!)|0). (6.42) 
由 于 4|0) = 0, 第 二 行 两 个 括号 相 乘 的 第 一 项 为 零 . 类 似 地 ,(0laf = (al0))+ = 0, 剩 
下 
(|2|?) = lv(w, t)|? (0|aa*|0) 
= |v(w, t)|? (0|[@, at] + atalo). (6.43) 


其 中 第 二 项 为 零 , AA 4 与 真空 态 漂 灭 , 而 第 一 项 为 1, 故 $ 的 方差 是 
(J?) = |v, t)/?, (6.44) 
等 于 1/2w. 在 计算 暴 胀 产生 的 早期 宇宙 的 扰动 时 , 这 些 几 乎 是 需要 用 到 的 全 部 内 
容 . 
6.4.2 KERZ) 
回顾 由 hy 和 hx 描述 的 对 度 规 的 张 量 扰动 , 它们 都 遵循 方程 (5.63) xX, 


和 +2 有 +2h =f: (6.45) 


将 其 改写 为 谐振 子 的 形式 , 则 h 很 容易 被 量子 化 . 定义 中 


ah 
V1l6nG 


© 至 于 这 里 的 因子 V16nG, 我 们 知道 的 唯一 推导 方法 是 写 出 场 hy x 的 作用 量 . 其 中 动能 项 乘 以 因 
F 1/32rG, 而 标准 的 标量 场 的 系数 是 1/2. 所 以 剩余 的 16xG 必须 重新 定义 在 场 之 中 . 这 样 做 的 困难 之 处 
是 如 何 写 出 二 阶 扰 动 变 量 的 作用 量 . RRR, 即使 是 一 阶 扰动 的 计算 也 十 分 复杂 另 一 方面 , 利用 量 纲 分 
析 (h(z) 无 量 纲 , 而 标准 标量 场 有 质量 的 量 纲 ) 可 以 猜测 需要 因子 mp, = G1/2. 但 这 个 因子 并 未 影响 到 
h 的 方程 , 只 是 将 其 归 一 化 , 这 在 我 们 试图 确定 引力 波 功率 谱 的 强度 时 非常 重要 . 


h 


Ill 


(6.46) 
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h 对 共 形 时 间 的 导数 可 以 写 为 
h h a 
aa at (6.47) 
以 及 
h h as üs ,(a)?- 
ERG a a ph teh (6.48) 
代入 (6.45) 式 , PARA V16rG, 得 到 
h åh 二 ( = i) +t 
a a a a a a 


3 a 
-1 i + G g =) i =0. (6.49) 
我 们 知道 如 何 利用 这 种 形式 . 它 没有 衰减 项 (x Å), 故 可 以 马上 写 出 这 个 算 符 的 一 
种 表达 式 


h(E, n) = v(ky n)ag + v" (k,n)at, (6.50) 
HP PERIE KRRIT AN REREN E 
+ (e 一 3 v= 0. (6.51) 


在 求解 方程 (6.51) 式 之 前 , 先 观察 一 下 最 终 的 解 如 何 确定 张 量 扰 动 的 功率 谱 . 
利用 谐振 子 的 类 比 , 可 以 写 出 h 场 扰动 的 方差 是 


(ht (E, mh(R, n)) = |v(k,m)[? (2m) E — R’). (6.52) 


在 这 里 有 一 处 与 一 维 谐振 子 的 表达 式 (6.44) 不 同 . 量子 场 定义 在 全 空间 , 可 以 当 作 
谐振 子 的 (ERK) 集合 , 每 个 谐振 子 在 不 同 的 空间 位 置 (或 傅 里 叶 空间 , 取 不 同 的 
F). 每 个 量子 扰动 都 是 独立 的 (这样 方 程 是 线性 的 ), MAA E A E 时 , A(R) 5 ALR’) 
没有 相关 性 . (6.52) 式 中 的 6 函数 确定 了 这 样 的 独立 性 , 而 (2r)3 使 方程 在 连续 的 
极限 下 成 立 . A = ah/VI6rG, 得 到 


(At (E, MAE, n) = EE wlk, n) Ox 

= (27)? P, (k)63(R — 

其 中 第 二 行 定义 了 对 度 规 的 原初 扰动 的 功率 谱 . 不 同 的 读物 中 用 到 了 不 同 的 功率 谱 
的 定义 ,(6.53) 式 并 不 是 早期 宇宙 研究 的 最 普遍 形式 , 一 般 还 要 加 上 因子 k- 以 使 


得 功率 谱 无 量 纲 化 . 我 不 加 入 这 个 因子 是 为 了 和 大 尺度 结构 功率 谱 的 定义 (EAA 
k~) 相 一 致 . 定义 


)363(k— k’) 
k’) (6.53) 
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Pa (k) = ring Em, (6.54) 
我 们 已 经 将 确定 暴 胀 产生 的 张 量 扰动 的 功率 谱 问 题 , 简化 到 求解 一 个 关于 vlk, n) 
的 二 阶 微分 方程 (6.51) 式 的 问题 . 为 了 求解 , 首先 要 确定 暴 胀 时 期 i/a 的 值 . 注意 
这 是 对 共 形 时 间 求 导 , 故 由 (6.34) 式 得 到 å = a? H = —a/n. 所 以 ,(6.51) AP a 的 
二 阶 导 数 是 


(6.55) 


这 样 v 的 方程 化 为 

ü+ (« = =) v=0. (6.56) 
为 了 得 到 这 个 方程 的 初始 条 件 , 考虑 很 早期 , 暴 胀 的 作用 还 未 起 效 时 的 v. 那 时 ,一 n 
很 大 , 为 prim 的 量 级 , 所 以 k 项 占 主要 地 位 , 方程 完全 化 简 为 简 谐振 子 的 形式 . 这 
FE, 我 们 知道 ((6.41) 式 ) 归 一 化 的 解 为 e-i*"/V2k. 这 使 得 我 们 能 够 定 出 (6.56) 式 
的 解 为 (练习 11) 


v= i i = Š l (6.57) 


这 显然 得 到 了 尺度 在 视界 内 (k\n| > 1) 的 解 . 即使 没有 经 过 练习 11( 从 一 条 相对 曲 
折 的 路 得 到 (6.57) 式 ), 也 可 以 检验 出 , 上 式 给 出 的 v 确实 是 (6.56) 式 的 解 . 

ARIK e 的 若干 次 方 倍 之 后 , kn| 已 经 很 小 . 既然 v 已 经 归 一 化 , 我 们 可 以 定 
出 其 强度 , 以 得 到 超 视 界 引力 波 强度 的 方差 . (6.57) 式 取 极限 , 得 到 


e—ikn = 


li k,n) = = 
par n) Fak Fn 


图 6.7 描述 了 暴 胀 时 期 h x v/a 的 演化 . 暴 胀 削减 了 传 里 叶 模式 的 强度 , 在 早 
期 h BE 1/a 衰减 . 一 旦 -kn 小 于 1, 该 模式 已 经 大 于 视界 , 之 后 h 不 再 变化 . 

张 量 扰动 模式 的 原初 功率 谱 , 正比 于 v/a, 在 暴 胀 将 某 个 模式 的 尺度 拉 伸 到 
大 于 视界 后 保持 为 一 个 常数 . 这 个 常数 确定 了 引力 波 的 初始 条 件 , h 和 hx 由 这 些 
初始 条 件 从 早期 开始 演化 (“ 早 期 ” 指 晚 于 暴 胀 但 早 于 退 耦 ). 由 (6.54) RA (6.58) 
式 得 到 这 些 常 数 


(6.58) 


16rC 1 
a? 2k3n2 
_ 8nGH? 


ia (6.59) 


Pa (k) = 
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张 量 模式 (未 归 一 化 ) 


3 
4 


(|h km)? 


© 
A 


1 107? 102 10 10% 10 10% 
In\/o 


图 6.7 两 个 -模式 的 张 量 场 均 方 根 扰动 . 时 间 由 左 至 右 演化 : n 在 暴 胀 时 期 为 负 并 逐渐 逼近 
F. 一 旦 某 个 模式 “逃离 视界 (7 ~ 一 1/k), 其 均 方 根 强度 保持 不 变 . 注意 , 这 个 强度 乘 以 /2 
对 所 有 模式 取 同 样 的 值 , 故 称 为 尺度 无 关 谱 . 它 在 模式 离开 视界 ， 

哈 勃 膨胀 率 为 常数 时 才 严 格 成 立 


其 中 第 二 行 借助 (6.34) 式 得 到 . 在 推导 中 我 们 假设 了 H 为 常数 ; 更 一 般 地 , 在 模式 
离开 视界 时 ,及 需要 重新 计算 . 上 式 便 是 原初 引力 波 的 最 终 表达 式 . 探测 这 些 引力 
波 需要 测量 暴 胀 时 期 的 哈 勃 参量 . SIRS, 由 于 势能 通常 远 超过 动能 , 对 A 的 
测量 可 以 等 价 于 对 势能 V 的 测量 . 注意 暴 胀 由 约 10°GeV 的 能 量 产生 , 比 现在 的 
粒子 加 速 器 能 产生 的 最 大 能 量 高 12 个 量 级 . 因此 , 暴 胀 时 期 产生 的 引力 波 不 一 定 
能 被 探测 到 . 事实 上 ,H? x p/mp,, 其 功率 谱 正比 于 p/m, 暴 胀 时 期 的 能 量 密度 是 
普 朗 到 质量 的 量 级 . 假如 暴 胀 发 生 在 小 于 普 朗 克 长 度 的 尺度 , 原初 引力 波 将 无 法 被 
探测 到 . 本 书后 面 将 会 发 展 回 答 下 面 问题 所 必须 的 方法 工具 : 我 们 能 够 发 现 多 么 弱 
的 引力 波 成 分 ? 

(6.59) 式 有 两 个 要 点 . 我 还 没有 提 到 过 原初 扰动 谱 的 这 个 特点 : 扰动 h 的 分 布 
是 高 斯 分 布 , 正如 简 谐 振子 的 量子 力学 扰动 一 样 . 高 斯 性 是 暴 胀 理论 的 一 个 很 强 的 
预言 ; 而 很 多 研究 工作 由 在 发 现 CMB 和 大 尺度 结构 中 的 原初 非 高 斯 性 ,以 对 暴 胀 
理论 进行 怀疑 . 但 还 没有 全 面 彻底 的 发 现 , 故 暴 胀 的 预言 依然 是 成 立 的 . 另外 ,(6.59) 
式 是 hy 和 hx 各 自 的 功率 谱 , 它们 不 相关 , 故 总 功率 谱 应 乘 以 2. 
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本 章 的 目的 是 求 出 暴 胀 产生 的 扰动 亚 ( 或 B; 我 们 假设 它们 有 相同 的 强度 ) 的 
功率 谱 . 然后 利用 6.1 节 的 关系 式 可 以 推出 其 他 扰动 变量 的 功率 谱 . 然而 更 的 功率 
谱 的 推导 比 之 前 讨论 的 张 量 扰动 谱 更 为 复杂 ,主要 的 难处 在 于 推动 暴 胀 的 标量 场 
的 扰动 与 wv 相 耦 合 . 

为 了 处 理 这 个 耦合 , 我 们 首先 忽略 它 : 6.5.1 节 将 在 忽略 v 的 情况 下 , 计算 暴 胀 
产生 的 标量 场 o 的 扰动 谱 . 其 推导 类 似 于 上 一 节 张 量 扰动 谱 的 计算 , 相对 简单 . 为 
什么 可 以 忽略 亚 ? 这 与 $ 又 有 何 联系 呢 ? 接 下 来 的 两 个 小 节 分 别 从 两 个 侧面 依次 
回答 了 这 两 个 问题 . 首先 , 6.5.2 节 表 示 : 在 一 个 模式 远 远离 开 视界 之 前 ,和 确实 很 
小 , 可 以 忽略 不 计 . 一 旦 远离 视界 , © 不 能 再 被 忽略 , E Y 与 jb 的 一 个 线性 组 合 
(推动 暴 胀 的 标量 场 的 扰动 ) 是 守恒 的 , 使 得 6d 的 初始 功率 谱 可 以 转换 成 亚 的 功 
率 谱 . 另 一 种 方法 也 可 以 证 明 对 度 规 的 扰动 是 可 以 忽略 的 : 规范 变换 , 使 度 规 的 空 
间 分 量 不 受 扰动 , 即 空间 平滑 规范 . 在 这 种 规范 下 , 6.5.1 节 的 计算 是 严格 的 ; 剩余 
的 问题 就 是 如 何 变 换 回 共 形 牛 顿 规范 . 6.5.3 节 引 入 了 一 个 规范 不 变量 , 其 在 规范 变 
换 下 保持 不 变 , 且 在 空间 平滑 规范 中 正比 于 dp. 在 共 形 牛顿 规范 下 也 可 以 定义 这 
样 的 变量 , 这 样 共 形 牛顿 规范 下 的 亚 便 可 与 空间 平滑 规范 下 的 69 联系 起 来 . 6.5.2 
节 和 6.5.3 节 中 的 两 种 解决 耦合 问题 的 方法 是 可 以 相互 代替 的 . 如 果 你 习惯 于 规范 
变换 , 6.5.3 节 则 给 出 一 个 更 美妙 的 解决 问题 的 方法 ; 而 6.5.2 节 更 直接 地 解决 了 同 
样 的 问题 , 其 包含 较 少 的 推导 , 也 不 需要 很 多 的 背景 知识 . 


6.5.1 ”均匀 背景 下 的 标量 场 扰动 
将 标量 场 分 解 为 零 阶 、 均匀 的 部 分 和 扰动 部 分 ， 


$3,t) = p% (t) + Q(z, t), (6.60) 


然后 在 平滑 膨胀 ， 即 度 规 为 go = -1, gj = 55a2 的 宇宙 存在 下 , 试图 找到 一 个 主 
导 do 的 方程 . 考虑 能 动 张 量 的 守恒 性 ， 
oT} Q Q 

THe + T= (6.61) 
对 v = 0 时 的 分 量 方程 作 一 阶 展开 便 得 到 了 66 的 方程 ， 由 于 度 规 是 均匀 的 ， M 
一 的 一 阶 项 是 能 动 张 量 的 扰动 . 由 (2.22) RA (2.23) R, 所 有 的 T 或 是 零 阶 项 
T) = Sja? H 和 Ti = Tio = yH) RES (RARD). 将 能 动 张 量 的 扰动 写 为 
57%, 当 v = 0 时 的 守恒 方程 的 扰动 部 分 为 
_ 8 了 


j ot 


+ ik,ST§ + 3H6TO — HOT}. (6.62) 
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接 下 来 需要 将 能 动 张 量 的 扰动 表示 成 标量 场 扰动 的 形式 . 
首先 计算 OT). 由 于 度 规 时 间 - 空 间 分 量 都 为 零 ，(6.24) 式 以 98 为 系数 的 第 二 
WAS, 剩 下 
T =g nto (6.63) 


这 里 ,%” 依 然 表示 对 RE. H g” = asn 角 标 v 必 为 i。 标量 场 的 零 阶 项 
6 是 均匀 的 , 所 以 go) = 0. 这 样 能 动 张 量 的 时 间 - 空间 分 量 不 含 零 阶 项 . 为 了 提 
取出 一 阶 项 , 将 办 BN 6b; = ikido. 再 将 其 他 项 都 设 为 它们 的 零 阶 项 的 值 , 得 到 


-Upa 
ôT = LANIA (6.64) 


其 中 分 母 上 多 出 一 项 a 是 由 于 o> = 9(0) /a( 重 申 “” 表 示 对 共 形 时 间 求 导 ). 
能 动 张 量 的 时 间 - 时 间 分 量 稍 复杂 一 些 : 


To = g” (加 o) — 59°" bap —V. (6.65) 
设 = pO + do 得 到 
=Í 2 1 
T= (40 + 5,0) -Zahidpi — VO + 89). (6.66) 


标量 场 的 对 空间 指标 的 导数 都 成 对 出 现 , 每 一 对 (59,;) 相 乘 都 得 到 一 个 二 阶 项 , 可 
以 忽略 . 而 势 V 展开 成 一 个 零 阶 项 Ve) 和 一 个 一 阶 修正 V'69, 这 样 能 动 张 量 
的 一 阶 修正 为 


678 = —$0) 56,0 —V'69 
-ġġ 
a cae V'5¢. (6.67) 


类 似 地 , 可 以 证 明 能 动 张 量 空间 -空间 项 为 


(0) 》 
ET = öy ( v's) l (6.68) 


2 


由 上 述 结果 , 守恒 方程 (6.62) 式 变 为 
OF 2, OF 
Gè x 3H) (=> 9 v's) ee EgO -3H (2E = v's) =0. (6.69) 
进行 对 时 间 的 求 导 ( 较 复杂 的 一 项 为 9y'/an = VG), 乘 以 oa, 化 简 得 到 


—$ öp + 64(—b — 4aHd — aV") + õp- V" O — k?) =0. (6.70) 
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RE V” 项 很 小 , 正比 于 慢 滚 参数 。 和 5( 练 习 14), 忽略 不 计 . 利用 零 阶 方程 (6.33) 
R, 59 的 系数 , 第 一 个 括号 中 的 项 等 于 -24a89(), BRU -dO, 剩 下 


öp + 2aHd¢ + k?p = 0. (6.71) 


这 个 关于 扰动 59 的 方程 与 度 规 的 张 量 扰动 方程 (6.45) 式 形式 相同 . 于 是 我 们 直接 
利用 6.4.2 节 中 的 结果 , 得 到 扰动 59 的 功率 谱 等 于 
H? 
P= si: 
与 (6.57) RER, 只 差 一 个 因子 16xG. BH, 我 们 在 张 量 扰动 中 加 入 这 一 项 ( 带 有 
一 点 随手 人 为 的 意图 ; 参见 135 页 的 脚注 ) 是 为 了 将 无 量 纲 量 h 化 为 质量 量 纲 . do 
作为 一 个 标量 场 已 经 有 适当 的 量 纲 , 所 以 我 们 去 掉 了 这 个 因子 . 


6.5.2” 超 视界 扰动 


到 目前 为 止 我 们 一 直 忽 略 了 度 规 扰动 . 当 扰动 的 波长 达到 视界 的 尺度 量 级 , 或 
者 比 视界 更 小 时 , 这 个 假设 是 成 立 的 . 在 暴 胀 结束 时 , 度 规 扰动 变 得 很 重要 . 所 以 ， 
尽管 暴 胀 产生 的 扰动 一 开始 只 含 dp, 但 后 来 应 考虑 V 和 69 的 线性 组 合 , 更 一 般 
地 , 考虑 y 和 能 动 张 量 扰动 的 线性 组 合 . 具体 说 , 是 寻找 它们 的 一 个 线性 组 合 ， 
视界 外 守恒 . 这 个 守恒 量 由 穿越 视界 时 的 6¢ 确定 , 暴 胀 之 后 这 个 量 可 以 完全 由 区 
表示 . 然后 得 到 一 个 形 如 V x 69 的 方程 , 其 左边 是 暴 胀 后 的 度 规 扰动 , 右边 是 暴 胀 
时 期 产生 的 标量 场 扰 动 (其 功率 谱 已 在 前 面 得 出 ). 我 们 最 后 将 Py (以 及 所 有 其 他 
有 关 变 量 的 功率 谱 , 利用 6.1 节 的 结果 ) 和 Pse 通过 (6.72) 式 联 系 起 来 . 

首先 写 出 度 规 扰动 下 的 能 量 守 恒 方 程 . 容易 证 明 (6.62) 式 变 为 


0 
+ ikidTi + 3H6TY — H6Ti = -3(P + nê (6:73) 


其 中 P 和 p 分 别 是 今天 的 零 阶 压力 和 能 量 密度 . 上 一 小 节 中 忽略 亚 RAEN? 

是 的 , 因为 等 号 右边 远 小 于 左边 的 项 . 例如 左边 第 一 项 , 要 求 
679 

P+p 

这 可 以 用 第 5 章 的 爱 因 斯 坦 场 方程 证 明 . 场 方程 时 间 - 时 间 分 量 (5.21) A, HO 

换 为 Y: 


(6.72) 


V< 


(6.74) 


k?Y + 3aH (Ù + aHW) = 4rGa2570. (6.75) 
对 于 正在 穿越 视界 的 模式 , 左边 的 量 级 为 kY ~ a2H2 亚 , 所 以 ， 
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P+ STE 
a Fa (FE) , (6.76) 
左边 必须 远 小 于 上 式 括 号 中 的 项 , RAW (P + p)/p 必须 很 小 . 实际 在 暴 胀 时 期 , 压 
力 近似 等 于 负 的 能 量 密度 , 所 以 这 一 项 确实 很 小 , 它 也 可 以 用 慢 滚 参 数 表示 为 2e/3. 
所 以 , 至 少 在 暴 胀 的 慢 滚 模型 中 , 计算 功率 谱 时 是 可 以 忽略 度 规 扰动 的 . 

上 述 讨论 只 在 模式 还 未 穿 出 视界 的 条 件 下 成 立 ， 超 视界 的 模式 需要 更 小 心 的 
处 理 . 实际 上 不 可 避免 地 , (6.74) 式 在 暴 胀 结束 前 将 不 再 成 立 . 暴 胀 结束 后 应 是 辐 
HEF, 678 = —4p,O0, P + p = 4pr/3. 所 以 暴 胀 后 (6.74) 式 右 边 等 于 -360. 根 
据 (6.12) 式 , 暴 胀 刚 结束 的 时 候 YW = -26o, 所 以 (6.74) 式 必然 不 能 在 所 有 情况 下 
RA. 从 暴 胀 结束 前 的 某 个 时 刻 起 , T 的 扰动 必 将 增长 到 与 能 动 张 量 扰动 同样 的 
量 级 . 

解决 度 规 扰动 和 能 量 密度 扰动 之 间 的 耦合 的 方法 之 一 , 是 定义 

_ ik;ôTPH 
= Ek2(p+P) ` 
对 于 亚视 界 和 刚刚 离开 视界 的 模式 , V 可 以 忽略 ; 由 (6.26) 式 和 (6.27) RA P+p = 
(8(0) /a)?; 再 对 第 一 项 的 分 子 应 用 (6.64) sh, 在 穿越 视界 时 期 , 得 到 


C = -—aH5¢/¢ (6.78) 


暴 胀 结束 后 , ikiôT? = 4akp,0,, 正比 于 辐射 的 偶 极 矩 . 由 于 辐射 压 等 于 能 量 密度 的 
1/3, 


(6.77) 


_ 3aHO; 
k 


= -$y (postinflation). (6.79) 


上 式 第 二 步 利 用 了 偶 极 矩 和 势 的 关系 (6.16) A. 

变量 < 在 扰动 穿越 视界 时 守恒 (图 6.8). 我 们 将 证 明 ¢ 只 在 短期 内 守恒 , 但 首 
先 说 明 这 个 守恒 的 重要 性 . 由 于 已 知 在 暴 胀 后 ¢ = 一 3 亚 /2, 我 们 可 以 马上 将 暴 胀 后 
得 到 的 U 与 穿越 视界 时 的 64 联系 起 来 ， 


_2 y% 
post inflation 了 FO horizon crossing (6.80) 
同样 , 暴 胀 后 W 的 功率 谱 与 穿越 视界 时 54 的 功率 谱 的 关系 为 
4 (aH\? 
ms : 9 Ga) Fey aH=k 
2 fan? 
~ 9k? Ga) HR (6.81) 
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利用 (6.72) 式 得 到 第 二 行 . 另外 一 种 表示 标量 场 扰动 的 功率 谱 的 方法 是 利用 慢 滚 
参数 e 消去 4, 得 到 (aH/d)? = 4nG/e( 练 习 12), 所 以 
_ 8nG H? 
~ gk3 e laH=k 
第 一 步 等 式 成 立 是 因为 我 们 假设 各 向 异性 拉 伸 很 小 , 所 以 亚 = o. 4 (6.59) 式 对 
比 , 发 现 标量 和 张 量 模式 比 的 量 级 是 1/e; 即 我 们 假设 标量 扰动 的 模式 占 主导 . 最 
后 , 还 有 一 种 功率 谱写 法 , 利用 势 和 它 的 导数 消去 e( 利 用 练习 14 的 结果 ), 得 到 

_ 128n?G? or) 


Ps (k) od 9k3 ( yr 


Py = Ps(k) (6.82) 


(6.83) 


aH=k 


ikô T}H/R(P+p) 


视界 穿越 暴 胀 结束 
时 间 一 
6.8” 共 形 牛 顿 规范 下 , 绝热 标量 扰动 在 暴 胀 时 期 的 演化 . 亚视 界 时 , 推动 暴 胀 的 标量 场 建 
立 了 量子 扰动 (iki5T?H/k?(p 十 PP) = aHbd/d). 这 时 度 规 的 标量 扰动 可 忽略 不 计 . 一 旦 某 
个 模式 离开 视界 , 线性 组 合 ¢ = iki T? H/k (p +P) -Y 守恒 . 在 暴 胀 结 束 后 , 度 规 的 扰动 
已 经 变 得 很 重要 , 但 5 仍 保持 不 变 


还 需要 证 明 ¢ 在 超 视 界 尺 度 保 持 不 变 . 利用 (6.73) R, 在 大 尺度 , kiôTi 正比 于 
k? 可 以 忽略 , 留 下 
ƏST? 
ôt 
可 以 证 明 (练习 13), 能 动 张 量 在 大 尺度 上 满足 
ik:ôT?H ôT 
KR 33` 


y 
+3HôT? — HôTİ = —3(P + n. (6.84) 


(6.85) 
所 以 , 在 大 尺度 上 


(6.86) 
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用 (消去 更 得 到 


ƏST? 
Ot 


(6.87) 


ac 9 | oT? 
+3H678 — HOT; = 3(P + p) + (P + P) a, Ek 


右边 作用 于 ôT) 的 偏 导数 与 左边 第 一 项 抵消 , 留 下 


1 de dP 
0 pa eee ate 
070 bat ($49 


)| — Hé6Ti = 3(P+ poe. (6.88) 


回顾 (2.55) 式 ,do/d = -3H (p + P), 方 括号 中 第 一 项 与 第 二 项 抵消 ， 


æ =i snl? 
iat ees [no+ P)6Ti — ôT? P] ; 
只 需 证 明 中 括号 中 的 两 项 在 我 们 考虑 的 扰动 下 相互 抵消 . 为 了 证 明 , 首先 将 H(p 十 


P) BA -(1/3)dp/dt. 这 样 , 中 括号 中 的 项 正比 于 

> 十 Por = 6P — Tip (6.90) 
这 是 因为 579 是 能 量 密度 的 扰动 , 而 5Ti/3 是 压力 的 扰动 . 若 已 知 背景 压力 与 能 量 
密度 的 关系 , 则 会 得 到 一 个 密度 反差 , 我 们 期 待 压 力 扰动 正比 于 密度 反差 , 并 且 拥 
有 系数 dP/dp. 事实 上 , 这 就 是 暴 胀 产生 的 绝热 扰动 的 特征 . 如 此 看 来 , 的 确 在 大 
尺度 上 守恒. 


6.5.3 ”空间 平滑 规范 


前 一 小 节 的 描述 是 完备 的 , 但 并 非 理 解 暴 胀 中 标量 扰动 最 美妙 的 方法 . 有 一 种 
更 简单 的 办 法 是 利用 规范 不 变量 在 规范 变换 下 保持 不 变 的 特性 , 进行 规范 变换 . 下 
面 只 介绍 这 种 方法 , 一 些 很 详细 的 计算 留 作 练习 . 

之 前 我 们 看 到 , 共 形 牛顿 规范 的 复杂 之 处 主要 在 于 , 标量 场 的 扰动 69 SHV 
耦合 . 显然 , 变换 到 一 个 令 它 们 不 耦合 的 规范 下 将 更 方便 . 考虑 空间 平滑 规范 , 其 空 
间 部 分 为 gij = dija. 在 这 个 规范 下 , 距离 微 元 表示 成 


(6.89) 


ds? = —(1 + 2A)dt? — 2a B idz'dt 十 65ja2dzidz7， (6.91) 


这 里 有 两 个 函数 4 和 B 描述 度 规 的 扰动 . 在 这 种 情况 下 , 关于 69 的 方程 (6.71) R 
严格 成 立 (练习 16): 标量 场 的 扰动 不 与 度 规 的 扰动 相 耦 合 . 所 以 , 无 需 忽略 任何 耦 
合 , 便 可 以 直接 得 到 69 的 功率 谱 (6.72) x. 

下 一 步 是 找到 一 个 规范 不 变量 , 它 在 变换 度 规 后 保持 不 变 . Bardeen (1980) 发 
现 了 很 多 这 样 的 规范 不 变量 , 其 中 有 两 个 描述 度 规 的 标量 扰动 , 还 有 两 个 描述 物质 
的 扰动 . 当然 , 它们 的 线性 组 合 也 依然 是 规范 不 变量 . 我 们 应 在 空间 平滑 规范 下 找 
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到 一 个 与 6¢ 成 正比 的 线性 组 合 . 在 这 种 规范 下 , 其 中 的 一 个 度 规 不 变量 为 ((5.78) 
= ikọ) 

v=ikB— oP (spatially flat slicing). (6.92) 
这 里 已 经 将 679 利用 (6.64) RETER. 若 减 去 上 式 第 一 项 , 就 得 到 了 在 空间 平 
滑 规范 下 正比 于 dp 的 规范 不 变量 . 而 Bardeen 给 出 的 By((5.76) R) 恰恰 正比 于 


aHB, 故 线性 组 合 
iaH 


¢=-Oy — Fa (6.93) 
这 个 规范 不 变量 在 空间 平滑 规范 下 等 于 
aH : za 
C= “jo? (spatially flat slicing). (6.94) 
我 们 可 以 立即 将 p 的 功率 谱 转化 成 5 的 功率 谱 ， 
2 
Re (sa) Pre. (6.95) 


Pse 的 功率 谱 由 (6.72) RER, 而 前 面 的 因子 是 4rGy/e, 所 以 
2nGH? 
Fk = Ek3 aH=k 
(6.96) 式 描述 了 规范 不 变量 的 功率 谱 . 尽管 这 是 在 (6.91) 式 表示 的 规范 下 计算 出 来 
的 , 但 在 其 他 任何 规范 中 , 我 们 都 可 以 计算 出 〈 然后 将 那个 规范 下 的 扰动 变量 的 功 
率 谱 用 Po 表示 . 
本 书 用 共 形 牛顿 规范 来 描述 . 在 这 个 规范 中 ,By = p, 所 以 (6.93) 式 中 定义 的 
《由 (6.77) RAH. 在 6.5.2 节 中 曾经 得 到 : 在 共 形 牛顿 规范 下 , 暴 胀 后 有 ¢ = 36/2, 
所 以 Ps = 4P-/9, 或 者 利用 (6.96) 式 ， 


(6.96) 


8TG 万 ? 
一 9ek3 laH=k 
这 与 (6.82) 式 给 出 的 结果 完全 一 致 . 
计算 到 此 为 止 , 但 还 不 是 故事 的 结尾 . Bardeen 等 还 提出 Oy 与 〈 在 一 定 的 规 
范 下 有 很 好 的 几何 意义 . 在 固定 时 刻 , 三 维 空间 的 曲率 等 于 4k?Bg/a2. 所 以 ,Bp 的 
扰动 代表 曲率 扰动 : 即使 零 阶 空间 是 平坦 的 , 扰动 也 会 引入 取决 于 空间 位 置 的 曲率 . 
在 共 形 牛顿 规范 或 空间 平滑 规范 下 , 这 个 描述 看 似 与 ¢ 无 关 , AAC 是 B 与 速度 
的 一 个 组 合 . 然而 , 若 变换 到 共 动 规范 下 , 速度 为 零 , ¢ 等 于 Oy. 因此 可 以 很 清楚 
地 看 到 , 在 共 动 规范 下 ,5 就 是 曲率 扰动 , 而 且 暴 胀 产 生 的 标量 扰动 有 时 也 叫做 曲率 
扰动 . 


(6.97) 
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为 了 理解 为 什么 今天 无 相互 关联 的 尺度 会 有 几乎 相同 的 温度 , 我 们 被 迫 引 入 了 
暴 胀 理论 . 除了 解释 标准 宇宙 学 中 令 人 烦 扰 的 精细 调节 问题 , 暴 胀 还 是 在 均匀 宇宙 
背景 上 产生 原初 扰动 的 机 制 . 

暴 胀 理论 预言 : 量子 扰动 发 生 在 极 早 期 的 宇宙 , 那 时 所 有 的 尺度 都 有 因果 联系 . 
之 后 这 些 斥 度 很 快 逃 出 视界 , 只 有 当 很 久 以 后 它们 重新 进入 视界 之 后 , 它们 才 被 当 
作 宇 宙 结 构 和 各 向 异性 增长 的 初始 条 件 . 这 些 扰动 通常 用 傅 里 叶 模式 来 描述 . 某 个 
给 定 模式 的 扰动 平均 值 为 零 (如 引力 势 扰动 ): 


(®(k)) =0. (6.98) 


另外 , 不 同 模式 的 扰动 是 不 相关 的 . 但 同一 个 模式 扰动 的 方差 不 为 零 , 因此 


(B(k)B"(k’)) = (2n) Ps (k)5°(k — F’), (6.99) 

这 里 的 6 函数 决定 了 不 同 模式 的 独立 性 ， 对 于 标量 扰动 这 是 极为 重要 的 ， 其 功率 
谱 由 (6.82) 式 给 出 . 度 规 的 张 量 扰动 也 在 此 产生 , 也 是 平均 值 为 零 的 高 斯 分 布 , 其 
功率 谱 由 (6.59) 式 给 出 . 标量 扰动 的 功率 谱 取 决 于 (由 (6.35) REX, EEFE 
参量 ) 慢 滚 参数 。。 由 于 哈 勃 参量 在 暴 胀 时 期 几乎 不 变 (因为 势能 主导 ), BM e JE 
常 小 . 

功率 谱 还 可 写 为 及 Ps(k), 它 是 一 个 常数 (不 取决 于 k), 被 称 为 尺度 无 关 谱 . 标 
量 扰动 和 张 量 扰动 谱 都 是 尺度 无 关 谱 , 但 它们 的 慢 滚 参数 有 一 个 微小 的 差别 . 这 种 
尺度 无 关 谱 既 有 好 处 又 有 不 好 之 处 . 好 处 在 于 这 是 一 种 确定 的 预言 ,很 容易 检验 . 
不 好 之 处 在 于 , 即使 没有 复杂 的 暴 胀 机 制 , 尺度 无 关 谱 仍然 可 能 是 被 期 望 的 预言 . 
实际 上 , 尺度 无 关 谱 也 叫做 Harrison-Zel’dovich-Peebles 谱 , 早 在 暴 胀 理论 提出 之 前 
这 三 个 人 就 提出 了 这 种 初始 条 件 分 布 . 如 果 我 们 观测 到 一 个 尺度 无 关 谱 (正如 目前 
的 观测 ), 并 不 能 肯定 暴 胀 理论 . 然而 , 如 果 观 测 到 的 是 尺度 无 关 谱 和 微弱 的 张 量 模 
式 的 混合 , 或 对 尺度 无 关 谱 产生 的 小 小 偏离 , 那么 这 将 使 人 更 加 信服 , 原初 扰动 是 
暴 胀 产生 的 . 

为 了 量化 与 尺度 无 关 谱 的 偏离 , 通常 将 原初 功率 谱写 为 


n— 2 
gx H _ 50m? ( k\" 9 Om 
aH=k 9k3 Ho Dı (a = 1) 


9k3 em3, 
= Apk"t-3, (6.100) 


Ps(k) = 


8x H? 


Pr(k) = -3-7 
k3 m3, 


aH=k 
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这 两 个 方程 分 别 定义 了 标量 扰动 和 张 量 扰动 的 强度 6r( 其 中 角 标 yp 表示 穿越 视界 
时 的 强度 ) 和 Ap, 以 及 谱 指数 n 和 nr. 这 是 一 种 更 一 般 的 表示 , 其 中 n = 1 对 应 
标量 扰动 的 尺度 无 关 谱 , 而 nr = 0 对 应 张 量 扰动 的 尺度 无 关 谱 . 因子 /Di(a = 
1)(Qm 是 今天 临界 密度 占 总 物质 的 比 ) 和 生长 函数 Di 将 会 在 第 7 章 定义 ((7.4) 式 
和 (7.77) 式 ). 这 里 感到 不 便 的 是 因为 我 们 还 未 遇 到 生长 函数 , 而 by 的 定义 已 经 很 
标准 (Liddle and Lyth, 1993; Bunn and White, 1997). 引入 这 些 因 子 使 现在 时 刻 的 
物质 功率 谱 的 形式 很 简洁 , 所 以 这 里 的 复杂 是 为 了 以 后 的 方便 . 
可 以 将 原初 功率 谱 的 谱 指数 n 和 nz 与 慢 深 参数 。 和 6 联系 起 来 . 首先 考虑 
张 量 扰动 谱 . 由 (6.100) 式 的 定义 ， 
nL =nr-— 3. (6.101) 
左边 对 数 的 导数 得 到 两 项 , 第 一 项 din(k-3)/din(k) 得 到 -3, MF nr = 2dlnH/ 
din(k). 穿越 视界 时 哈 勃 参量 有 些 复杂 : 
dinH) = _ kaH dn 
dlnk laH=k H dn dk 
由 (6.35) REX, H = —aH?e,dn|an=k/dk = —d(a H) tag- /dk = 1/k?, 所 以 


5 -102 
aH=k o j ) 


n 2 
Tue dk -i aae ~ (6:1053) 
这 样 , 暴 胀 产生 的 张 量 扰动 的 原初 扰动 谱 谱 指数 等 于 
np = —2e. (6.104) 
标量 扰动 谱 谱 指数 的 推导 类 似 . 取 Ps 的 对 数 导数 , 得 到 
n-1= O [In(H?) — In(e)]. (6.105) 
H 的 导数 得 到 -2e, e 的 对 数 导 数 是 -2(e+ 6)( 练 习 12). 所 以 
n = 1 — 4e — 2ô. (6.106) 


nr 与 e 的 正比 关系 引出 了 一 个 暴 胀 理论 很 强 的 预言 . 各 种 暴 胀 模型 提出 了 对 
e 和 5 不 同 的 预言 . 但 几乎 所 有 这 些 模型 , 张 量 扰动 模式 和 标量 扰动 模式 的 比 (E 
KF e) 都 与 张 量 扰动 谱 谱 指数 有 直接 的 关系 (同样 正比 于 e). 随 着 对 本 书后 面部 
分 的 深入 , 应 记 住 这 个 重要 的 问题 : 理论 预言 是 否 能 被 观测 检验 . 

慢 滚 参数 可 以 作为 暴 胀 理论 预言 的 一 个 总 结 . 然而 , 最 终 我 们 还 是 对 其 物理 意 
义 感 兴趣 , 我 们 想 知道 这 些 参数 与 基本 的 实体 (如 推动 暴 胀 的 标量 场 的 势 ) 有 何 联 
R. 在 练习 14 中 将 会 看 到 , 这 些 参数 可 以 表示 为 势 和 它 的 导数 . 这 样 ,es 和 5 的 准 
确 值 可 以 通过 探测 标量 场 的 势 而 得 到 . 练习 18 给 出 这 个 势 的 尺度 量 级 为 1015GeV， 
这 的 确 非 常 引 人 注目 ! 
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推荐 读物 


本 章 的 暴 胀 理论 介绍 了 很 多 扰动 产生 的 内 容 , 简单 介绍 了 这 个 著名 理论 的 很 多 
侧面 . 最 近 ,Guth 4 The Inflationary Universe 中 回顾 了 他 对 暴 胀 理论 的 探索 ， 暴 胀 
理论 的 另 一 个 提出 者 Linde 有 一 本 专业 性 更 强 的 书 : Inflation and Quantum Cosmol- 
ogy, 比 本 书 更 加 强调 模型 的 构造 . 之 前 提 到 的 The Early Universe(Kolb and Turner) 
将 很 多 章节 放 在 暴 胀 理论 上 . 近期 Cosmological Inflation and Large Scale Struc- 
ture(Liddle and Lyth) 与 本 书 相 似 , 很 强调 扰动 的 分 析 . 其 对 扰动 谱 的 讨论 比 本 书 
6.5 节 的 推导 更 少 , 很 值得 阅读 (注意 那里 的 普 朗 克 质 量 是 我 们 的 mpi/ V87). 

Blau 和 Guth 有 一 篇 很 清晰 、 深 入 的 文章 介绍 暴 胀 理论 , 300 Years of Gravita- 
tion( Hawking and Israel). 一 些 其 他 同样 篇 幅 的 文章 也 很 有 吸引 力 . 最 早 的 一 篇 文 
Æ (Guth, 1981) 很 容易 阅读 , 介绍 了 所 有 引出 暴 胀 的 问题 , 以 及 在 最 开始 如 何 解决 
它们 (最 初 的 暴 胀 理论 ). 我 很 鼓励 阅读 Guth 最 初 的 那 篇 文章 , 因为 本 章 引 入 暴 胀 
理论 是 因为 视界 疑难 , 而 Guth 当时 是 为 了 解决 更 多 的 问题 , 包括 磁 单 极 子 问题 和 
平 直 疑 难 (练习 4). 

有 很 多 文章 回顾 了 暴 胀 时 期 扰动 的 产生 , 如 Lidsey 等 (1997) 及 Lyth 和 Riotto 
(1999) 的 工作 . 前 者 利用 了 与 本 书 不 同 的 方法 , 本 书 针对 慢 滚 参数 和 5 只 在 一 阶 
准确 . 后 者 将 暴 胀 与 粒子 物理 模型 联系 起 来 . Stewart 和 Lyth (1993) 简洁 地 介绍 了 
高 阶 慢 滚 近似 的 处 理 . Hollands 和 Wald(2002) 写 了 一 篇 关于 暴 胀 理 论 的 很 深刻 的 
评论 文章 , 这 篇 文章 是 针对 一 些 来 自 于 20 世纪 00 年 代 末 期 的 发 现 中 的 满足 感 的 
一 剂 使 人 耳目 一 新 的 镇 静 剂 . 这 篇 文章 除了 其 本 身 的 重要 性 外 , 也 是 我 看 到 过 的 最 
清楚 的 定性 描述 暴 胀 时 期 产生 扰动 的 文章 . 

与 6.1 节 类 似 地 , 联系 初始 条 件 和 各 种 扰动 的 部 分 , 综述 文章 (Efstathiou, 1990) 
做 了 清晰 的 讨论 . 我 们 忽略 的 等 曲率 扰动 在 其 中 也 有 详细 讨论 . 

我 们 一 直 忽 略 了 拓扑 缺陷 可 能 造成 的 扰动 . 这 些 很 吸引 人 的 理论 还 没有 得 到 
很 强 的 预言 ; 从 某 种 程度 上 讲 , 它们 是 错误 的 .然而 它们 的 数学 计算 极其 复杂 ， 如 
果 今 后 它们 又 取得 成 功 , 我 并 不 感到 奇怪 . 一 些 书籍 对 拓扑 缺陷 有 很 深入 全 面 的 介 
绍 , 如 Cosmic Strings and Other Topological Defects (Vilenkin and Shellard) #1 The 


Formation and Evolution of Cosmic Strings (Gibbons, Hawking, and Vachaspati). 


Zo yJ 


1. 计算 中 微 子 和 辐射 的 能 量 密度 比 fo, 假设 存在 三 种 静止 质量 为 零 的 中 微 子 . 
2. 在 建立 初始 条 件 时 考虑 中 微 子 的 四 极 逢 . 


练 J - 149 - 


(a) 由 关于 Nu) 的 方程 (4.107) RE, 推导 下 面 几 个 中 微 子 矩 的 方程 组 : 
No 十 kN = — 
Nh — È (No — 2M2) = fy 
Nz 一 SEN =0. (6.107) 
推导 过 程 中 , 首先 回顾 这 些 多 极 矩 的 定义 (它们 与 光子 的 多 极 矩 定义 (4.99) 式 相同 ) .将 (4.107) 
RRI Po 然后 积分 | : du 得 到 上 面 第 一 式 .再 将 (4.107) 式 分 别 乘 以 P 和 P 得 到 上 面 第 


=, 第 三 式 . 8.3 节 给 出 了 详细 的 说 明 , 在 那里 也 将 同样 推导 光子 多 极 矩 . 在 第 三 式 中 可 以 忽略 
掉 M, HACHE M 小 kn BR ( 试 证 明之 ). 
(b) 从 这 些 方程 中 消去 M 并 证 明 
_ 2k? 


No = z” + No — 2M2). (6.108) 


右 侧 的 No 远 小 于 亚 十 Ao, TURE. 
(c) 将 爱 因 斯 坦 场 方 程 (5.33) 式 改 写 为 
Na = — (ny a (6.109) 
这 里 忽略 了 光子 的 四 极 矩 ,因为 康 普 顿 散 射 使 得 Oo < No. 证 明之 . 
(d) 现在 将 场 方程 的 这 种 形式 进行 两 次 微分 以 得 到 Na 的 表达 式 . 结合 (6.108) 式 (可 以 
忽略 下 和 更 的 导数 , 因为 我 们 只 对 p = 0 的 模式 感 兴 趣 ), 将 No RER D A Y KER. 
(e) 最 后 假设 Oo = .No 并 利用 刚刚 得 到 的 Am 的 表达 式 , 将 (6.12) 式 改 写成 两 个 引力 势 
的 关系 式 : of 
B= @ + 区) l (6.110) 


3. 证 明 物 质 、 辐 射 的 偶 极 矩 和 速度 的 初始 条 件 (6.16) A. 
4. 暴 胀 同样 解决 了 平坦 性 疑难 , 即 为 什么 今天 的 能 量 密度 如 此 接近 临界 密度 . 
(a) 设 
acy = Sa 
在 现在 时 刻 等 于 0.3, 其 中 p 包括 物质 和 辐射 的 能 量 密度 ( 设 宇宙 学 常数 为 零 ), 由 (1.2) AM 
出 Q(t) — 1 随 尺 度 因子 的 变化 曲线 . 在 普 朗 克 时 代 Q(t) 需要 多 么 接近 1( 考 虑 没有 暴 胀 发 生 ， 
普 朗 克 时 代 的 尺度 因子 的 量 级 为 1073)? 这 种 对 初始 条 件 的 精细 调节 称 为 平坦 性 问题 . 若 没 有 
这 种 精细 调节 , 开放 的 宇宙 在 今天 会 变 得 极度 的 开放 (Q 几乎 等 于 零 ). 

(b) 证 明 暴 胀 解决 了 平坦 性 疑难 . 将 Q(t) — 1 外 推 至 暴 胀 结束 时 ,再 外 推 至 e569 倍 的 膨胀 
之 前 . 在 es 倍 的 膨胀 之 前 Q(t) 一 1 的 取 值 如 何 ? 

5. SRRACR PHM. 它 正比 于 该 体积 内 的 总 粒子 数 , 其 比例 常数 为 1 的 量 级 . 今天 的 
哈 勃 体积 内 总 共有 多 少 个 光子 ? APPEAR SRE a H UEAK RI. 


(6.111) 
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6. 我 们 已 经 证 明 , 如 果 宇 宙 早 期 一 直 由 通常 的 物质 和 辐射 组 成 , 则 尺度 因子 为 ae( 很 小 ) 
时 , 共 动 视界 与 今天 的 共 动 视界 的 比 是 aoHo/aeHe. 计算 , 当 温 度 是 10GeV 时 , 这 个 比例 是 
多 少 . 设 辐射 -物质 相 变 发 生 在 a ~ 1074. 

7. 考虑 一 个 自由 、 均匀 、 质量 为 m 的 标量 场 , 场 的 势能 V = m?¢?/2. 证 明 , WR m > A, 
随 频率 振荡 的 标量 场 等 于 其 质量 ; 并 且 也 证 明 其 能 量 密度 随 a 衰减 ， 它 精确 地 表现 为 普通 
的 非 相 对 论 性 物质 . 

8. 通过 将 变量 t ZEA n, 证 明 (6.32) 式 得 到 (6.33) Ñ. 

9. 计算 量子 化 谐振 子 的 一 些 熟 知 的 性 质 . 

(a) 单位 质量 谐振 子 的 动量 是 p= dz/dt. 计算 


a, a 


[z, pl, 


证 明 它 等 于 i 算 符 方 可 以 由 2((6.38) A) 对 时 间 求 导 而 得 到 . 
(b) 计算 单位 质量 谐振 子 的 零点 能 . 首先 对 能 量 进行 量子 化 


然后 在 基态 (0|E|0) 计算 上 式 的 期 望 值 . 
10. 证 明 暴 胀 时 期 的 标量 场 不 产生 引力 波 . 回顾 (6.45) RAN 


B= 


其 中 OT 是 能 动 张 量 (假设 由 o ES) 的 扰动 . 同 (5.63) 式 的 推导 , 将 有 选择 为 方向 . 证 明 
上 式 对 于 标量 场 确实 为 零 . 

11. 证 明 (6.57) 式 是 (6.56) 式 的 一 个 解 . 

(a) 定义 5=wv/n, 将 (6.56) 式 写成 5 的 形式 . 

(b) 得 到 的 方程 是 球 贝 塞 尔 方程 . 写 出 方程 的 通 解 一 一 B kn 的 两 个 函数 的 线性 组 合 . 

(c) 利用 (6.58) 式 的 边界 条 件 确 定 (b) 得 到 的 解 的 系数 . 并 证 明 (6.57) 式 满足 这 样 的 边 
界 条 件 . 

12. 推导 出 暴 胀 时 期 慢 滚 参数 的 一 些 有 用 的 等 式 . 


(a) 证 明 
= (a Seni 
dn (aH) ~*~ 


4nG(d)? = ea? R’. (6.112) 
(c) 利用 e 和 5 的 定义 , 证 明 


(b) 证 明 


de 
i —2aHe(e +). (6.113) 


利用 上 式 结果 证 明 dln elan—x/dln(k) = —2(e + ô). 


练 gJ -151- 


13. 证 明 (6.85) 式 在 大 尺度 成 立 , 合并 爱 因 斯 坦 场 方程 的 时 间 - 时 间 项 (5.27) 式 和 时 间 - 空 
间 项 (第 5 章 练习 5), 并 取 大 尺度 的 极限 . 
14. 将 慢 滚 参 数 。 和 6 RERA V 和 其 对 $ 的 导数 的 形式 . 证 明 , 在 低 阶 情况 下 ， 


ee As 
E= TénG (V 


1 y” 
em 
其 中 “” 表 示 对 GO 求 导 . 
15. 有 很 多 方法 可 以 描述 宇宙 中 的 压力 并 将 压力 与 能 量 密度 联系 起 来 . 其 中 之 一 是 回 到 第 
2 章 的 状态 方程 


md 
wer. (6.114) 
之 二 是 声速 
r os 
C= do (6.115) 


计算 cz 的 方法 是 将 P 和 p 都 对 时 间 求 导 , 再 取 商 . 最 后 得 到 了 能 量 密度 中 的 扰动 和 压力 中 的 
扰动 之 比 : 
ôP 一 3078 
õp ôT; ’ 
式 中 的 负 号 来 自我 们 的 习惯 : 能 动 张 量 的 时 间 - 时 间 分 量 等 于 能 量 密度 的 负 值 ; 因子 3 来 自 对 
空间 指标 的 求 和 . 对 于 绝热 扰动 , SP/6p = c2. 证 明 上 式 在 三 种 情况 下 成 立 : 物质 、 辐射, 以 及 
暴 胀 时 期 正在 穿越 视界 时 的 一 个 单独 的 标量 场 . 对 于 最 后 一 种 情况 , 证 明 5P/6p 一 c2 是 慢 滚 
参数 e 和 5 的 量 级 . 
16. 证 明 对 于 由 (6.91) 式 给 出 的 规范 , 关于 标量 场 的 扰动 do 的 方程 是 (6.71) 式 . 
(a) 不 存在 各 向 异性 拉 伸 时 , Bardeen 给 出 的 关于 规范 不 变 密 度 的 方程 是 


(6.116) 


Slapen) = —(p + P)a®kv (6.117) 


其 中 规范 不 变 密度 定义 为 
pem = —p — ôT + ET wT! (6.118) 
而 速度 v 由 (6.92) 式 定 义 . 在 空间 平滑 规范 下 , 计算 标量 场 的 pem. 证 明 , 在 慢 滚 参数 e( 不 是 
em) 和 6 的 低 阶 近似 下 , (6.117) 式 化 为 


TOig) = —k ad 5¢. (6.119) 


(b) 利用 慢 滚 近 似 , 将 (6.119) 式 化 为 (6.45) 式 . 

17. 证 明 共 形 牛顿 规范 下 的 曲率 等 于 4k?®/a?， 为 了 证 明 这 一 点 , 利用 度 规 的 空间 部 分 
gij = 6ija2(1 十 2@E) 计算 出 三 维 空间 的 里 奇 标量 . 

18. 利用 以 下 形式 的 四 次 势 , 得 到 暴 胀 模型 的 预言 . 


V(¢) = A¢* 
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(a) 计算 慢 滚 参数 e 和 5, 用 9 表示 . 

(b) 得 到 pe, 即 暴 胀 结束 时 的 值 . 在 暴 胀 结束 时 设 6 = 1 即 可 . 

(c) 为 确定 功率 谱 , 需要 得 出 一 kn = 工时 的 e 和 5. 将 波 数 k 设 为 今天 的 值 aoHo. 证 明 
一 kn = 1 等 价 于 


60 _ Ko 1 aN 
da [ dN HV) H) 
其 中 He 为 暴 胀 结束 时 的 哈 勃 参量 , 而 N 定义 为 暴 胀 后 膨胀 的 。 指数 : 
= Qe 
N=in(*). 
(4) HEL TRUM h SHUEY HEM H/H. = 1 这 意味 着 N ~ 60， 将 这 种 情况 用 4 表达 出 
来 wae v= f “qv H(#) 并 假设 H 为 势能 主导 . 证 明 当 g = 60m, /n 时 , 该 模式 离开 视 


界 . 
(e) 计算 出 n 和 nz 的 估计 值 . 
(f) 估计 标量 场 的 强度 , 用 和 表示 ， 作 为 一 个 较 粗 略 的 估计 ， 设 该 模式 的 kh? Palk) 等 于 
10-s( 在 第 8 章 讨论 大 尺度 各 向 异性 的 时 候 我 们 将 得 到 更 精确 的 值 ). 这 个 值 对 入 意味 着 什么 ? 
这 个 模型 展示 了 同时 代 的 很 多 模型 的 特征 .(1) 这 种 场 的 尺度 相当 于 (甚至 大 于 ) 普 朗 克 尺 
度 , 但 (2) 能 量 尺 度 V 非常 小 , 因为 (3) 其 耦合 常数 非常 小 . 


第 7 章 非 均匀 性 


利用 已 经 建立 的 方程 组 和 产生 扰动 的 初始 条 件 , 我 们 能 够 计算 宇宙 的 不 均匀 性 
和 各 向 异性 . 此 章 以 暗物质 的 扰动 开始 进行 初步 求解 ， 原则 上 来 说 , 暗物质 的 扰动 
与 其 他 所 有 扰动 是 相互 耦合 的 , 但 实际 中 , 暗物质 的 扰动 对 辐射 扰动 的 细节 依赖 很 
弱 . 从 暗物质 的 定义 可 知 , 辐射 仅 通 过 引力 势 间接 地 影响 到 它 . 虽然 宇宙 的 早期 辐 
射 会 对 引力 势 带 来 决定 性 作用 , 然而 当 宇 宙 进 入 以 物质 为 主 的 阶段 , 引力 势 是 独立 
于 辐射 的 . 此 外 , 辐射 扰动 是 相对 简单 的 , 除了 单 极 矩 和 偶 极 矩 以 外 都 可 以 忽略 . 反 
之 则 不 成 立 , 在 下 一 章 将 会 看 到 , 为 了 恰当 地 研究 各 向 异性 , 我 们 需要 知道 物质 扰 
动 演化 的 行为 方式 . 

本 章 的 最 终 目的 是 将 理论 与 观测 进行 比较 .我们 将 求解 每 一 个 傅 里 叶 模 式 
6 (k,n) 的 演化 . 给 定 这 些 解 以 及 由 暴 胀 产生 的 初始 功率 谱 , 我 们 可 以 构建 今天 的 
物质 功率 谱 . 至 少 从 大 尺度 结构 而 言 , 这 是 一 个 最 重要 的 观测 现象 . 对 于 小 尺度 而 
言 , 与 今天 的 观测 相 比 较 是 更 困难 的 : 当 研 究 星系 的 分 布 时 , 我 们 需要 考虑 非 线性 
和 和 气体 动力 学 . 然而 , 即便 对 于 小 尺度 , 本 章 计 算 的 线性 功率 谱 常常 是 任何 关于 物 
质 分 布 定 量 描述 的 出 发 点 . 


7.1 引 


Dil 


引力 不 稳定 性 是 一 个 容易 理解 的 有 力 思想 , 最 可 能 造成 宇宙 的 结构 形成 ， 随 
着 时 间 的 演化 , 物质 会 在 高 密度 的 区 域 不 断 积累 , 而 这 与 初始 密度 扰动 的 大 小 无 关 
(例如 , 在 经 典 的 宇宙 图 景 中 , 密度 扰动 与 10° 数量 级 ), 最 终 , 足够 多 的 物质 将 被 
吸引 到 这 个 区 域 而 形成 结构 . 

引力 不 稳定 性 方程 F = ma 支配 着 密度 扰动 5. 由 示意 图 有 


6 十 [压力 一 引力 ]5 = 0. (7.1) 


这 些 基本 的 力 , 如 图 7.1 Bias, 作用 在 相反 方向 . 引力 会 吸引 更 多 物质 进入 此 区 域 而 
使 密度 增加 . 由 于 在 高 密度 区 中 存在 大 量 粒子 , 随机 热 运动 会 造成 此 区 域 的 质量 流 
R, 因此 , 若 压 力 很 大 , 不 均匀 性 不 会 增长 . (7.1) 式 说 明 , 低压 情况 下 5 将 呈 指 数 增 
长 , 而 压力 较 大 时 ,6 将 随时 间 振 荡 . 
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图 7.1 引力 不 稳定 性 . 高 密度 区 附近 的 物质 由 于 引力 被 吸引 到 中 心 , 同时 压力 会 给 它们 
向 外 的 力 . 如 果 此 区 域 密度 足够 大 , 引力 将 占 主导 且 密 度 扰动 随时 间 不 断 增 大 


接 下 来 我 们 将 会 看 到 由 (7.1) 式 描述 的 简单 形式 的 引力 不 稳定 性 的 许多 表现 . 
不 同 环境 的 宇宙 学 条 件 会 改变 增长 率 , 例如 , 在 物质 为 主 的 宇宙 中 , 5 MRI AIFF 
律 形成 增长 , 而 非 指数 形式 ; 然而 , 在 辐射 为 主 的 宇宙 中 , 6 却 是 对 数 增长 . 我 们 将 
同时 考虑 此 方程 的 超 视 界 形式 和 熟悉 的 亚视 界 形式 . 在 进行 数学 计算 时 , 认识 到 引 
力 和 压力 的 相互 作用 是 必要 的 . 


7.1.1 ”宇宙 演化 的 三 个 阶段 


自然 地 , 宇宙 学 扰动 的 演化 将 分 为 三 个 阶段 . 为 理解 这 一 点 , 我 们 研究 几 种 不 
同 模式 的 解 . 图 7.2 说 明了 长 波 、 中 波 、 短 波 模 式 下 引力 势 随 尺度 因子 的 变化 . F 
宙 早 期 , 所 有 的 模式 处 于 视界 之 外 (kn < 1) 且 势 能 为 常数 . 中 期 阶段 (图 中 阴影 部 
分 ), 会 发 生 两 种 情况 : 不 同 波长 进入 视界 、 宇 宙 从 辐射 为 主 a < aea 演化 到 物质 为 
主 阶 段 a > deg. 粗略 来 讲 , 可 见 这 些 时 期 的 大 小 (aea 和 视界 过 渡 期 ) 对 势能 的 影 
响 是 极 大 的 . 大 尺度 模式 晚 于 aea HARA, 它 与 早 于 aea 进入 视界 的 小 尺度 模式 
的 演化 存在 很 大 差异 . BRA, 所 有 模式 再 一 次 以 相同 方式 演化 并 保持 常数 (Am = 1). 

我 们 能 够 观测 到 晚期 阶段 占 主导 的 物质 分 布 情况 , 即 所 有 模式 以 同样 方式 演化 
的 第 三 阶段 . 若 将 这 些 阶 段 的 势能 与 暴 胀 阶段 形成 的 初始 势能 相 联系 , 我 们 可 以 示 
意 性 地 写 为 


®(k,a) = ©,(k) x {转移 函数 (k)} x {增长 函数 (a)}. (7.2) 


Dik 
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其 中 ©, 是 暴 胀 时 的 初始 势能 值 . 转移 函数 描述 了 视界 过 渡 区 和 辐射 /物质 转换 阶 
Be (图 7.2 的 阴影 部 分 ) 的 扰动 演化 , 而 增长 因子 描述 了 晚期 不 同 波长 的 独立 增长 . 
此 示意 方程 仅仅 粗略 地 给 出 了 增长 因子 和 转移 函数 的 定义 . 从 图 7.2 注意 到 随 着 宇 
宙 演 化 到 辐射 与 物质 相等 的 时 刻 , 最 大 的 波长 扰动 只 是 略 有 下 降 . 习惯 将 此 下 降 消 
除 使 得 转移 函数 在 大 尺度 上 等 于 1. 因此 , 转移 函数 定义 为 


®(k, alate) 


T(k) = (7.3) 


®) arge-Scale (k, Qlate) 


io” 16° a0 m~ 10° io Of 1 
a 


图 7.2 引力 势 @ 的 线性 演化 . 虚线 表示 已 进入 视界 的 模式 , 阴影 区 域 的 演化 阶段 由 转移 函数 
描述 . 势能 是 没有 归 一 化 的 , 但 三 种 模式 的 相对 归 一 化 正如 它们 是 尺度 无 关 的 扰动 . 这 里 忽略 
重子 物质 ,On = 1,h = 0.5 


其 中 diate 表示 辐射 转移 结束 后 的 一 个 时 期 ,Large-Scale 解 是 减少 一 个 小 量 的 初始 
d. 我们 会 在 7.2 节 导 出 一 忽略 各 向 异性 压力 一 这 个 因子 等 于 (9/10). 势能 与 其 
在 转移 函数 结束 后 的 值 之 比 定义 为 

(a) D(a) 


P (alate) a 


其 中 Di 称 为 增长 函数 ， 图 7.2 描述 了 平坦 、 物 质 为 主 的 字 宙 下 的 情况 , 当 势能 为 
常数 时 , 有 Di (a) = a. 利用 以 上 方程, 可 得 

a(k, a) = Salira) 2A 

检验 势能 的 最 简单 方式 是 测量 物质 的 分 布 . 图 7.3 显示 了 三 种 不 同 模式 下 物质 

密度 扰动 的 演化 ， 注 意 在 晓 期 一 当时 势能 为 常数 且 所 有 模式 处 于 视界 内 -扰动 随 

尺度 因子 呈 5 ox a 的 增长 . 这 似乎 解释 了 上 述 奇怪 的 定义 (如 果 势 能 为 常数 ,为 什 

么 还 称 之 为 增长 函数 )，Di 描述 了 晚期 物质 扰动 的 增长. 这 个 增长 量 与 我 们 的 直觉 


(a > tate), (7.4) 


(a > alate). (7.5) 
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认识 是 完全 相符 的 , 即 随 着 时 间 演 化 , 致密 区 吸引 越 来 越 多 的 物质 , 因此 密度 越 来 


RK. 
D 


106 10° 104 10° O01 0l 1 
a 


7.3 与 图 7.2 相同 模型 下 的 暗物质 扰动 演化 . 进入 视界 后 幅度 开始 增长 (显示 了 三 种 不 同 
模式 的 不 同 阶段 ).aeq 之 后 , 所 有 亚视 界 模式 以 相同 方式 演化 , 随 着 增长 因子 增长 . 图 中 ， 
在 平坦 、 物质 为 主 的 宇宙 中 , 增长 因子 等 于 a 


现在 我 们 能 够 将 物质 分 布 的 功率 谱 用 暴 胀 阶段 的 原初 功率 谱 、 转移 函数 和 增长 
函数 表达 出 来 . 将 物质 密度 扰动 与 晚期 势能 建立 联系 的 最 简单 方式 是 使 用 Poisson 
方程 ((5.81) 式 中 较 大 的 值 和 非 辐射 情况 ): 


ta al (7.6) 


背景 物质 的 密度 为 pm = Qmper/a3, 且 4rGpe = (3/2) H2, 因此 


k?ð(k, a)a 
(3/2) Om Hg 


(7.7) AS (7.5) 式 联 立 , 可 以 得 到 现在 的 密度 扰动 与 初始 势能 之 间 的 关系 


6(k,a) = (a > alate). (7.7) 


Æ _8,(8)T(k)D1(a) (a > aate). (7.8) 
0 


无 论 初始 扰动 ©, 是 如 何 产生 的 ,(7.8) 式 始终 成 立 . ERELT, O, (F) 源 于 均值 
AF, 方差 ((6.100) 式 ) 为 Ps = (502?/9k°) (k/ Ho)” 63 (Qm/D1 (a = 1))? 的 高 斯 
分 布 . 因此 晚期 物质 功率 谱 为 


i Dr ra Di(a) ar 
P(k, a) = 2n*6 7 T“ (k) (=) (a > diate). (7.9) 


功率 谱 的 量 纲 为 (长 度 )3. 如 果 将 功率 表示 为 无 量 纲 函 数 , 必须 乘 以 k. 更 准确 来 
说 , 常常 乘 以 d3kP (k) / (27), 其 中 dk 表示 以 大 为 中 心 值 的 剩余 功率 间隔 . 沿 着 天 


II 
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的 所 有 方向 积分 后 , 可 得 (dk/k) A? (k), 其 中 


k3P(k) 
Qn? 


A?(k) = (7.10) 
小 的 A 对 应 小 的 不 均匀 性 ， 而 大 的 A 表示 非 线性 扰动 . 由 此 约定 ,在 视界 尺度 
(k = Ho) 时 , Harrison-Zel’dovich-Peebles 谱 满 足 A? = 63. 

图 7.4 显示 了 两 种 不 同 模型 现在 的 功率 谱 . 注意 到 , 大 尺度 上 两 种 模型 都 满足 
P xk, 其 转移 函数 是 一 致 的 . 这 个 关系 可 以 明显 地 从 (7.9) 式 得 到 , 它 对 应 于 最 小 
简单 的 暴 胀 模型 , 其 中 n= 1. 而 小 尺度 上 的 功率 谱 恰 好 相反 . 为 了 理解 这 一 点 , 参 
见 图 7.2. 在 物质 /辐射 相等 之 前 , 小 尺度 模式 (k = 2hMpc- t) 就 已 经 进入 视界 . 由 
于 辐射 时 期 的 势能 衰变 , 转移 函数 远 小 于 1. 此 效应 对 物质 扰动 的 影响 见 图 7.3, 其 
中 从 此 模式 进入 视界 之 后 a ~ 10 开始 到 宇宙 以 物质 为 主 的 a ~ 10- 结束 ,6 的 
增长 一 直 受 到 阻碍 . 进入 视界 的 模式 甚至 更 早 就 已 经 受到 更 多 抑制 , 因此 , 小 尺度 
上 功率 谱 是 & 的 减 函 数 . 


P(A)/(h™® Mpc’) 


1 
0.001 0.01 


0.1 10 
k/(h Mpe) 


图 7.4 两 个 冷 暗 物质 模型 : ACDM 模型 和 没有 宇宙 学 常数 的 sSCDM 模型 中 的 功率 谱 . 功率 
谱 已 经 进行 了 归 一 化 以 与 大 尺度 吻合 . 由 于 稍 晚 的 eq, 宇宙 学 常数 模型 中 的 功率 谱 在 大 尺度 
发 生 反 转 . 垂 线 左边 的 尺度 仍然 在 线性 演化 


这 会 导致 在 物质 /辐射 相等 的 视界 尺度 上 出 现 功 率 谱 的 反 转 , 这 种 反 转 能 够 从 
图 7.4 中 明显 的 看 到 , 图 中 展示 了 两 个 不 同 的 模型 : 一 个 是 平坦 、 物 质 为 主 的 宇宙 
( 常 称 为 标准 冷 暗物质 或 sCDM 模型 ); 一 个 是 包含 宇宙 学 常数 的 宇宙 (LCDM 或 
ACDM 模型 ) 两 种 模型 的 主要 区 别 是 sCDM 包含 更 多 的 物质 且 有 更 早 的 aq 更 
FLAY) aa 意味 着 在 辐射 主导 时 期 只 有 非常 小 的 尺度 进入 视界 , 因此 这 种 反 转 发 生 在 
更 小 的 尺度 . 最 后 , 另外 一 个 需要 记 住 的 重要 尺度 是 非 线 性 不 能 忽略 时 的 尺度 , 其 
粗略 估计 为 A (kw) = 1, 在 大 部 分 模型 中 对 应 kw ~ 0.2 h Mpc-!. 图 7.4 是 现 阶段 
的 线性 功率 谱 . 在 小 于 ku NRE, 不 能 够 将 现 阶段 的 物质 分 布 与 图 7.4 所 示 的 谱 
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盲目 比较 . 
7.1.2 “分析 方法 


暗物质 密度 扰动 的 演化 方程 是 什么 ? 原则 上 , 它们 是 由 第 4 章 导出 的 Boltz- 
mann 方程 组 和 第 5 章 的 爱 因 斯 坦 方程 组 成 . 然而 实际 上 , 我 们 并 不 需要 所 有 的 方 
程 . 为 了 理解 这 一 点 , 可 以 回忆 在 宇宙 早期 (再 复合 a = a, 之 前 ), 光子 的 分 布 特征 
只 需 由 单 极 矩 Oo ABRE 81 来 描述 . 由 于 光子 与 电子 /质子 气体 之 间 紧 密 的 耦 
合 , 其 他 阶 矩 都 被 抑制 了 ， 退 耦 之 后 , 我 们 需要 更 高 阶 矩 来 描述 光子 的 分 布 . 然而 ， 
我 们 的 目的 是 为 了 计算 物质 的 分 布 , os 之 后 光子 的 行为 是 与 此 无 关 的 . 对 于 恰好 进 
入 物质 阶段 时 期 而 言 , 势能 是 由 暗物质 本 身 决定 的 . 总 之 , 当 考 虑 物质 分 布 的 演化 
时 , 除了 单 极 矩 和 偶 极 矩 之 外 , 我 们 可 以 忽略 光子 其 他 的 所 有 阶 甜 . 

当 忽略 高 阶 辐射 矩 后 , 四 个 相关 的 Boltzmann 方程 为 (4.7 节 ) 


0,0 + kO,1 = —& (7.11) 
k —k 

EPEN: ae 12 

0,1 3° ,0 3 ® (7.12) 

Š + ikv = —36 (7.13) 

ù+ =v = ikð. (7.14) 


即使 假设 只 有 单 极 矩 和 偶 极 矩 被 保留 , 从 (4.100) 式 得 到 (7.11) 式 和 (7.12) 式 仍 需 
要 一 些 解释 和 计算 . 首先 是 对 符号 的 解释 : 角 标 “r” 代 表 辐 射 , 包括 中 微 子 和 光子 
辐射 . 这 两 类 物质 都 对 引力 势 (本 章 所 关心 的 ) 有 贡献 且 两 者 都 源 于 相同 的 初始 条 
件 . 很 难看 出 两 者 遵循 相同 的 演化 方程 ((4.100) 式 中 项 可 以 被 忽略 ), 或 者 这 些 演 
化 方程 可 以 由 (7.11) 式 和 (7.12) RAW. 但 至 少 在 小 的 重子 密度 和 只 考虑 物质 演 
化 的 前 提 下 , 这 是 正确 的 . 读者 可 在 练习 1 中 进行 详细 计算 , 而 我 们 将 在 下 一 章 研 
究 完 整 的 光子 演化 方程 . 

为 了 使 暗物质 密度 方程 组 封闭 , 我 们 需要 一 个 关于 引力 势 更 的 方程 . 读者 也 许 
已 经 注意 到 , 在 (7.11)~(7.14) AF BARE V > -6, 这 在 不 存在 四 级 矩 的 情况 下 
是 一 个 有 效 的 近似 . 由 于 爱 因 斯 坦 方程 中 有 一 些 是 不 必要 的 , 我 们 可 以 通过 多 种 方 
式 将 更 与 辐射 和 物质 的 密度 扰动 相 联系 . 我 们 可 以 使 用 时 间 - 时 间 项 , (5.27) RA 


k?h 十 3 (è + ĉo) = 4rGa2[pdum6 + 4prOrol. (7.15) 
这 里 , 同样 将 亚 EA 9, 并 忽略 重子 中 以 及 中 微 子 和 光子 对 引力 势 的 贡献 . 另 一 


@ 因为 对 于 大 多 数 模型 来 说 ， 重 子 物 质 的 密度 远 小 于 暗物质 密度 ,因此 这 是 一 个 合理 的 近似 。 我 们 将 
在 7.6 节 讨 论 重 子 物 质 的 作用 . 
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种 方法 是 使 用 代数 (不 含 时 间 导 数 ) 方程 (5.81) A 


3aH 


k (ipamv + 4pr9r,1)| . (7.16) 


k?® = 4nGa? | pamd + 4p,Oro+ 
尽管 这 两 个 方程 中 仅 需 一 个 就 可 以 使 包含 i,v, 0,0, 0,1,0 五 个 变量 的 方程 组 封闭 ， 
但 在 不 同 的 时 期 它们 都 是 有 用 的 . 

到 此 阶段 , 最 简单 的 事情 是 数值 求解 这 五 个 耦合 的 方程 (练习 2). 如 果 (7.15) 
式 被 采用 , 则 不 会 存在 数值 计算 的 困难 , 并 且 通 过 很 少量 的 工作 , 读者 可 以 得 到 一 
个 程序 来 快速 计算 转移 方程 (不 含 重子 物质 ). 

暗物质 密度 的 解析 解 是 很 难 获得 的 . 没有 一 个 解析 解 能 够 适用 于 所 有 尺度 、 所 
有 阶段 . 为 了 进一步 继续 , 我 们 将 不 得 不 加 以 限制 使 得 五 个 方程 简化 为 更 便于 操作 
的 两 个 或 三 个 方程 . 这 样 做 的 代价 是 这 些 限制 仅 对 特定 尺度 和 时 期 是 正确 的 . 将 这 
些 解 析 解 拼凑 起 来 而 得 到 合理 的 辐射 方程 的 做 法 正 是 科学 的 艺术 . 

本 章 之 后 的 大 部 分 内 容 将 对 这 个 解析 解 进行 说 明 , 参见 图 7.5. 实 线 表示 随时 
间 增 加 的 共 动 视界 , 在 ae 阶段 约 等 于 30 h7! Mpc®. 一 个 给 定 的 共 动 尺度 随时 间 
变化 保持 常数 . 例如 , 10 h-1 Mpc 的 共 动 距离 对 应 于 波 数 k= 0.1 h Mpc-!. 在 早 
期 (a < 10-5) 此 距离 大 于 视界 , 因此 kn <1. 我 们 可 以 消去 演化 方程 中 所 有 正比 
F k 的 项 . 在 7.2.1 节 , 我 们 将 在 超 视 界限 制 下 导出 势能 的 精确 解 . 然而 , 图 7.5 说 
H, 超 视 界 解 只 有 在 a = 10° 之 前 是 正确 的 . 在 更 晚期 (a > 10 飞 ) 此 模式 已 经 处 
于 视界 之 内 且 辐 射 扰动 已 经 无 关 紧 要 了 (由 于 宇宙 是 物质 为 主 ). 在 7.3.2 节 将 看 到 ， 
在 这 些 条 件 下 , 能 够 得 到 另 一 个 解析 解 . 我 们 所 面临 的 困难 是 将 超 视界 解 和 亚视 界 
解 匹 配 起 来 . 


k/(h Mpe-!) 


共 动 距离 /(h-! Mpc) 


NR 
SN 
SRY 
ENN} 


0.1 NA pis N ` à S SS 
10% 10° 10* 10% 001 
a 


75 “转移 函数 的 物理 性 质 . 阴影 线 区 域 有 解析 解 . 中 心 空白 表示 没有 得 到 中 间 尺 度 模 式 
全 部 演化 的 解析 解 . 从 左下 方 到 右上 方 单调 增加 的 曲线 是 共 动 视界 


© 这 个 模型 是 独立 的 , 图 中 给 出 的 是 sCDM 模型 , h = 0.5. 
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超 视界 解 和 亚视 界 解 匹 配 的 问题 能 够 通过 甚大 尺度 (k < 0.01 h Mpc!) ME 
小 尺度 (k > 0.5 h Mpc") 模式 求解 . 在 大 尺度 情况 下 , 我 们 将 在 7.2.2 节 看 到 一 
旦 宇宙 以 物质 为 主 ,6 = 常数 都 是 演化 方程 的 一 个 解 ， 即 使 在 模式 穿越 视界 时 . 这 
个 事实 可 作为 连接 超 视界 和 亚视 界 解 的 一 座 桥梁 , 两 者 在 物质 为 主 阶段 都 有 一 个 常 
MO. 在 小 尺度 情况 下 , 由 于 这 些 模式 是 在 宇宙 处 于 辐射 阶段 穿越 的 视界 , 因此 我 
们 可 以 忽略 它们 穿 过 视界 时 的 物质 扰动 . 然后 , 当 模 式 充分 位 于 视界 内 时 , 辐射 扰 
动 衰退 殉 尽 , 我 们 可 以 匹配 到 亚视 界 以 及 7.3.2 节 的 非 辐射 扰动 解 . 

利用 大 尺度 和 小 尺度 的 解析 式 , 我 们 能 够 通过 样 条 插值 两 个 解 得 到 对 转移 函数 
很 好 的 拟 合 . 7.4 节 会 见 到 这 个 计算 , 主要 因为 转移 函数 太平 滑 ， 从 大 尺度 阶段 的 1 
单调 递减 . 


7.2 大 尺度 的 非 均匀 性 


在 甚大 尺度 , 我 们 首先 通过 物质 -辐射 转移 , 然后 通过 视界 穿越 得 到 势能 的 解 
析 解 . 我 们 以 超 视界 解 开始 , 其 在 物质 -辐射 转移 阶段 是 有 效 的 . 7.2.1 节 得 到 的 结 
Rie: 随 着 宇宙 由 辐射 到 物质 为 主 的 演化 , 势能 下 降 的 因子 为 9/10. 


7.2.1 ”大 尺度 的 超 视 界 解 


对 于 远 远 超出 视界 的 模式 , kn < 1 并 且 我 们 能 够 忽略 掉 演化 方程 中 所 有 依赖 
rr k 的 项 . 由 (7.11) 式 和 (7.13) 式 可 见 , 在 此 限制 
io ~ BAR ! 下 , 速度 (v 和 Bi) 将 从 演化 方程 中 退 耦 . 这 能 

人 够 立刻 使 方程 的 数量 从 五 个 减少 为 三 个 , 并 日 我 
们 注意 到 第 三 个 方程 (7.16) 式 存在 反比 于 大 的 
项 . 这 些 将 是 很 难处 理 的 , 因此 我 们 选择 (7.15) 


k/(h Mpc“) 


01 190 10* 10° 0.01 ARË, 得 到 
Or, = —® (7.17) 
i= ae (7.18) 


注意 到 前 两 个 方程 要 求 i — 30,0 为 常数 , 而 且 进一步 的 , 我 们 知道 这 个 常数 为 零 
(这 些 是 初始 条 件 ). 因此 我 们 使 用 暗物质 方程 (7.18) 式 和 爱 因 斯 坦 方程 , 并 将 Bo 
设 为 5/3. 爱 因 斯 坦 方程 变 为 


a (è $ 0) = 4nGa"pamd h i =| l (7.20) 
a a 3y 
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这 里 引入 


y= = 7.21 
A = bs (7.21) 


我 们 将 使 用 它 作 为 演化 变量 而 代替 n Ra 再 一 次 强调 , 我 们 忽略 重子 物质 , 因此 
aea 仅 由 pam 确定 ; 实际 上 当 考 虑 重子 物质 在 内 的 所 有 物质 时 ,， (7.21) 式 最 后 一 项 
的 分 子 应 该 是 pm. 

(7.18) AA (7.20) 式 是 关于 6 和 y 的 两 个 一 阶 微分 方程 . 我 们 要 将 这 两 个 一 
阶 方程 化 为 一 个 二 阶 微分 方程 , 然后 求解 . 首先 , 将 原 式 重 写 为 关于 变量 y 的 方程 . 
利用 Jacobian 方程 可 以 将 对 y 求 导 与 对 7 的 求 导 相 联 系 ， 


a _ ad 
dn ~ dn dy 
= sty. (7.22) 
dy 


第 二 行 沿用 y 的 定义 , HE & = 07H. 改写 成 y 为 变量 的 爱 因 斯 坦 方程 为 


二 4 
2(y + i h . =| 
a wee (7.23) 


其 中 撒 号 表示 对 y KS, HF 82Gpam/3 = (81Gp/3)y/ (y +1) = H?y/(y+1) 第 
一 行 右边 成 立 . 

一 般 来 说 , 将 两 个 一 阶 方程 转化 为 一 个 二 阶 方程 的 方法 是 对 其 中 一 个 微分 . 这 
E, 为 了 简化 计算 , 首先 将 (7.23) RESA 6 的 表达 式 ; 然后 对 y 微分 ; 最 后 , 由 暗 
物质 方程 (7.18) RK 5’ 变换 为 —30', 推出 


,_ a fé6y+1), z 
—30' = T rk [y® +a}. (7.24) 
这 样 的 求 导 虽然 繁琐 但 很 简单 . 我 们 得 到 
21y? + 54y +32 _, ® 


Oo" + =0. (7.25) 


Duy+igy+4) + yoy ry + 


值得 注意 的 是 , Kodama 和 Sasaki (1984) 发 现 (7.25) 式 的 一 个 解析 解 , 他 们 引入 一 
个 新 变量 : 


è. (7.26) 


读者 将 计算 (练习 4) 引入 该 变量 后 , (7.25) 式 变 为 


的 B T 
u'+u E a er «a (7.27) 
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也 就 是 说 , 没有 正比 于 u 的 项 . 相 比 于 得 到 更 的 二 阶 方程 , 相反 我 们 有 关于 v 的 
一 阶 方程 . 幸运 的 是 , 此 一 阶 方程 是 可 积 的 . 从 


Se + (7.28) 
开始 , 通过 积分 得 到 
In(u’) = constant + 2In(y) — (3/2) In(1 + y) + In(3y + 4). (7.29) 
然后 指数 化 得 到 
下 = 的 十 和 (7.30) 


(1+ y)3/? 
其 中 4 为 待定 常数 . 
我 们 从 引力 势 的 解析 表达 式 中 分 离 一 个 积分 ， 记 住 u 的 定义 (7.26) sh, 积分 
(7.30) 式 能 够 得 到 
=A [ay dy fu! + 4) (7.31) 


a (14y) 
注意 这 将 出 现 另 一 个 常数 u(0). 然而 , 由 于 早期 ya@ 一 0, 此 常数 为 零 . 同样 , 即便 
是 在 积分 之 前 , 我 们 也 能 够 确定 常数 A. 对 于 小 的 y, 被 积 函 数 变 为 4y?, (7.31) 式 
变 为 8 = 44/3, 因此 ,4 = 3 (0) /4. 积分 能 够 写 为 解析 形式 


_ 6(0) 1 
y= 1 


Fo plsvity + 9y? + 2y? — 8y — 16]. (7.32) 
(7.32) 式 是 关于 超 视界 尺度 势能 的 最 终 表 达 式 .尽管 y 取 较 小 值 时 表达 式 满足 
= 6 (0) 为 常数 并 不 是 显然 的 , 但 由 于 我 们 选择 的 两 个 积分 常数 精确 满足 此 条 件 ， 
故 一 定 是 这 种 情况 . 对 于 大 的 y E, 一 旦 宇宙 成 为 物质 为 主 , 括号 中 的 y WHE 
导 , 使 得 B® — (9/10) O (0). 这 是 我 们 得 到 的 精确 结果 : 随 着 宇宙 穿越 辐射 与 物质 相 
等 时 刻 , 势能 在 大 尺度 上 降低 10%. 
我 们 将 这 个 只 在 模式 处 于 超 视 界 时 的 解析 结果 与 数值 结果 作 比 较 . 图 7.6 表明 
在 最 大 尺度 上 这 个 解 符合 得 很 好 , 在 尺度 为 k= 0.01h Mpc’ 时 也 相当 吻合 (误差 
小 于 10%). 这 比 起 我 们 由 超 视 界 解 存 在 条 件 而 粗略 估计 下 的 预期 好 一 些 , 且 这 对 我 
们 以 后 使 用 样 条 插值 大 尺度 和 小 尺度 解 很 重要 . 也 许 这 个 解析 解 会 使 你 惊奇 的 一 个 
特点 是 , 尽管 在 物质 和 辐射 为 主 时 期 大 尺度 上 的 势能 是 常数 , 但 是 其 在 纯 物 质 和 纯 
辐射 阶段 的 过 渡 是 十 分 漫长 的 . 例如 , 举 一 个 接 下 来 的 章节 中 我 们 将 看 到 的 CMB 
的 重要 例子 : 即使 对 于 最 大 尺度 模式 , 势能 仍然 是 在 明显 晚 于 aea H ax 107° 阶 
段 衰变 . 在 包含 更 少 物质 的 模式 中 , aea 甚至 接近 10, 因此 , 在 再 复合 时 期 势能 的 
衰变 变 得 更 为 显著 . 
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=0.05 九 Mpc-1i 


=f = 
log(a) 
7.6 ”没有 重子 ,h = 0.5,Qm = 1 情况 下 的 CDM 模型 中 势能 的 超 视界 演化 . 粗 实 线 显示 了 
只 在 大 尺度 上 成 立 的 (7.32) 式 的 解析 结果 . 其 中 粗 线 为 模式 k= 0.001 h Mpc-!. 两 个 其 他 的 
较 小 尺度 的 模式 也 展示 出 来 


7.2.2 ”大 尺度 穿越 视界 


读者 需要 注意 的 图 7.6 中 的 一 个 
有 趣 特征 是 大 尺度 势能 (数值 解 ) 在 
很 晚期 (a > 10°?) BARR A 
F k = 1073 h Mpc!” 模式 在 7 ~ 
k! = 1000h-!Mpc 进入 视界 , 对 应 于 
如 图 7.6 所 示 a ~ 0.03 的 平坦 、 物 质 
为 主 的 宇宙 . 当 模 式 穿 过 视界 时 势能 dop ae 
保持 常数 . 只 要 宇宙 以 物质 为 主 , 这 个 a 
结果 就 是 可 信 的 . 我 们 现在 来 证 明 它 . 

我 们 将 兴趣 转向 对 在 辐射 并 不 重要 的 限制 下 的 五 个 方程 . 势能 仅 依 赖 于 物质 
的 不 均匀 性 , 因此 我 们 能 够 忽略 两 个 辐射 方程 (7.11) 式 和 (7.12) 式 . 另外 的 两 个 物 
质 方程 , 我 们 采用 第 二 个 爱 因 斯 坦 方程 (7.16) 式 . 这 是 一 个 代数 方程 , 意味 着 原则 
上 我 们 可 以 消去 © 而 留 下 一 个 包含 两 个 一 阶 微分 方程 的 系统 . 一 般 而 言 , 这 两 个 一 
阶 方程 有 两 个 解 . 我 们 可 通过 对 初始 条 件 的 认识 得 到 结果 , 而 不 是 直接 求解 .这 个 
思路 是 : 我 们 已 经 知道 在 物质 绝对 主要 时 期 , 超 视界 势能 为 常数 .因此 , 我 们 的 问 
题 的 初始 条 件 是 势能 是 常数 (6 = 0). 如 果 我 们 能 够 说 明 常 数 6 是 物质 为 主 的 方程 
的 两 个 通 解 之 一 , 就 可 以 不 管 其 他 的 解 是 什么 , 因为 初始 条 件 保证 了 常数 更 解 是 唯 

如 果 方 程 组 


k/(h Mpc”) 


6+ikv=0 (7.33) 
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V+aHv = ik (7.34) 
大 2 = SoH? [ 十 Ka (7.35) 

允许 不 随时 间 变 化 的 常数 更 解 . 我 们 可 使 用 代数 方程 (7.35) 式 消 除 另外 两 个 方程 
的 5. 在 物质 为 主 时 期 , 互 x a-3/2, 因此 d(aH) /dn = —a?H?/2. AO 和 v RE 
(7.33) 式 中 的 5 得 到 

2k2® 2k? 3aHiù ， 3a? Hiv 

3a2H? | Bok 2k 
我 们 现在 有 两 个 关于 © 和 w 的 一 阶 方程 , 下 面 将 这 两 个 方程 变换 为 关于 更 的 一 个 
二 阶 方程 . 首先 , 利用 速度 方程 消去 (7.36) 式 中 的 ù, 得 到 


2k2® iv 26]/90?H? 3 
som + [E+ sa] ( : +) =0. (7.37) 


+ikv = 0. (7.36) 


如 果 这 个 二 阶 方程 的 形式 为 að + 66 = 0, ERE, 如 果 没 有 正比 于 O 的 项 , 那么 
= 常数 是 方程 的 解 . 因此 我 们 把 (7.37) AX 7 RS, 忽略 所 有 正比 于 B 的 导数 
项 , 只 考虑 正比 于 更 的 项 . 利用 (d/dn) (aH) = 1/2, 我 们 看 到 留 下 来 的 项 为 
iv © 9a? H? iv 20 d 9a? H? 
ieee meade 
= k = =] (9a? H? + k?) (7.38) 


其 中 再 一 次 利用 速度 方程 消去 了 ò. 但 (7.37) 式 告诉 我 们 右边 方 括号 里 的 项 正比 
Fo, 因此 常数 势能 是 物质 主导 时 期 的 一 个 解 . 由 于 初始 条 件 的 限制 , 所 以 常数 势 
能 是 物质 主导 时 期 的 唯一 解 . 

只 要 宇宙 是 物质 为 主 ， 势 能 就 是 常数 . 在 更 晚 的 时 期 (a >1/10), 宇宙 可 能 变 
为 由 其 他 形式 的 能 量 一 例如 暗 能 量 一 或 者 可 能 性 比较 小 的 曲率 . 若 如 此 , 势能 将 
会 衰变 . 但 势能 由 增长 函数 描述 (7.5 节 ), 不 会 影响 转移 函数 . 本 节 的 主要 结果 是 由 
(7.3) 式 定 义 的 转移 函数 在 宇宙 以 物质 主导 后 进入 视界 的 所 有 尺度 上 都 趋 于 1. 也 
就 是 说 , 对 所 有 的 模式 k < aea 互 (aea)( 在 辐射 和 物质 密度 相等 时 刻 共 动 Hubble # 
径 的 倒数 )， 它 等 于 1. 读者 将 在 练习 5 得 到 对 应 的 尺度 是 


keq = 0.073Mpc7!Qmh?. 7.39 
q 


在 我 们 计算 时 的 限制 下 ,重子 物质 和 各 向 异性 压力 是 忽略 的 ,转移 函数 仅 依赖 于 
k/k; 为 了 对 本 节 的 大 尺度 近似 在 什么 时 候 是 正确 的 有 一 个 认识 , 参见 图 7.6, 其 
画 出 了 On = 1 Ah = 0.5 的 标准 CDM 模型 . 对 于 标注 为 10-? 的 曲线 , 转移 函 
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数 比 1 (0.84/0.9) 低 7%， 对 于 那个 模式 , k/ke = 0.01/ (0.073h) = 0.27, 因此 , 如 
果 我 们 对 转移 函数 达到 10% 的 精度 感 兴趣 , 那么 我 们 可 以 使 用 k < kea/3 的 大 尺度 
近似 . 


7.3 ”小 尺度 的 非 均匀 性 


在 上 一 节 我 们 能 够 得 到 大 尺度 扰动 的 演 
化 解 是 因为 这 些 模式 在 辐射 物质 相等 时 刻 之 
后 很 久 才 进 入 视界 ， 因 此 , 问题 简单 分 为 两 。“， Oe 
部 分 : (i) 超 视界 模式 穿越 辐射 物质 相等 时 刻 ， 100 
和 (i) 物质 主导 时 期 的 模式 穿越 视界 . 相反 
的 情况 对 应 于 本 节 中 考虑 的 小 尺度 模式 . 当 ” 
字 宙 处 于 绝对 辐射 时 期 时 它们 穿越 视界 . 1 as 
此 , 问题 分 为 (i) 辐射 阶段 的 模式 穿越 视界 ， 0 EL | la 
然后 (i) 亚视 界 模式 穿越 辐射 物质 相等 时 刻 . 10 107 tO 107 Oo 
在 7.3.1 节 处 理 步骤 (i),7.3.2 FABER (ii). 
注意 我 们 不 能 够 得 到 辐射 物质 相等 时 刻 左 右 
进入 视界 的 模式 的 解析 解 . 


7.3.1 ”小 尺度 穿越 视界 


当 宇 宙 以 辐射 为 主 时 , 势能 由 辐射 的 扰动 决定 . 暗物质 扰动 一 本 节 我 们 感 兴趣 
的 扰动 - 会 受 势能 影响 , 而 不 是 它们 本 身影 响 势 能 , 正如 图 7.7 描述 的 情况 . 因此 ， 
为 了 解决 这 个 时 期 的 物质 扰动 存在 两 步 困难 . 第 一 , 我 们 必须 求解 关于 68-o 97,1, 
和 © 的 耦合 方程 . 然后 , 将 势能 视 为 外 部 驱动 力求 解 物 质 演化 方程 . 
图 7.7 辐射 时 期 扰动 的 耦合 . 辐射 扰动 和 引力 势能 相互 影响 ， 
物质 扰动 不 影响 势能 , 但 由 它 导出 


为 了 求解 辐射 主导 时 的 势能 , 我 们 采用 (7.16) 式 . 忽略 物质 项 , 有 


k/(h Mpc") 


2 H2 
ee [er n aren] (7.40) 


由 于 辐射 时 期 H? = 8rGpr/3, 同样 辐射 时 期 也 有 aH = 1/1. 利用 这 个 事实 , 我 们 
能 够 使 用 爱 因 斯 坦 方程 (7.40) 式 将 两 个 辐射 方程 (7.11) 式 和 (7.12) 式 中 的 Oro 消 
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掉 . 这 两 个 方程 变 为 


Si s 3 , k? 2 k2 2 
i 十 KG- h + Fl = 一 下 [+ n | ® is (7.41) 


6 3 
Oni + = -em = = se h = E] (7.42) 
我 们 可 以 将 这 两 个 关于 0,1, 和 更 的 一 阶 方程 转换 为 一 个 关于 势能 的 二 阶 方程 . 利 
用 (7.42) 式 消 掉 第 一 个 方程 的 Ò. 得 到 
ppi “6 = = ie ip (7.43) 
ee 0,1 的 表达 式 . 我 们 通过 微 
分 得 到 关于 更 的 一 个 二 阶 方程 . 当 我 们 计算 时 , 将 遇 到 正比 于 O,, 及 其 导数 的 项 . 
每 一 项 都 可 以 通过 (7.42) RA (7.43) 式 消除 . 最 终 的 二 阶 方程 是 


s 4. K 
$+-64—6=0. .44 
Pa t (7.44) 


为 了 确定 辐射 主导 时 期 势能 的 演化 方式 , 我 们 必须 求解 满足 初始 条 件 B A 
方程 (7.44) 式 . 通过 定义 u = On, 能 够 得 到 解析 解 . 因此 ,(7.44) 式 变 为 

a ee k 9 

i+fu+(F-F)u=o0 (7.45) 
这 是 一 阶 球 Bessel 方程 (I (C.13) 式 ), 解 为 jı (kn/V3) 一 一 球 Bessel 函数 ， 和 
ni (kn/V3) 一 一 球 Neumann 函数 . ME n 变 得 很 小 , 后 一 项 开始 显著 , 因此 我 们 在 


初始 条 件 的 基础 上 忽略 它 . 一 阶 球 Bessel 函数 能 够 表达 为 三 角 函 数 ((C.14) 式 ) 的 
形式 , 因此 


S sin(kn/ V3) — (kn/ V3) cos(kn/ V3) 
& = 36, ( TIET ) (7.46) 
其 中 p, 是 B 的 初始 值 . 前 面 因 子 3 的 出 现 是 因为 当 7 一 0 圆 括号 中 表达 式 的 极 


限 为 1/3. 

(7.46) 式 告 诉 我 们 , 只 要 在 辐射 主导 时 期 的 一 个 模式 进入 视界 , 它 的 势能 就 开 
始 衰减 .衰减 之 后 , 势能 开始 振荡 , 如 图 7.8 所 示 . 定性 地 , 我 们 已 经 预期 了 许多 . 
从 关于 (7.1) 式 的 定性 讨论 , 当 在 辐射 主导 时 期 压力 很 大 的 时 候 , 扰动 将 即时 振荡 . 
如 果 主 成 分 (这 里 指 辐射 ) 带 来 的 扰动 没有 增长 , 那么 在 一 个 指数 膨胀 的 宇宙 中 , 势 
能 将 会 简单 地 因为 零 阶 密度 稀释 而 衰减 .这 是 在 (7.40) 式 中 的 证 据 , 它 表 明 (忽略 
位 于 视界 内 的 偶 极 矩 )® ~ 00/7. 由 于 Oo 以 固定 的 振幅 振荡 , 因此 势能 也 会 振荡 ， 
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但 其 振幅 按 mn-? 衰减 . 确实 , 这 是 (7.46) RK kn 的 精确 极限 . 势能 的 衰减 与 振荡 
如 图 7.8 所 示 , 既 包含 (7.46) 式 的 解析 表达 式 , 也 包含 物质 扰动 的 数值 解 . 注意 这 
个 近似 的 描述 一 其 中 物质 对 势能 的 影响 忽略 一 只 有 当 在 绝对 辐射 阶段 才 成 立 ， 对 
F k=1h Mpe :模式 的 解析 解 已 经 开始 在 ~ 3 x 107° 偏离 精确 解 , 早 在 统一 前 
(这 里 , 采用 sCDM 模型 作为 说 明 , 在 a ~ 2 x 1074). 


0 IAJ 


10-7 10-6 10 0.0001 
图 7.8 辐射 主导 时 期 势能 的 演化 . 对 于 两 个 早 在 统一 之 前 就 进入 视界 的 小 尺度 模式 , 图 中 给 
出 了 精确 解 ( 实 线 ) 和 (7.46) 式 的 近似 解析 解 (虚线 ) 


利用 辐射 主导 时 期 势能 的 知识 , 现在 我 们 能 够 确定 物质 扰动 的 演化 , 图 7.7 的 
第 二 半 部 分 . 为 此 , 我 们 将 两 个 物质 演化 方程 一 (7.13) 和 (7.14) 一 变换 为 一 个 以 势 
能 为 外 力 的 二 阶 方程 . 对 (7.13) 式 求 微分 , 并 用 (7.14) 式 消去 也 


6 十 这 Gu + ike ) = -36, (7.47) 
现在 利用 (7.13) 式 消去 v, 得 到 
6 十 z = S(k,n). (7.48) 


其 中 源 函 数 项 是 
S(k,n) = —3Ë + 2 — Sà, (7.49) 
与 (7.48) 式 相 联系 的 齐 次 方程 (5S = 0) 的 两 个 解 是 5= 常数 和 5 = ln (a)( 或 者 ， 
等 价 地 在 辐射 主导 时 期 为 In (m)). 一 般 而 言 , 一 个 二 阶 方程 的 解 是 两 个 齐 次 方程 的 
解 的 线性 组 合 加 一 个 特 解 . 在 特 解 缺失 的 情况 下 , 可 以 通过 两 个 齐 次 解 ( 称 为 si 和 
s2) 和 源 函 数 项 构建 . 它 是 以 Green 函数 [si (n) sz (n) — s1 (n') sz (n)] / [81 (07) 82 (7) 一 
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sı (n) 82 (7)] 为 权重 的 源 函 数 项 的 积分 . 因此 这 里 我 们 得 到 
6(k,n) = C1 + C2 In(n) 一 | i dn’ S(k, n')n' (In{kn’] — In[kn)). (7.50) 


在 甚 早期 积分 值 很 小 , 因此 我 们 的 初始 条 件 (5 常数 ) BER In (n) 和 C2 的 系数 为 零 
AC, = 6(k,n =0) = 36,/2. 现在 考虑 (7.50) 式 中 的 积分 . 随 着 模式 进入 视界 , 源 
函数 将 伴随 着 势能 衰减 到 零 , 因此 , 对 积分 的 主要 贡献 来 自 kn 为 量 级 1 的 阶段 . 故 
对 5S (n’) In (kn!) 的 积分 趋 近 为 一 些 常 数 , 然而 对 5 (7) In (kn) 的 积分 将 得 到 一 个 正 
比 于 含有 常数 的 In (kn) 项 . 因此 , 我 们 期 望 此 模式 进入 视界 后 ， 


5(k,) = A®, In(Bkn), (7.51) 


即 一 个 常数 (A®,In (B)) 加 上 一 个 对 数 增长 模式 (AByln (kn)). 
通过 参照 (7.50) 式 的 相关 部 分 , 我 们 能 够 确定 (7.51) 式 中 的 常数 4 和 B. 常 
数 项 AS,In(B) 等 于 Cl 加 上 对 In (7) HRA, 或 者 


Að, In(B) = “8, 5 | S an! a, (7.52) 
0 
然而 In (kn) 的 系数 由 以 下 积分 得 到 
Ad, = f * an’ S(k,n (7.53) 
0 


注意 这 里 的 两 个 积分 , 已 经 设置 积分 上 限 为 无 穷 以 便 与 我 们 对 n 取 很 大 值 时 积分 
趋 近 于 常数 的 期 望 相 一 致 . 利用 源 函 数 的 表达 式 (7.49) 和 我 们 对 势能 的 解析 近似 
式 (7.46), 我 们 能 够 估计 这 里 的 积分 并 确定 A 和 B. 我 得 到 4=9.0 和 B=0.62. 曾 
经 引入 接 下 来 对 早期 暗物质 估计 方法 的 Hu 和 Sugiyama(1996) 发 现 对 准确 的 势能 
(代替 (7.46) 式 的 近似 ) 积分 会 得 到 一 个 略为 不 同 的 值 ,4=9.6 和 B=0.44. 

图 7.9 画 出 了 辐射 时 期 5 的 严格 解 和 (7.51) 式 的 近似 解 . 忽略 力矩 的 详细 信 
息 , 我 们 看 到 物质 扰动 在 辐射 阶段 确实 增长 了 . 由 于 辐射 压力 , 物质 时 期 (7.2 节 导 
出 的 常数 势能 表明 5 x a) 的 增长 并 不 是 主要 的 , 但 它 依旧 存在 . 对 于 图 7.9 所 示 的 
两 种 尺度 , 一 旦 它们 进入 视界 , 扰动 确实 会 带 来 对 数 增长 模式 . 随 着 宇宙 越 来 越 接 
近 物 质 主导 , 辐射 压力 变 得 不 是 很 重要 了 , 且 扰 动 开始 快速 增长 . 确实 , 你 也 许 会 担 
心 我 们 对 于 = 1 刀 Mpc-1 模式 的 近似 并 不 是 很 有 用 的 . 然而 , 我 们 仅仅 在 设置 亚 
视界 时 期 增长 的 初始 条 件 (下 一 节 ) 时 使 用 这 些 解 , 因此 仅 需 要 对 于 一 个 非常 有 限 
的 时 间 范 围 这 个 近似 是 正确 的 . 只 要 我 们 恰当 地 选择 了 匹配 的 时 期 , 对 数 近 似 将 是 
非常 好 的 . 
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5pm/6pm(a=0) 


图 7.9 辐射 主导 时 期 的 物质 扰动 . 两 个 尺度 均 为 辐射 时 期 进入 视界 , 经 过 若干 振荡 后 锁定 在 
对 数 增长 模式 . 粗 实 线 是 精确 解 , RERE (7.51) 式 的 对 数 模式 . 利用 它们 的 早期 值 , 这 些 
扰动 已 经 人 为 地 归 一 化 了 : 对 于 大 尺度 模式 ,实际 上 暴 胀 预言 了 一 个 更 大 的 初始 振幅 
( 乘 以 一 个 因子 103/?) 


7.3.2 ”小 尺度 亚视 界 的 演化 


上 一 节 我 们 看 到 辐射 时 期 随 着 模式 进入 视界 , 辐射 压 引 起 引力 势能 衰减 . 尽管 
我 没有 关注 辐射 本 身 的 扰动 (我 们 将 在 下 一 章 讨论 ), 读者 也 许 会 期 望 压力 抑制 了 
任何 关于 Ono 的 增长 . 这 是 对 的 , 并 且 它 与 我 们 已 看 到 的 对 数 增长 的 物质 扰动 形 
成 鲜明 的 对 照 . 尽管 势能 最 初 由 辐射 决定 (因为 宇宙 是 辐射 主导 ), 最 终 物质 扰动 的 
增长 充分 抵消 了 辐射 多 于 物质 的 事实 . 也 就 是 , 即使 pm E or 小 , pum6 最 终 也 比 
prero K. 一 旦 这 种 情况 发 生 , 引力 势能 和 暗物质 扰动 将 一 起 演化 , 并 且 不 受 辐 射 
变化 的 影响 . 本 节 我 们 想 要 求解 支配 物质 和 势能 扰动 的 方程 组 , 并 将 它们 与 起 源 于 
势能 衰减 时 期 的 对 数 解 (7.51) 相 匹 配 . 

QEQ 


\ Sub: Horizon: 
Ree I On 


NNNNNSNNNNNNNRSR AS 
-5 


10-* 10> 0.01 
a 


k/(h Mpc™') 


0.1 : 
10-* 10- 


我 们 的 着 手 点 依旧 是 支配 暗物质 演化 的 方程 (7.13) AM (7.14) 式 , 以 及 关于 
引力 势 的 代数 方程 (7.16) 式 . 我 们 再 一 次 想 将 这 三 个 方程 (其 中 两 个 是 一 阶 微分 方 
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程 ) 减少 为 一 个 二 阶 方程 . 我 们 将 要 跟随 亚视 界 的 暗物质 扰动 穿越 辐射 与 物质 相等 
时 刻 , 因此 使 用 y 一 尺度 因子 与 辐射 物质 相等 时 刻 的 比值 一 作为 演化 变量 是 较为 方 
便 的 . 以 y 为 变量 , 三 个 方程 变 为 


t 7 
SH .54 
人 30’ (7.54) 

, U_ ik® 
iE ee (7.55) 

3y 
k?d = 276, 7.56 
2w+1)" (7:56) 


关于 我 们 的 基本 方程 的 形式 的 一 些 评价 顺 次 列 于 下 . 第 一 , 注意 前 两 个 方程 中 的 时 
间 导 数 已 经 被 对 y 的 导数 GSA) PR, 并 且 这 个 变换 得 到 位 于 未 加 撤 号 的 分 
母 中 y= aHy MAT. 第 二 , 引力 势 仅 仅 表示 为 5 的 函数 : 由 以 上 的 讨论 , 它 与 处 
于 亚 支 配 地 位 的 辐射 没有 依赖 关系 , 由 于 扰动 恰好 位 于 视界 内 且 aH/k < 1, 故 没 
有 aHv/k 的 依赖 . B=, 由 于 我 们 对 任何 曲率 或 暗 能 量 可 忽略 的 早期 阶段 感 兴趣 ， 
6 源 函 数 项 的 系数 是 4rGpama2 一 (3/2)a?H?y/(y + 1). 

现在 我 们 通过 熟悉 的 方法 将 (7.54) AM (7.55) 式 转换 为 一 个 关于 6 的 二 阶 方 
程 : 微分 第 一 个 方程 得 到 


2 

1 Ey 一 38" + aan (7.57) 
其 中 v 已 通过 速度 方程 消去 , 同时 使 用 了 d(1/aHy) /dy= 一 (1+y) (2aHy). 
方程 右边 的 第 一 项 远 小 于 第 二 项 , 由 于 后 一 项 乘 以 了 (k/aH)?, 并 且 我 们 关注 的 是 
亚视 界 模式 . 利用 (7.56) R, 我 们 得 到 第 二 项 为 35/ [2y (y +1). 利用 (7.54) 式 我 们 
能 改写 左边 的 速度 , 忽略 在 亚视 界 尺 度 上 远 小 于 5 的 势能 . 因此 , ikv/ (aHy) 可 以 
很 简单 地 由 -o 代替 得 到 


as 2+3y v 3 
2y(y + 1) 2y(y + 1) 


这 就 是 一 旦 辐射 扰动 变 得 可 以 忽略 , 支配 亚视 界 冷 暗 物质 扰动 演化 的 Meszaros 
方程 . 

为 了 理解 暗物质 扰动 的 增长 , 我 们 需要 得 到 Meszaros 方程 的 两 个 独立 解 , 并 将 
它们 与 前 一 节 建 立 的 对 数 模式 相 匹配 . 为 了 求解 这 个 微分 方程 , 我 们 可 以 使 用 处 于 
绝对 物质 阶段 的 解 的 知识 . 我 们 知道 物质 阶段 亚视 界 的 扰动 随 尺 度 因子 增长 , 因此 
(7.58) 式 的 一 个 解 是 y 的 一 阶 多 项 式 . 故 至 少 对 于 一 种 模式 , 5” 被 消去 . Alt, 支 


5=0. (7.58) 
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配 这 一 个 模式 , 即 增长 模式 的 方程 是 D1 /D = 3/ (2+ 3y), 解 是 
Di(y) = y + 2/3. (7.59) 


为 找到 第 二 个 解 , 注意 Meszaros 方程 告诉 我 们 wu = 6/ Di 满足 


u! 


(1 + 3y/2)u” + ty +3y+1]=0. (7.60) 


由 于 没有 正比 于 u 的 项 ,(7.60) 式 实际 上 是 关于 v 的 一 阶 方程 @. 因此 我 们 能 够 积 
分 来 获得 w 的 解 , 然后 再 一 次 积分 得 到 第 二 个 Meszaros 方程 解 . 第 一 次 积分 给 出 
ul x (y+2/3) 2y (y +1)-™2. (7.61) 


再 一 次 积分 得 到 Meszaros 方程 的 第 二 个 解 


DY 
二 


在 晚期 (y > 1), 增长 解 Di BE y 增长 , 而 衰减 模式 Ds 随 y-3/? FE. 
因此 ,Meszaros 方程 的 一 般 解 是 


D2(y) = Di(y) In | 


| =H TF Y: (7.62) 


ô(k,y) = C1ıDı (y) + C2D2(4), y > yx. (7.63) 


其 中 yz 是 模式 进入 视界 时 被 在 辐射 和 物质 相等 时 刻 尺度 因子 除 后 的 尺度 因子 ( 练 
习 6). 为 了 确定 常数 Cl 和 Co 我 们 可 以 与 方程 (7.51) 的 对 数 解 相 对 照 . 那个 解 在 
视界 内 但 早 于 辐射 物质 相等 时 刻 , 即 yz <y < 1 是 正确 的 . 因此 我 们 希望 能 获得 
一 个 仅 当 那 些 模 式 在 辐射 物质 相等 时 刻 之 前 进入 视界 的 暗物质 扰动 演化 的 合理 近 
似 . 对 于 那些 模式 , 我 们 使 这 两 个 解 和 它们 的 一 阶 导 数 分 别 相 等 


A®, In(Bym/yH) = C1D1(ym) + C2D2(ym) 

人 = CDi Um) + C2Ds (vm) (7.64) 
其 中 对 应 的 时 期 yz 必须 满足 yy <y <1. 注意 我 已 经 用 y/yn 代替 了 (7.51) Ñ 
中 的 对 数 kn, 当 处 于 绝对 辐射 阶段 成 立 . 图 7.10 显示 了 两 种 模式 对 系数 由 (7.64) 
式 得 到 的 匹配 条 件 确定 的 Meszaros 方程 解析 解 的 演化 . 这 并 不 奇怪 , 对 于 大 的 尺 
度 模式 而 言 ， 相 比 显 示 的 结果 此 近似 失效 . 


O Di 是 7.1 节 中 提 到 的 增长 函数 , 注意 在 本 节 中 , 我 们 假设 宇宙 仅 由 物质 主导 , 不 含 曲率 或 暗 能 量 . 
因此 , 增长 函数 的 表达 式 仅 当 a < 0.1 NAR. 晚期 一 般 化 的 结果 参见 7.5 H. 

© Di 是 已 知 微分 方程 的 第 一 个 解 ， 求 第 二 个 解 的 一 般 方法 . 在 后 面 求解 增长 因子 的 时 候 我 们 还 会 用 
到 这 一 方法 . 
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bpM/bipw(ao=0) 


10-5 1074 io? 0.01 


图 7.10 小 尺度 、 亚 视界 、 暗 物质 扰动 的 演化 . 实 线 是 精确 解 ; 虚线 (在 10hMpc-! 情况 下 拟 
合 得 好 得 令 人 难以 置信 ) 是 由 匹配 条 件 给 定 系 数 的 Meszaros 方程 (7.64) 式 的 解 . 虚 直 线 是 
(7.67) RE a > 10-3 时 的 渐 近 解 


7.4 数值 解 和 拟 合 


在 7.2 节 和 7.3 节 中 , 我 们 导出 了 满足 处 于 绝对 物质 阶段 暗物质 扰动 的 解析 解 . 
这 里 , 我 们 采用 这 些 结果 并 对 它们 进行 样 条 插值 构建 转移 函数 . MA, 我 将 介绍 一 
个 关于 转移 函数 的 著名 拟 合 函数 . 

首先 , 我 们 需要 将 (7.63) 式 和 描述 小 尺度 物质 密度 的 方程 (7.64) 式 变换 为 转 
移 函 数 的 表达 式 . 转移 函数 由 辐射 物质 相等 后 很 久 衰减 模式 已 经 消 掉 时 的 6 决定 . 
我 们 可 以 在 a > aea 的 极限 下 选取 形式 更 简单 的 6. 这 种 情况 下 的 关键 常数 是 增长 
模式 的 系数 C1.(7.64) 式 中 的 第 一 个 匹配 条 件 乘 以 Di, 第 二 个 乘 以 Ds, 然后 相 减 
得 到 

i= Ds (ym)Aln(Bym/yn) — D2(Yym)(A/ym) 
Di(ym) DS (Ym) — Di (Ym)D2(Ym) 


分 母 D1D5 — Di Dz = 一 (4/9) ym! (ym +1), BF ym < 1 ,其 近似 等 于 -4/9y,,. 
同样 对 于 ym 取 较 小 值 的 情况 , Do 一 (2/3)In(4/y) —2 E Ds 一 -2/3y. 因此 


dy. (7.65) 


o, PBB [Z a(Byn/yn) ~ (2/3) fam) +2], (7.66) 
意外 的 是 它 不 依赖 于 yo,. 因此, 在 晚期 我 人 得 到 一 个 小 尺度 暗物质 扰动 的 近似 解 


AS (k), [4Be-3ae 
5(k,a) = see) In el Di(a), a> aeq: (7.67) 
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在 非常 小 的 尺度 , 由 于 deq/an = V2k/keq, 对 数 项 可 以 简化 (练习 6). 为 了 将 (7.67) 
式 转换 到 转移 函数 , 我 们 需要 知道 6 与 O, 的 关系 . 通过 对 比 (7.8) 式 与 (7.67) 式 
得 到 一 个 小 尺度 上 的 转移 函数 的 解析 表达 式 


2 —3 
Tip) = SALH k V2k 


Regs ; 
Dace | > ka (7.68) 


eq 


回忆 在 物质 与 辐射 相等 时 刻 进入 视界 的 波 数 , 定义 为 Kea = aeaH (aea) = V2Hoaeq””, 
因此 前 面 的 因子 也 仅仅 是 k/kea 的 函数 . 代入 数值 得 到 


12k2 k 
eq 
T(k) = 7 In lace | ; k S> keg (7.69) 


图 7.11 展示 了 标准 CDM 模型 (n = 1;h = 0.5, 没有 重子 物质 ) 匹配 大 尺度 转 
移 函 数 (T = 1) 和 (7.69) 式 的 小 尺度 转移 函数 的 功率 谱 ; 也 画 出 了 精确 解 (同样 是 
没有 重子 物质 的 情况 ), 或 者 等 价 地 , Bardeen, Bond, Kaiser, 和 Szalay(1986,BBKS) 
的 拟 合 形式 


ln[1 + 0.1712] 


T(z = k/keq) = (0.1712) 


[1 + 0.284 + (1.182)? + (0.399x)* + (0.490x)4]~°?°. 
(7.70) 


an 
Q 一 - 
© 

=] = 


P(R)/(h-* Mpe’) 
8 


0.001 0.01 0.1 1 10 
k/(h Mpc") 
7.11 标准 CDM 模型 的 功率 谱 和 Harrison-Zel'dovich-Peebles 功率 谱 . 粗 实 线 使 用 


BBKS 转移 函数 ; 虚线 是 大 尺度 (等 于 1) 和 小 尺度 ((7.68) 式 ) 解析 转移 函数 的 插值 . 数据 点 
(和 插值 点 ) 由 Peacock 和 Dodds(1994) 汇编 


注意 BBKS 形式 与 小 尺度 的 解析 解 吻合 得 很 好 ， 即 两 者 都 以 相同 的 系数 渐 近 到 
ln (k) /k?. FHF BLU h Mpc™* 为 单位 测量 , k/ko 的 比值 依赖 于 Amh. WE 


2174: 第 7 章 FWA 


T = Qmh, BBKS 转移 函数 也 能 够 写 为 


ln[1 + 2.34q] 


T(q=k/Th Mpc?) = (2.34q) 


[1 + 3.89q + (16.2q)? 十 (5.479)3 十 (6.719) 和 一 0.25. 

(7.71) 
最 后 列 出 一 些 评论 . 第 一 , 我 们 的 解析 计算 是 我 们 能 够 理解 功率 谱 的 渐 近 的 、 小 尺 
度 行为 的 起 源 ， 辐 射 时 期 已 经 没有 对 数 增长 , 极 早期 进入 的 模式 将 不 会 从 视界 进 
入 直到 辐射 与 物质 相等 时 刻 经 历 增 长 . 相对 于 大 尺度 模式 , 它们 的 振幅 已 经 被 一 个 
(keq/k)? 量 级 的 因子 抑制 , 而 辐射 时 期 的 对 数 增长 模式 一 定 程度 上 改善 了 这 个 抑制 . 
第 二 , 尽管 我 们 的 解析 表达 式 和 BBKS 是 很 好 的 近似 , 但 是 意识 到 一 些 实际 当中 影 
响 转 移 函 数 的 小 的 效应 是 重要 的 . 我 们 已 经 假设 没有 各 向 异性 压力 (© =—-W). 抛 
开 这 个 假设 会 改变 9/10 的 因子 , 大 尺度 模式 的 势能 也 因此 而 降 至 0.86, 从 而 导致 
对 应 的 小 尺度 转移 函数 的 增长 .我 们 将 在 7.6 节 对 其 进行 处 理 . 第 三 , 本 节 所 有 
的 计算 是 关于 转移 函数 的 ， 即 关于 早期 当 宇 宙 的 组 成 只 有 物质 和 辐射 时 的 扰动 的 
演化 . 在 极 晚期 , 增长 函数 依赖 于 其 他 的 假设 成 分 , 其 中 最 可 能 的 是 暗 能 量 . 最 后 ， 
图 7.11 中 的 理论 功率 谱 已 经 归 一 化 , 通过 大 尺度 的 CMB 各 向 异性 观测 (更 多 见 第 
8 章 ) 固定 (7.8) 式 中 的 6. 我 们 看 到 (i) 大 尺度 的 归 一 化 大 致 是 正确 的 , 并 且 (ii) 
标准 CDM 功率 谱 的 形状 是 错误 的 . 在 相对 小 的 尺度 , sCDM 功率 谱 反 转 , 这 与 数 
据 明显 不 吻合 . 我 们 观测 到 的 宇宙 比 sCDM 表现 出 更 小 的 keg. 这 个 观测 激发 了 对 
sCDM 变化 的 考虑 ; 我 们 将 在 7.6 节 考 虑 这 些 . 
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晚期 (z < 10) 所 有 感 兴趣 的 模式 已 经 进入 视界 . 你 也 许 会 想 , 描述 物质 时 期 亚 
视界 模式 的 Meszaros 方程 在 y > 1 的 限制 下 将 得 到 应 用 . 如 果 Q = 1 这 是 正 
确 的 .如果 晚期 宇宙 的 能 量 组 成 是 另 一 项 一 暗 能 量 或 者 曲率 一 我 们 必须 重新 推导 
Meszaros 方程 . 在 此 之 前 , 我 想 指出 的 是 无 论 今天 的 能 量 组 成 是 什么 , 所 有 模式 将 
共享 相同 的 增长 因子 . 上 一 节 已 经 看 到 , Meszaros 方程 是 独立 于 的 . 当 我 们 生成 
考虑 其 他 能 量 形 式 的 Meszaros 方程 时 很 快 将 再 次 看 到 这 种 情况 . 均匀 的 增长 是 冷 
暗物质 压力 为 零 的 直接 结果 . 因此 , 一 旦 一 个 模式 进入 视界 , 没有 压力 来 平滑 掉 不 
均匀 性 , 所 有 模式 同样 地 演化 . 

我 们 想 要 导出 一 个 像 Meszaros 方程 一 样 的 演化 方程 , 但 允许 除了 物质 和 辐射 
以 外 的 能 量 存在 的 可 能 . 我 们 可 以 利用 y > 1 极限 下 的 方程 (7.54)~(7.56), 但 我 们 
必须 重新 考虑 Poisson 方程 中 源 函 数 的 系数 . 由 于 辐射 可 以 忽略 , 此 系数 乘 以 方程 
(7.56) 中 的 6 是 4rGpam = (3/2) H2Qma-3. 之 前 微分 方程 (7.54) 时 , 我 们 也 设 定 
(1/aHy) = 一 (1 十 Y) “(2aHy) 1; 这 里 我 们 需要 考虑 对 A’ 的 其 他 贡献 , 因此 方程 
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7.57) 变 为 
5" ik d(aHy)-! 1 SQ vag 
oe v( dy Ha) — 2y3a?H?aeq | rota} 
利用 前 面 的 连续 性 方程 代替 速度 项 导出 
d26 dln(H 3\ dd 30H? 
da? ( i 3 T eae 


这 里 我 除 以 了 a2, 并 且 我 们 现在 使 用 a 代替 y 作为 变量 . 在 y 取 很 大 值 的 情况 下 ， 
所 有 deg 的 因子 为 零 . 

(7.73) 式 有 两 个 解 . 一 个 解 是 5 x H. 如 果 所 有 的 能 量 是 非 相 对 论 性 的 , 这 将 
很 容易 检验 , 因此 这 个 解 正 比 于 a-3/2. 然后 所 有 三 项 随 a-"/? 变化 , 第 一 个 系数 是 
15/4, 第 二 个 是 -9/4, 最 后 一 个 是 3/2. 它们 的 和 确实 抵消 了 . 在 练习 7 中 , 要 求 读 
者 证 明 如 果 宇 宙 中 存在 其 他 能 量 成 分 ,6 x H 是 一 个 解 . 这 个 结果 很 漂亮 , 但 由 于 
几乎 目前 所 有 的 宇宙 学 模型 都 有 一 个 非 增长 的 Hubble 率 , 因此 它 并 不 是 我 们 想 要 
的 结果 . 我 们 感 兴趣 的 模式 是 那些 视界 过 渡 区 后 长 期 保持 的 增长 模式 . 所 以 我 们 对 
(7.73) 式 的 另 一 个 解 感 兴趣 . 

为 了 获得 这 个 增长 模式 , RIZA u = 5/ 互 的 解 的 形式 . 然后 u 的 演化 方程 
变 为 


d2 din(H) 1) 4 
= | ) “| =o (7.74) 
这 个 w 的 一 阶 方程 能 够 由 积分 得 到 
an « (aH) 3. (7.75) 


da 
再 一 次 积分 并 记 住 第 二 个 解 , 即 增长 因子 是 uH, 将 得 到 增长 因子 的 一 个 表达 式 


da’ 
Da(a) « H(a) | WHN 
我 忽略 了 比例 常数 . 这 由 方程 (7.4) 的 定义 确定 , 也 就 是 说 , 早 在 物质 仍 主导 (比如 
说 z ~ 10) 的 时 候 , Di 应 等 于 a. 在 那些 时 期 瑟 = Ha, 因此 , 增长 因子 是 
_ 5Qm H(a) f° da’ 

po = a h WARS iit 

在 没有 暗 能 量 的 开放 宇宙 中 增长 因子 能 够 解析 计算 ( 见 练习 8). 
图 7.12 展示 了 三 种 不 同 宇宙 模型 的 增长 因子 . 如 以 上 所 说 , 如 果 宇 宙 是 平坦 
的 、 物质 为 主 的 , 增长 因子 简单 地 等 于 尺度 因子 . 然而 , 在 开放 和 暗 能 量 的 宇宙 中 ， 
增长 在 晚期 受到 抑制 . 这 导致 一 个 重要 的 定性 结论 : 在 开放 或 暗 能 量 宇宙 中 ,结构 
比 平坦 、 物 质 主导 的 宇宙 发 展 更 早 . 如 果 宇 宙 是 开放 或 瞳 能 量 主导 的 , 目前 时 期 的 


(7.76) 
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演化 相对 较 少 . 因此, 无 论 今天 观测 到 的 结构 如 何 , 它 与 极 早期 是 极为 相似 的 . 我 
们 将 在 9.5 节 看 到 一 些 量化 的 影响 . 


0 

0.1 1 

图 7.12 三 种 宇宙 学 模型 的 增长 因子 . 项 部 的 两 条 曲线 分 别 是 不 包含 和 包含 宇宙 学 常数 的 
平坦 宇宙 . 底部 的 曲线 代表 开放 的 宇宙 


76 冷 暗物质 之 外 


除了 暗物质 外 宇宙 有 更 多 成 分 . 尽管 大 部 分 宇宙 学 模型 中 CDM 是 主要 成 分 ， 
使 得 我 们 前 面 导 出 的 转移 函数 对 实际 有 很 好 的 近似 , 但 仍 有 少量 的 其 他 组 成 . 为 了 
完全 精确 我 们 需要 考虑 这 些 其 他 组 成 . 这 里 我 们 主要 讨论 三 种 额外 成 分 , 第 一 , 我 
们 考虑 重子 物质 对 转移 函数 的 影响 , 在 大 部 分 模型 中 它 大 致 占 总 物质 的 10%. 然后 ， 
我 们 考虑 中 微 子 存在 质量 的 可 能 并 检验 其 对 转移 函数 带 来 的 影响 . 最 后 , 考虑 暗 能 
量 一 一 宇宙 学 常数 的 一 个 模型 , 

图 7.13 展示 了 考虑 这 些 成 分 的 转移 函数 . 在 小 尺度 实际 的 重子 物质 成 分 抑制 


0.01 0.1 1 
k/(h Mpc) 


A713 ”转移 函数 与 仅 描述 暗物质 (没有 重子 ) 扰动 的 BBKS 转移 函数 ((7.70) R) 的 比值 . 
顶部 的 曲线 (和 其 他 曲线 ) 含有 5 名 的 重子 , 中 间 的 两 条 曲线 展示 了 大 质量 中 微 子 取 不 同 值 的 
情况 , 底部 曲线 的 宇宙 学 常数 QA = 0.7 
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了 转移 函数 , 大 质量 中 微 子 同样 如 此 , 抑制 的 本 质 和 振幅 依赖 于 中 微 子 质量 . 暗 能 
量 , 这 里 是 宇宙 学 常数 的 形式 , 从 辐射 与 物质 相等 时 刻 运 动 到 晚期 , 因此 减 小 了 keg. 
故 比 起 标准 CDM, 转移 函数 的 偏离 来 自 更 大 的 尺度 ,显然 与 图 7.11 展示 的 数据 
吻合 . 


7.6.1 ”重子 物质 


重子 物质 大 约 占 据 了 宇宙 总 能 量 密度 的 4%. 正 因 为 如 此 , 它们 对 物质 功率 谱 
的 影响 是 很 小 的 . 仔细 检查 图 7.13 揭露 出 非 零 重子 物质 密度 的 两 个 特征 . 第 一 个 
是 功率 谱 在 小 尺度 上 被 抑制 . 这 并 不 奇怪 : 在 早期 退 耦 之 前 , 重子 与 光子 紧密 耦合 . 
因此 , 当 进 入 视界 时 随 着 辐射 扰动 的 衰减 , 重子 物质 密度 增 大 . 退 耦 之 后 , 重子 从 相 
对 平滑 的 辐射 场 中 释放 出 来 , 并 落 入 由 暗物质 引起 的 引力 势 中 . 这 些 势 阱 的 深度 比 
我 们 在 7.3 节 中 估计 的 要 小 , 因为 仅仅 总 物质 的 一 小 部 分 Qcam/Qm URERA FP. 

图 7.13 中 的 第 二 个 影响 是 不 明显 的 , 且 确实 可 能 不 能 在 实际 中 得 到 测量 然 
而 , 只 要 因为 它 暗含 在 辐射 场 的 基本 属性 里 , 就 是 极其 重要 的 . 除了 Q = 0.3 的 情 
况 , 在 图 7.13 的 所 有 曲线 中 , 你 能 看 到 转移 函数 围绕 中 心 k ~ 0.1 h Mpc 小 幅 振 
荡 . 这 不 是 人 为 的 数值 影响 , 而 是 退 耦 之 前 复合 的 重子 /光子 流 碰 拉 的 结果 . 在 7.3.2 
节 当 我 们 考虑 辐射 为 主 时 期 的 势能 时 对 此 做 了 简单 描述 . 正 是 这 个 时 期 势能 的 振 
荡 , 使 得 重子 /光子 流 也 产生 振荡 . 这 些 振荡 的 踪迹 记录 在 了 物质 转移 函数 中 . 由 于 
重子 是 总 物质 中 如 此 小 的 一 部 分 , 它们 几乎 是 (可 能 完全 ) 不 能 探测 的 . 图 1.13 画 
出 的 仅 含 重子 的 模型 , 振荡 是 更 加 显著 的 D, 并 且 这 些 振荡 在 辐射 扰动 的 功率 中 也 
是 突出 的 , 正如 我 们 下 一 章 所 见 . 


7.6.2 ”大 质量 中 微 子 


已 知 中 微 子 是 存在 的 , 并 且 标 准 大 爆炸 模型 对 其 在 宇宙 中 的 含量 给 出 了 明确 的 
预言 ((2.77) R). 大 质量 中 微 子 可 能 在 结构 形成 中 扮演 着 重要 角色 . 相反 , 功率 谱 的 
精确 测量 也 许 使 我 们 能 够 推断 出 中 微 子 的 质量 . 为 认识 这 一 点 , 回忆 零 质量 ((2.78) 
式 ) 和 大 质量 ((2.80) R) 中 微 子 能 量 密度 的 差异 . 来 自 实验 的 最 佳 预测 是 最 大 质量 
中 微 子 的 质量 约 0.05eV, 因而 贡献 的 Q, ~ 10-3. 如 果 功 率 谱 能 足够 精确 的 测量 , 这 
个 微小 的 量 也 许 最 终 是 可 以 探测 的 . 也 存在 一 种 或 多 种 中 微 子 有 大 质量 ( 见 46 页 : 
请 编辑 定稿 后 最 后 确定 页 码 脚 注 ) 的 可 能 性 . 目前 从 结构 形成 得 到 的 上 限 在 2eV 左 
右 (Elgaroy et al, 2002). 

即使 有 一 小 部 分 的 大 质量 中 微 子 一 尤其 当 它 们 是 光 时 一 都 会 影响 功率 谱 的 原 
因 是 中 微 子 的 运动 速度 很 快 (它们 不 是 冷 暗物质 ) 并 流出 高 密度 区 . 因此 比 这 个 自 


© 我 们 现在 也 知道 了 为 什么 图 1.13 中 只 有 重子 物质 的 宇宙 的 功率 较 低 : 这 是 因为 没有 在 再 复合 之 前 就 
可 以 成 团 的 暗物质 . 
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由 流动 尺度 小 的 尺度 的 扰动 是 受到 抑制 的 . 的 确 , 很 久 以 前 , 宇宙 学 家 考虑 过 宇宙 
中 所 有 的 暗物质 都 是 中 微 子 的 可 能 性 ， 车 确 实 如 此 , 那么 小 尺度 上 将 不 会 有 能 量 ， 
结构 将 “ 自 上 而 下 ”形成 . 

通过 计算 大 质量 中 微 子 在 辐射 物质 相等 时 刻 运 动 一 个 Hubble 时 间 的 共 动 距 
A, 我 们 能 够 估计 扰动 在 多 大 尺度 上 被 抑制 . 然而 , 如 果 中 微 子 的 质量 在 eV 的 范 
H, 那么 这 个 计算 是 不 重要 的 . 如 此 , 平均 速度 T, /my 在 辐射 物质 相等 时 刻 是 同 量 
级 . 因而 中 微 子 能 够 从 在 统一 时 期 的 视界 尺度 扰动 自由 流出 . 这 导致 所 有 小 于 keg 
斥 度 的 功率 受到 抑制 . 

图 7.13 展示 了 这 种 抑制 . 然而 注意 到 这 个 影响 是 很 微小 的 . 一 个 更 轻 的 中 微 
子 能 够 从 大 尺度 自由 流出 , 因此 相 比 于 2 = 0.3 的 情况 , NFO, = 0.1 抑制 将 始 
于 更 低 的 k 另 一 方面 , 越 大 质量 的 中 微 子 在 总 密度 中 组 成 越 多 , 因此 它 对 小 尺度 
功率 的 抑制 大 于 轻 的 中 微 子 的 作用 . 


7.6.3 HERES 


除了 本 章 中 我 们 花费 大 量 时 间 讨 论 的 暗物质 外 , 宇宙 学 家 目前 已 经 积累 了 宇宙 
中 暗 能 量 的 诱 人 证 据 . 如 果 暗 能 量 存 在 , 那么 它 将 怎样 影响 物质 扰动 ? 

瞳 能 量 的 第 一 个 影响 是 闻 接 的 . 由 于 理论 结果 和 证 据 都 表明 宇宙 是 平坦 的 ， 
Qae ~ 0.6 ~ 0.7 说 明 物 质 密 度 Am 小 于 1. 这 对 功率 谱 有 巨大 影响 , 因为 我 们 已 经 
看 到 功率 谱 在 正比 于 Am 的 kea 处 出 现 转折 . 因此 , 暗 能 量 导致 功率 谱 在 远大 于 标 
准 CDM 预言 的 尺度 上 反 转 . 事实 上 , 如 我 们 在 图 7.11 所 见 , 这 是 暗 能 量 存在 的 部 
分 证 据 之 一 . 功率 谱 的 反 转 没有 出 现在 由 标准 CDM 预言 的 尺度 上 . 

第 二 个 影响 再 次 与 大 部 分 暗 能 量 模 型 中 的 较 小 物质 密度 相关 . 作为 Poisson 方 
程 (7.7) 式 的 一 个 结果 , 对 于 固定 的 势能 , 密度 扰动 反比 于 m. 因此, 功率 谱 的 振 
幅 随 物质 减 小 而 增加 , 或 者 等 价 地 在 平坦 宇宙 中 随 暗 能 量 增加 而 增加 . 一 些 需 要 注 
意 的 地 方 将 在 第 8 章 进行 讨论 , 大 角度 CMB 各 向 异性 固定 了 大 尺度 上 的 势能 . 
此 , 当归 一 化 到 这 些 大 角度 结果 时 , 会 导致 暗 能 量 模型 的 功率 谱 比 不 含 暗 能 量 模型 
更 高 度 归 一 化 . 

瞳 能 量 对 密度 不 均匀 性 的 第 三 个 影响 是 更 直接 的 且 更 加 依赖 模型 . 在 晚期 , 扰 
动 的 振幅 由 (7.77) 式 的 增长 因子 控制 . Hubble 率 的 演化 依赖 暗 能 量 模型 , 因此 不 同 
的 暗 能 量 模型 预言 不 同 的 增长 因子 . 如 果 我 们 通过 状态 方程 (2.84) 式 参量 化 暗 能 
量 , 那么 晚期 平坦 宇宙 中 的 Hubble 率 的 演化 为 

H(z) _ [Se Nae | 
Ho a | altu] 
利用 这 个 时 间 依 赖 性 , 可 以 直接 计算 (7.77) 式 的 积分 并 得 到 给 定 状 态 方程 的 增长 
因子 ( 见 练习 11). 


(7.78) 
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总 之 , 上 暗 能 量 通过 改变 keg 和 归 一 化 (这 仅 依赖 于 Qae) 并 通过 改变 晚期 的 增 
长 因子 (依赖 于 Nae 和 w) 来 影响 功率 谱 . 因此 , 对 功率 谱 的 仔细 观测 也 许 能 够 使 我 
们 了 解 暗 能 量 . 


推荐 读物 


对 本 章 来 说 The Large Scale Structure of the Universe 仍 是 很 有 用 的 参考 文献 . 
尽管 由 于 它 是 在 冷 瞳 物质 和 暴 胀 被 提出 之 前 写 的 ， 所 以 它 不 像 我 们 推导 的 那样 包 
含 转移 函数 或 功率 谱 (Peebles 在 本 书 发 表 几 年 后 也 很 擅长 计算 这 些 ). 一 本 更 新 的 
书 Structure Formation in the Universe(Padmanabhan) 特别 介绍 了 大 尺度 结构 . 

最 早 关 于 CDM 转移 函数 的 文章 是 非常 有 启发 性 的 , 尤其 是 因为 它们 还 关注 系 
统 理 论 的 物理 意义 , 参见 文献 (Blumenthal et al., 1984); (Peebles, 1982). 近期 最 重要 
的 文章 是 Seljak 和 Zaldarriaga(1996) 的 作品 , 不 是 因为 它 包 含 对 需要 求解 的 解 耦合 
方程 的 简单 描述 ， 而 是 因为 计算 转移 函数 和 CMB 各 向 异性 谱 的 代码 CMBFAST,， 
代码 可 以 参见 网 站 : http://physics.nyu.edu/matiasz/CMBFAST/cmbfast.html. 本 
章 中 介绍 的 方法 最 接近 Hu 和 Sugiyama (1996) 的 小 尺度 解析 解 ， 这 篇 文章 非常 值 
得 一 读 . Eisenstein 和 Hu (1998) 采用 小 尺度 解 来 推导 精确 的 拟 合 公式 , Bardeen, 
Bond, Kaiser, 和 Szalay (1986, BBKS) 的 工作 更 深入 了 一 步 . 


zo J 


1. 推导 (7.11) RA (7.12) R. 

(a) 首先 忽略 (4.100) 式 中 的 散射 项 ， 即 正比 于 + 的 项 . 然后 光子 演化 方程 与 中 微 子 演化 
方程 (4.107) 式 一 致 证 明 无 碰撞 的 方程 减少 到 两 个 单 极 矩 和 偶 极 矩 的 方程 .为 了 得 到 单 极 矩 
的 方程 , 用 dy RA (4.107) 式 并 从 u = -1 积分 到 1. 为 了 得 到 偶 极 矩 的 方程 , 用 du RA 
(4.107) 式 并 积分 . 

(b) 证 明 在 重子 密度 很 小 的 极限 下 ，(4.100) 式 中 的 散射 项 可 以 忽略 . 证 明 散 射 项 正比 于 
R, 3/4 倍 的 重子 光子 比 . 可 以 利用 (4.106) R. 再 次 强调 这 一 系列 近似 仅 在 我 们 对 物质 分 布 
感 兴趣 时 有 效 . 

2. 数值 求解 (7.11)~(7.15) 式 组 成 的 方程 组 来 得 到 暗物质 的 转移 函数 . 利用 第 6 章 得 到 
的 初始 条 件 . 在 利用 (7.15) 式 数值 求解 的 过 程 中 , 当 你 想 计算 到 现在 的 值 时 , 在 小 尺度 上 可 能 
会 出 现 问题 . 光子 力矩 会 很 难 追 踪 , 即使 一 个 求解 微分 方程 的 好 手 在 晚期 也 会 遇 到 障碍 . 然而 ， 
对 此 我 们 有 几 个 简便 方法 : (i) 对 于 方程 中 的 晚期 情况 , 势能 是 常数 ,因此 不 需要 演化 到 现在 ， 
或 是 (ii) 在 一 个 特定 时 间 后 , 我 们 不 需要 再 追踪 光子 力矩 , 它们 对 于 晚期 的 物质 分 布 没有 任何 
影响 . 画 出 sSCDM 的 转移 函数 (ARB h= 0.5) 和 ACDM (Qa = 0.7, h = 0.7). 将 它们 
与 BBKS 转移 函数 (7.70) 式 进 行 对 比 . 
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3. 7.2 节 和 7.3 节 中 的 四 个 小 节 对 应 于 爱 因 斯 坦 - 玻 尔 效 曼 方程 的 四 种 近似 ， 在 下 表 中 ， 
填 出 哪些 区 域 对 各 种 近似 有 效 : 


a X aeq a N aeq a> aeq 
kn <1 
kn~1 
kn > 1 


例如 , 对 于 7.2.1 节 中 的 超 视界 解 , 对 于 最 上 面 一 行 都 有 效 , 因为 一 0. 注意 , 时 间 的 演 
化 是 从 左上 到 右 下 ， 因此 没有 近似 在 中 间 的 方 格 区 域 有 效 意 味 着 只 有 在 辐射 物质 相等 时 刻 很 
久之 前 或 很 久之 后 进入 视界 才能 得 到 解析 解 . 

4. 补充 7.2.1 节 的 一 些 计算 细节 . 

(a) 证 明 由 微分 (7.24) 式 可 以 推出 (7.25) 式 . 

(b) 证 明 当 u 由 (7.26) 式 定 义 时 ，(7.25) 式 与 (7.27) 式 等 价 . 

(c) 证 明 (7.31) 式 中 的 积分 可 以 通过 (7.32) 式 的 结果 解析 的 计算 出 来 ， 可 以 定义 x = 

5. 找 出 辐射 与 物质 相等 时 刻 ， 与 共 动 哈 勃 半径 的 倒数 相等 的 模式 的 波 数 . 定义 kea 等 于 
QeqH (aca), 证 明 该 定义 意味 着 
20m He 

Qeq 

然后 利用 (2.87) 式 证 明 kea 等 于 (7.39) 式 . 证 明 如 果 定 义 kea 为 1/yea, 得 到 的 结果 降低 17%. 

6. 定义 an, MBM k 等 于 共 动 哈 勃 半径 对 应 的 尺度 因子 ，az 互 . 将 az/aea 以 友和 keq 
的 形式 表达 出 来 . 证 明 在 k < kea 的 极限 下 ,表达 式 变 成 


QH kea 


lim = à 
k>keq Geq V2k 


7. 证 明 如 果 宇 宙 是 平坦 且 含 有 宇宙 学 常数 的 ,那么 6 x H 是 演化 方程 (7.73) 式 的 一 个 
解 . 你 将 会 用 到 (1.2) R. 还 需要 证 明 这 个 解 当 宇宙 学 常数 为 零 时 有 效 , 但 此 时 宇宙 是 开放 的 ， 
Hng 

8. 推导 Om < 1 的 开放 宇宙 的 增长 因子 : 


keq = (7.79) 


(7.80) 


D1 (a, Qm) = nA 3 3H n(VIFT- ve) +14 3| (7.81) 


HP x= (1 一 Qm)a/Qm. 这 个 问题 有 简便 算法 (参见 The Large Scale Structure of the Uni- 
verse, 第 十 一 节 ), 但 是 我 发 现 可 以 定义 变量 y = Qnm/a, 将 (7.77) 式 改 写 为 


(7.82) 
e=0,A=1—Nm 


L dy d T dy 
anp PUF I- Am) T? | de dA Imja (YHE)VY +A 


m/a 


然后 利用 来 自 Gradshteyn 和 Ryzhik 的 2.246. 
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9. 计算 一 个 特定 尺度 上 的 功率 的 一 个 普遍 方法 是 计算 半径 为 R 的 球 中 期 望 的 均 方 根 密 
度 扰 动 . 证 
ôk = (5n(2)). (7.83) 
其 中 加 y 
ôr(T) = [Erwe —z) (7.84) 
Wr 是 tophat 窗 函 数 , 对 于 zx < RSF 1, 其 他 情况 下 等 于 0; 尖 括 号 表示 对 全 空间 求 平均 . 
(a) 利用 傅 里 叶 变 换 ， 用 功率 谱 的 积分 项 表示 R. 
(b) 利用 BBKS 转移 函数 计算 标准 CDM 模型 (h = 0.5,n = 1, Qm=1) 下 的 vs(R = 
8h-'MPC). 在 第 8 章 中 我 们 会 看 到 , COBE 对 这 个 模型 的 归 一 化 结果 是 


õn = 1.9 x 1075. (7.85) 


得 到 的 os 的 值 是 模型 的 又 一 弊端 . 对 于 星系 来 说 ,as 是 1( 或 更 小 , 依赖 于 星系 的 类 型 ). 对 于 
os > 1 的 模型 , 要 求 星系 没有 暗物质 成 团 . 目前 的 星系 形成 模型 认为 这 是 不 可 能 的 . 有 更 直接 
的 测量 og 的 方法 (如 9.5 节 ), 同样 得 到 og 小 于 1. 

(c) 在 相同 的 模型 中 , 画 出 on 随 R 变化 的 函数 ,因为 on 单调 递增 , 小 尺度 倾向 于 在 大 
尺度 之 前 变 得 非 线性 , 是 分 层 模 型 的 信号 . 

10. 将 练习 9 的 o 重新 定义 为 


A= [ > E A2(k)WA(h), (7.86) 


其 中 ,Wi 是 tophat 窗 函 数 的 伟 里 叶 变 换 ,A? = r 是 每 ln(h) 贡献 的 方差. 这 么 变换 有 


用 的 地 方 是 AKF 1 时 的 上 E. 比 这 个 尺度 大 的 是 线性 ， 比 这 个 尺度 小 的 是 非 线性 . 找 出 练 
习 9 sCDM 模型 中 的 kni. 

11. 计算 Nae = 0.7, Qm = 0.3,w = 0.5 的 宇宙 的 增长 因子 . 画 出 以 a 为 函数 的 增长 因子 
的 图 , 与 宇宙 学 常数 模型 (w = 一 1, 其 他 参量 不 变 ) 进行 对 比 . 
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暴 胀 期 间 的 原初 扰动 不 仅 表现 在 辐射 上 , 在 物质 分 布 上 也 有 所 体现 . 通过 理解 
光子 扰动 的 演化 , 我 们 可 以 预言 现在 时 刻 CMB 的 各 向 异性 的 功率 谱 . 这 种 演化 完 
全 由 爱 因 斯 坦 - 玻 尔 效 曼 方程 ( 详 见 4、5 章 ) 决定 , 一 个 可 行 的 方法 就 是 将 前 几 章 
涉及 的 相关 的 公式 在 计算 机 上 进行 数值 求解 . 从 历史 角度 而 言 , 这 是 一 个 相当 好 的 
关于 什么 宇宙 结构 产生 的 “漫画 ”。 远 在 我 们 试图 深入 了 解 各 向 异性 的 物理 性 质 之 
前 , 不 同 小 组 编写 了 计算 不 同 模型 功率 谱 的 代码 . 直到 很 晚 我 们 才 既 定性 又 定量 地 
理解 各 向 异性 功率 谱 为 什 们 是 这 个 样子 巴 . 在 本 章 中 , 我 将 要 简单 地 解释 一 下 我 们 
所 学 到 的 关于 各 向 异性 的 物理 知识 . 

再 复合 时 期 ( 红 移 z 约 是 1100) 前 后 , 光子 扰动 的 演化 完全 不 同 . 再 复合 之 前 ， 
光子 和 电子 、 质 子 耦 合 在 一 起 , 可 以 用 单 流体 (被 称 作 “重子 -光子 ”流体 ) 描述 它 
们 . 再 复合 之 后 , 光子 从 “最 后 散射 面 ” 自由 穿梭 到 现在 被 我 们 观测 到 . 本 章 第 一 部 
分 (8.1 节 ) 定性 地 解释 各 向 异性 的 光谱 . 8.2 节 ~8.4 节 研 究 再 复合 之 前 的 重子 - 光 
子 流体 的 物理 性 质 . 接着 在 8.5 节 和 8.6 节 中 分 析 了 再 复合 之 后 的 时 期 . 最 后 在 8.7 
节 讨 论 光谱 是 如 何 随 着 宇宙 学 参数 的 改变 而 改变 的 ， 
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让 我 们 像 上 一 章 一 样 , 先 来 看 一 下 结果 . 图 8.1 描绘 了 光子 扰动 的 演化 , 展示 了 
四 个 傅 里 时 模式 在 不 同 尺 度 上 的 扰动 . 定性 的 说 , 图 8.1 的 最 大 特点 是 光子 扰动 一 
点 儿 也 不 随 着 时 间 增 长 . 这 意味 着 和 物质 扰动 完全 不 同 . 这 种 对 立 不 同 是 我 们 本 应 
预料 到 的 : 光子 的 压力 很 大 ,可 以 抵抗 反 缩 的 趋势 . 这 意味 着 暴 胀 期 间 产 生 的 小 扰 
动 会 维持 在 很 小 的 尺度 , 并 且 一 直 保持 着 线性 , 直到 现在 . 

在 详细 的 研究 不 同 模型 演化 之 前 , 应 注意 一 个 技术 性 的 问题 : 我 画 出 的 不 只 是 
简单 的 光子 的 扰动 , 而 是 k(O + Y). k 因子 用 以 平衡 扰动 振幅 (在 简单 的 暴 
胀 模型 中 )k-32( 乘 以 k? 因子 变 为 尺度 无 关 ). 引入 引力 势能 T 是 因为 我 们 今天 
所 看 到 的 光子 已 经 逃逸 出 了 再 复合 时 期 的 势 阱 . 当 它们 从 这 些 势 阱 中 逃 出 时 , 它们 
的 波长 被 延长 (如 果 这 个 区 域 密度 过 高 并 且 引 力 势 V <0) 导致 能 量 降低 .因此 我 
们 今天 所 观测 到 的 温度 实际 上 是 再 复合 时 期 的 Oo 加 上 Y. 


© 对 各 向 异性 的 理解 实际 上 有 助 于 代码 的 编写 . 最 重要 的 例子 就 是 很 流行 的 CMBFAST(Seljak and 
Zaldarriaga, 1996), 其 中 的 一 部 分 就 是 基于 本 章 的 解析 解 . 
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图 8.1 中 的 大 尺度 模式 几乎 不 演化 . 这 并 不 奇怪 : 没有 任何 物理 机 制 可 以 影响 
波长 大 于 视界 的 扰动 . 因此 超 视界 的 模式 演化 非常 小 . 这 意味 着 当 我 们 观测 大 尺度 
各 向 异性 时 , 这 些 各 向 异性 敏感 于 其 波长 比 再 复合 时 期 的 视界 更 大 的 模型 , 我 们 其 
实 是 在 观测 最 原始 形式 的 扰动 , 正如 它们 在 暴 胀 时 刻 那样 . 


图 8.1 再 复合 之 前 , 在 n 时 刻 四 种 不 同 模式 的 光子 扰动 的 演化 . 这 里 的 归 一 化 是 任意 的 , 但 
是 四 条 曲线 的 相对 归 一 满足 Harrison-Zel'dovich-Peebles W (n = 1) 的 扰动 . 模型 是 标准 
CDM 模型 , h = 0.5, Qm = 1, % = 0.06. 图 中 从 左下 向 上 , 波 数 依次 是 
k = (7 x 1074, 0.022, 0.034, 0.045)Mpc ~} 或 (8, 260, 400, 540) /mo 


8.1 显示 了 小 尺度 模式 比 超 视 界 模式 的 演化 更 加 复杂 .首先 看 标 着 “First 
Peak” 的 曲线 . 当 这 个 模式 进入 视界 后 , 扰动 开始 增长 直到 在 再 复合 时 期 达到 最 大 
值 . 如 果 在 这 个 模式 上 观测 各 向 异性 , 我 们 将 期 望 看 到 很 大 的 波动 起 伏 . 因此 图 中 
标记 : 各 向 异性 功率 谱 将 会 在 对 应 于 在 再 复合 时 期 刚 到 达 其 峰值 的 模式 的 角 尺 度 
上 有 一 个 峰值 . 

8.1 中 越 早 进入 视界 的 模式 越 早 到 达 峰 值 , 也 就 越 早 地 呈现 下 降 趋 势 , 因此 
在 再 复合 时 期 的 振幅 为 零 . 到 再 复合 之 时 , 它 已 经 经 历 了 半 次 振荡 ; 因此 由 于 相对 
论 性 的 光子 压力 , 我 们 会 看 到 第 一 个 重子 声学 振荡 的 清晰 的 信号 . 这 个 模式 的 相位 
在 再 复合 时 期 振幅 为 零 . 因此 , 当 我 们 今天 观测 相对 于 这 些 尺度 的 各 向 异性 时 , 我 
们 期 望 看 到 很 小 的 波动 . 在 这 些 角 尺度 上 , 各 向 异性 谱 会 有 一 个 波 谷 出 现 . 

继续 往 下 看 . 标 有 “Second Peak” 的 曲线 很 早 就 进入 视界 并 在 再 复合 时 期 经 历 
了 一 个 完整 的 振荡 . 正如 这 样 , 这 个 模式 将 会 有 一 个 很 大 的 扰动 并 会 在 各 向 异性 谱 
中 导致 第 二 个 峰值 出 现 . 对 于 那些 很 早 就 进入 视界 线 的 模式 , 你 可 能 会 期 望 在 各 向 
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异性 谱 中 会 有 无 穷 多 的 波峰 和 波 谷 , 而 事实 也 的 确 如 此 . 

在 再 复合 时 期 , 从 扰动 谱 上 我 们 可 以 看 得 更 清楚 . 图 8.2 展示 了 两 种 不 同 模型 
的 谱 . 我 们 务必 仔细 地 看 看 波峰 和 波 谷 的 模式 ， 这 个 振动 里 有 两 个 很 重要 的 量化 
特点 ， 首 先 , 应 注意 到 , 至 少 在 重子 含量 较 高 的 模型 中 , 峰值 的 高 度 看 起 来 有 所 不 
同 : 奇数 峰值 看 起 来 会 比 偶数 峰值 要 高 . 其 次 , 在 重子 含量 较 低 的 模型 中 , 小 尺度 
(kno 之 500) 上 的 扰动 是 衰减 的 . 


al 


0.8 


0.6 


B?\Oo+¥|(n) 


0.4 


km 
图 8.2 再 复合 时 期 两 种 模型 中 光子 分 布 的 扰动 . 模式 k > 500/mo 的 扰动 的 抑制 显然 证 明了 
低 重 子 密度 模型 在 较 大 尺度 上 的 衰减 


为 了 理解 第 一 个 特点 , 我 们 可 以 写 出 扰动 方程 . 可 以 写作 
Oo + k?c2Oo = F (8.1) 


其 中 r 是 由 引力 引起 的 推动 力 , cs 是 在 重子 -光子 混合 流体 中 的 声速 . 这 是 一 个 强 
谐振 子 方程 ( 详 见 下 页 的 box). 定性 的 说 , 它 反映 了 我 们 上 面 所 见 的 振动 , 但 它 也 
解释 了 关于 峰值 高 度 的 问题 . 当 我 们 往 宇宙 中 添加 更 多 的 重子 物质 时 , 声速 将 会 下 
降 (重子 很 重 毛 以 它 可 以 降低 速度 ) 因此 振荡 频率 也 会 降低 .在 nx/w 处 的 峰值 
也 被 转移 到 更 大 的 处 ( 详 见 后 面 的 box), 所 以 峰值 之 间 的 空间 也 会 相应 变 大 . 另 
Bh, 当 频 率 降低 时 , 奇数 峰值 和 偶数 峰值 高 度 之 间 的 不 同 也 会 变 大 . 这 些 特点 可 以 
清楚 地 在 图 8.2 中 看 出 . 另 一 个 理解 相互 交替 峰值 高 度 的 方法 是 要 注意 到 第 一 峰 
值 模式 的 扰动 在 进入 视界 时 就 开始 增长 了 ， 通 过 降低 压力 (或 是 平等 的 增长 引力 
HERH) 这 些 模式 将 会 增长 得 更 多 . 另 一 方面 , 第 二 峰值 模式 相当 于 势 阱 中 的 低 
密度 光子 . 降低 压力 使 得 光子 很 难 逃 出 势 阱 , 因此 会 降低 扰动 的 量 级 (使 它 的 密度 
EIR). 
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分 析 一 个 质量 为 m, 弹性 系数 为 的 简 谐振 子 . 除了 回复 力 之 外 , 振子 还 受 一 个 
额外 力 Fo. 因此 总 的 阻力 是 Fo- kz, 其 中 r 是 振子 的 位 置 . 因此 运动 方程 是 
a Fo 
E+ a oa (8.2) 
等 式 右边 这 一 项 一 代表 外 力 , 可 以 使 得 振子 移动 到 z 位置 . 左边 的 回复 力 则 使 振 
子 有 向 起 始点 靠近 的 趋势 . 因此 作用 的 结果 是 在 零点 附近 有 一 个 振动 , 振幅 为 x. 
(8.2) 式 的 解 是 齐 次 方程 ((8.2) RAMA 
0) 的 通 解 加 上 一 个 特 解 . 通 解 有 两 种 形式 , 可 
以 用 wt 的 正弦 和 余弦 很 好 地 表示 , 其 中 频率 
w 被 定义 为 w= VE/m. (8.2) 式 的 特 解 是 常 
数 x = Fo/mw?, 因此 全 解 是 正弦 和 余弦 加 一 
个 常数 项 . 让 我 们 假设 振子 的 初始 条 件 是 静 
止 的 . 因为 2(0) 正比 于 正弦 项 的 系数 , 所 以 
此 系数 为 零 , 于 是 得 到 


受 力 谐振 子 


Fo 
mu?’ 
这 个 解 在 右 图 中 被 画 出 来 . 实 线 是 没有 外 力 
作用 的 解 : 最 原始 的 振动 . 虚线 是 有 外 力 时 在 
两 个 不 同 频率 上 的 解 . 在 这 两 种 情况 下 , 振 
子 不 会 像 不 受 外 力 时 那样 在 xz = 0 附近 振动 . 
一 旦 引入 外 力 , 振子 的 零点 位 置 将 会 在 力 的 

方向 上 发 生 移动 . 画 出 的 两 条 曲线 显示 出 这 个 移动 在 低频 率 处 会 更 加 明显 . 图 中 
的 下 半 部 分 显示 了 以 时 间 为 函数 的 振子 位 置 的 平方 . 这 三 个 振子 都 在 t = nn/w 
处 经 历 了 一 系列 的 峰值 , 对 应 着 余弦 的 最 大 或 最 小 值 (注意 , 如 果 是 正弦 , 这 些 峰 
值 将 会 出 现在 t= (2n + 1)r/w). 在 不 受 外 力 的 振动 中 , 这 些 峰 值 的 高 度 都 一 样 ， 
大 小 等 于 在 t= 0 时 刻 的 高 度 . 然而 , 在 有 外 力作 用 的 情况 下 , 奇数 峰 的 高 度 一 在 
t= (2n 十 1)r/w 时 刻 一 大 于 偶数 峰 的 高 度 . 这 个 作用 在 低频 时 最 明显 . 如 果 频 率 
很 低 , 外力 会 有 更 大 的 影响 , 就 会 导致 较 大 的 零点 偏离 , 因此 , 就 会 增 大 奇 / 偶 峰 
间 的 差距 . 这 个 例子 的 另 一 个 特点 是 偶数 峰 对 应 着 振子 的 负 位 置 : 指向 外 力作 用 
的 反方 向 ， 


为 了 理解 图 8.2 中 的 衰减 证 据 , 我 们 需要 记 住 , 光子、 电子 和 重子 被 看 作 单 流 
体 仅仅 是 一 个 近似 . 这 种 近似 只 有 在 电子 对 光子 的 散射 率 为 无 穷 大 时 才 成 立 . 当然 
这 种 条 件 是 达 不 到 的 : 光子 在 散射 中 穿行 的 距离 是 有 限 的 . 图 8.3 描绘 了 单个 光子 
在 电子 中 穿行 时 的 轨迹 .XMFP 是 每 次 散射 间 走 过 的 平均 距离 . 在 本 书 中 , 这 个 距离 


x = Acos(wt) + (8.3) 
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是 (neor). 如 果 电 子 密度 非常 大 , 则 光子 平均 自由 程 就 会 很 小 . 在 哈 勃 时 间 H 
内 , 光子 散射 了 neorH-! 次 (散射 率 和 时 间 的 乘积 ). 正如 图 8.3 所 描述 的 那样 , 每 
次 散射 都 会 影响 光子 的 随机 运动 . 我 们 知道 在 一 次 随机 运动 中 , 总 的 穿行 距离 是 平 
均 自由 程 和 总 步 数 平方 根 的 乘积 . 因此 , 一 个 宇宙 学 光子 在 一 个 哈 勃 时 间 内 移动 的 
平均 距离 是 


Ap ~ AMFP VNneoTH-! 


V — Be) 


小 于 Ap 尺度 的 任何 扰动 都 会 被 抹 平 . 在 傅 里 叶 空 间 中 , 这 对 应 着 所 有 较 高 k 值 的 
模式 的 衰减 . 注意 这 个 粗略 的 估计 使 得 Qs 依赖 性 正确 . 重子 物质 密度 小 的 模型 的 
Ap 比较 大 (因为 当 宇宙 被 电离 时 , ne 正比 于 9). 因此 , 衰减 开始 于 大 尺度 上 , 对 
应 于 较 小 的 大 值 , 正如 我 们 在 图 8.2 中 所 看 到 的 . 


图 8.3” 穿 过 电子 气体 的 光子 扩散 . 每 个 点 表示 一 个 电子 . 图 中 描绘 的 是 典型 的 光子 遇 到 电子 
散射 后 的 轨迹 . 平均 自由 程 是 Amer. 一 个 哈 勃 时 间 之 后 , 光子 被 散射 很 多 次 , 因此 它 会 移动 
An 的 距离 


最 后 一 步 将 再 复合 时 期 的 扰动 与 我 们 今天 所 观测 到 的 各 向 异性 联系 起 来 , 正如 
图 8.2 所 描绘 的 那样 . 这 里 的 数学 有 一 点 复杂 , 但 是 从 物理 角度 非常 直接 . 考虑 一 
个 傅 里 叶 模 式 , 一 个 平面 波 扰动 . 图 8.4 展示 了 再 复合 时 期 一 种 模式 的 温度 变化 . 光 
子 从 相距 k 的 冷 和 热 的 地 方 传播 到 我 们 这 里 , 对 应 的 张 角 为 ~ k/o- ne), 
其 中 mo 一 mn 是 我 们 与 最 后 散射 面 的 共 动 距离 由 . 如 果 我 们 把 这 个 温度 场 分 解 成 多 


@ 这 仅仅 在 平坦 的 宇宙 中 成 立 ， 在 开放 的 宇宙 中 , 到 最 后 散射 面 的 距离 较 大 ， 因 此 同样 的 物理 距离 会 
投影 到 一 个 较 小 的 角 尺 度 . 


8.2 ”大 尺度 的 各 向 异性 "B's 


RE, 那么 一 个 角 尺 度 大 约 相 当 于 1/1. 因此 , 基于 n < no 的 事实 , 我 们 可 以 将 
尺度 上 的 不 均匀 性 投影 到 角 尺 度 | ~ kno 上 的 各 向 异性 


Perturbation with wavenumber k 


图 8.4 BAR. 再 复合 时 期 一 个 波 数 为 的 平面 波 上 温度 的 扰动 . 图 中 的 浅 色 和 深 色 分 别 
表示 热 和 冷 的 区 域 . 再 复合 之 后 , 光子 从 热 和 冷 区 域 自由 传播 到 观测 者 ,中心 用 星 号 表示 . 这 
个 模式 在 尺度 0 上 对 各 向 异性 有 影响 , 尺度 大 小 是 9 ~ k :/( 到 最 后 散射 面 的 距离 ) 


对 于 这 个 自由 束 的 图 片 有 一 点 要 注意 . 我们 一 直 假设 在 光子 从 最 后 散射 面 传 
播 到 地 球 表面 的 过 程 中 是 畅通 无 阻 的 . 实际 上 , 如 果 宇 宙 自 始 至 终 是 平坦 和 物质 主 
导 的 , 那么 引力 势 将 是 一 个 常数 , 这 个 假设 就 是 正确 的 . 然而 , 再 复合 并 不 比 平衡 时 
期 晚 多 少 , 因此 严格 的 说 残余 的 辐射 密度 导致 引力 势 在 再 复合 之 后 并 不 是 常数 ; 并 
E, 在 后 来 的 时 期 , 暗 能 量 也 不 像 物质 那样 , 它 会 导致 势能 衰减 . 你 还 可 以 想象 到 其 
他 影响 物质 主导 的 因素 . 所 有 的 这 些 所 谓 “integrated Sachs-Wolfe” 效 应 将 会 对 光 
子 产 生 新 的 扰动 , 导致 会 有 一 个 10% 幅 度 的 变化 . 

我 们 现在 理解 了 原初 扰动 是 怎么 进化 成 现在 的 各 向 异性 谱 . 下 面 让 我 们 再 一 次 
定量 地 研究 一 下 . 


8.2 ”大 尺度 的 各 向 异性 


为 了 在 大 尺度 上 得 到 光子 扰动 的 结果 , 我 们 利用 超 视界 方程 (7.17) 式 . 这 立刻 
告诉 我 们 Oo = -0 加 上 一 个 常数 . 初始 条 件 是 Bo = 8/2, 因此 这 个 常数 是 36,/2, 
Bp 是 大 爆炸 期 间 的 初始 势能 . (7.32) 式 是 我 们 对 于 B 的 大 尺度 演化 的 精确 描述 . 如 
果 再 复合 过 程 发 生 在 物质 密度 与 辐射 密度 相等 时 刻 很 久之 后 , 那么 我 们 将 取 这 个 表 
达 式 的 y > 1 极限 , 那么 更 一 96,/10. 因此 , 在 再 复合 时 期 , 大 尺度 光子 扰动 满足 


@o(k, ns) = —B(k, ne) + ee) 


Re 2®(k, mx) 
~~ 3 (8.5) 


. 188- 第 8 章 各 向 异性 


观测 的 各 向 异性 是 Oot U, HT Y-t, 它 近似 于 6o 一 更 . 因此 有 


(Oo + W)(ky ne) = 3 亚 (em (8.6) 


另 一 个 解释 再 复合 时 期 大 尺度 扰动 的 方法 是 通过 密度 场 , 从 第 6 章 推导 出 来 的 初 
始 条 件 是 5 = 30/2, 对 大 尺度 演化 方程 ò = -36 进行 积分 , 使 得 


öl) = Zo — 3[8(n.) — B] 
= 2 (n,). (8.7) 


因此 , 用 暗物质 扰动 对 各 向 异性 描述 是 
(Oo + ¥)(k,m) = 一 to) (8.8) 


在 计算 大 尺度 各 向 异性 谱 的 时 候 ，(8.6) RA (8.8) 式 将 会 非常 有 用 . 然而 , 即 
EERE, 它们 也 包含 着 一 个 有 趣 的 信息 , 从 (8.8) 式 的 健 里 叶 变 换 我 们 可 以 看 出 
致密 区 的 各 向 异性 是 负 值 . 这 是 一 个 值得 重复 的 令 人 惊奇 的 结果 . 对 于 大 尺度 扰动 ， 
在 再 复合 时 期 , 致密 区 的 确 包 含 比 低 密度 区 更 热 的 光子 , 即 当 Oo > 0 时 , 亚 < 0. 然 
m, 这 些 光 子 为 了 到 达 我 们 这 , 它们 必须 逃离 它们 的 势 阱 ， 如 此 一 来 , 它们 将 会 损 
RACE, 损失 的 能 量 抵消 了 光子 在 初始 时 期 比 平均 温度 热 的 事实 , B y < 0 时 ， 
O0 +Y RAN. 概括 来 说 , 当 我 们 今天 观测 大 尺度 热 斑 时 , 实际 上 是 在 观测 在 再 复 
合 时 期 的 低 密度 区 域 . 

(8.8) 式 中 的 另外 一 个 重要 特征 是 相关 系数 1/6, 它 使 我 们 将 5T/T( 等 式 左 边 ) 
和 5p/p( 等 式 右边 ) 联系 在 一 起 . 粗略 的 说 , 各 向 异性 的 大 小 1075 对 应 着 6 x 10-° 
的 密度 扰动 . 其 中 一 个 很 重要 的 问题 是 观测 到 的 各 向 异性 是 否 和 今天 结构 形成 所 需 
的 密度 扰动 一 致 . 这 个 系数 因子 6 是 非常 有 帮助 的 . 在 除 暴 胀 模型 之 外 的 几乎 所 有 
的 结构 形成 模型 中 , 因子 6 都 被 一 个 接近 1 的 值 代替 (见习 题 一 ). 因此 , 它们 都 在 
与 各 向 异性 的 观测 值 太 小 以 至 于 不 能 导致 宇宙 中 的 物质 成 团 这 一 事实 斗争 .相当 
于 说 , 当归 一 到 大 角度 的 各 向 异性 时 , 物质 功率 谱 就 变 得 太 小 下. 


8.3 ”声学 振荡 


8.3.1 ” 强 耦 合 极限 下 的 玻 尔 兹 曼 方 程 


当 所 有 的 电子 被 电离 后 , 在 之 前 , 光子 的 平均 自由 程 远 小 于 宇宙 的 视界 . 康 


@ 这 曾经 是 结构 是 通过 宇宙 弦 产 生 的 理论 的 重要 观测 事实 ， 有 几 篇 文章 在 COBE 探测 结果 后 指出 了 
该 问题 , 包括 Albrecht & Stebbins (1992), Perivolaropoulos & Vachaspati (1994), 和 Pen & Spergel 
(1995) 的 文章 . 
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普 顿 散射 导致 电子 -质子 流 紧 紧 地 与 光子 耦合 在 一 起 . 我 们 现在 开始 用 玻 尔 兹 曼 方 
程 定 量 地 进行 研究 . 
耦合 极限 对 应 着 散射 率 , 远大 于 膨胀 率 , r > 1, r 是 (4.61) 式 中 定义 的 光学 
深度 . 我 想 要 说 明 在 7 > 1 的 极限 中 ,8, HARE (1 = 0) 和 偶 极 矩 (1 = 1) 不 能 
被 忽略 , 其 他 的 都 可 被 忽略 掉 . 在 这 种 情况 下 , 光子 的 运动 正如 流体 一 样 , 流体 可 以 
仅仅 用 两 个 变量 描述 : 密度 p 和 速度 T. ATER, 让 我 们 回 到 光子 玻 尔 兹 曼 方 程 
(4.100) 式 . 我 们 想 要 将 O(n, u) 的 微分 方程 转换 成 Oln) 耦合 方程 的 无 限 集 . 正如 
我 们 所 看 到 的 一 样 , 这 样 做 的 优势 在 于 , 越 高 阶 的 部 分 越 小 , 因此 可 以 被 忽略 掉 . 方 
法 是 乘 以 Plu), 然后 再 积分 掉 p. 利用 (4.99) R, 对 于 1 > 2 的 玻 尔 兹 曼 方 程 变 成 
O14 rm | PuPu = 741 (8.9) 
注意 到 所 有 的 其 他 项 (如 —%) ARR uA ue 或 py), 因此 所 有 的 1 > 2 项 
AE. 为 了 作 这 个 积分 , 我 们 利用 勒 让 得 多 项 式 的 递归 关系 ( 见 式 (C.3)) 可 以 得 到 
kl k(1 +1) 


日 )_1 十 


A," 
t Sa 2 十 1 


O141 = 70). (8.10) 


让 我 们 看 一 下 (8.10) 式 各 项 的 阶 数 . 左边 第 一 项 的 阶 数 是 81/n, 它 远 小 于 右边 的 
TH, 其 阶 数 是 781/n. 忽略 掉 O 项 , 在 强 耦 合 条 件 下 可 以 得 到 


k 
Qi~ 561-1. (8.11) 


对 于 视界 尺度 的 模式 有 kn ~ 1, 这 意味 着 O, < 681-1( 顺 便 提 一 句 , 这 也 是 为 什么 要 
忽略 掉 O 的 一 个 依据 ). 这 个 估计 对 于 所 有 的 高 于 偶 极 的 模式 都 是 有 效 的 , 因为 
所 有 的 这 些 模式 比 起 单 极 和 偶 极 模式 都 非常 得 小 . 

在 利用 这 个 事实 推导 仅仅 单 极 和 偶 极 是 非 零 项 (流体 近似 ) 的 耦合 方程 极限 之 
前 , 我 想 解 释 一 下 为 什么 在 强 耦 合 的 环境 下 高 阶 矩 会 衰减 . 实际 上 , 这 个 发 现 尤其 
重要 , 不 仅 在 宇宙 学 中 , 在 所 有 涉及 流体 近似 中 都 是 . 为 了 理解 流体 近似 , 先 考虑 
一 个 如 图 8.5 描述 的 平面 波 扰动 . 观测 者 位 于 扰动 中 心 看 到 光子 从 一 个 平均 自由 
FE n/T 的 距离 传播 过 来 . 视界 7 尺度 的 波长 远 远大 于 这 个 距离 , 因此 光子 到 达观 
测 者 时 有 着 相同 的 温度 , 几乎 没有 各 向 异性 . 你 可 以 试想 一 下 一 个 有 着 非常 小 波长 
(kn ~ 7) 的 扰动 会 导致 各 向 异性 . BA, 事实 上 , 这 个 模式 的 波长 远 远 小 于 衰减 尺 
BE. 因此 所 有 的 在 这 个 小 尺度 上 的 扰动 都 被 平滑 掉 , 也 不 会 导致 各 向 异性 . 结果 是 
在 强 耦 合 情 况 下 单 极 矩 和 偶 极 矩 之 外 基本 上 没有 各 向 异性 . 
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Tightly Coupled Limit 


Last Scattering Surface 


\ Horizon 
\ 


~ 


图 8.5 BRANKE HE. 视界 尺度 上 的 扰动 不 能 被 观测 到 ， 因 为 可 观测 到 的 光子 来 自 
距离 为 n/r 的 最 后 散射 面 . 这 个 最 后 散射 面 很 近 以 至 于 来 自 各 个 方向 上 的 光子 都 带 有 相同 的 
温度 


基于 这 些 知 识 , 我 们 可 以 转 到 头 两 个 矩 方程 ,方程 消去 Oo 化 为 


Oo + kO; = -Ë (8.12) 
: ko Op kW i ivb 
Oi = E3 = 3 +T le, 他 | (8.13) 


然后 将 (4.100) RRA PPo(u) 和 Pilu), 再 将 /积分 掉 . 用 电子 -重子 流体 方程 
(4.105) 式 和 (4.106) 式 加 以 补充 . 首先 将 速度 方程 (4.106) 式 改写 为 


R ‘ 
Up = 一 3i91 + = [o + 二 ob 十 iv x (8.14) 


等 号 右边 的 第 二 项 远 远 小 于 第 一 项 , 因为 它 多 了 一 个 相关 因子 7}. 因此 , 保留 至 
最 低 阶 , v = —3101. 然后 , 一 个 系统 的 展开 方式 是 在 第 二 项 用 最 低 阶 表达 式 , 可 以 
得 到 

w = —3i91 + 5 -ae， 3i— $ wv | (8.15) 


现在 让 我 们 把 这 个 表达 式 代入 (8.13) 式 , 消去 v. 合并 同类 项 , 可 以 得 到 


a R k ku 
AET Mle E (8:16) 


Ò: 十 

我 们 现在 得 到 了 关于 头 两 个 光子 和 矩 的 两 个 一 阶 看 合 方程 ,(8.12) 式 和 (8.16) 式 . 

对 (8.12) 式 作 微分 , 再 用 (8.16) 式 消去 91, 我 们 可 以 将 它们 转换 成 一 个 二 阶 微分 
方程 : 


kU à R k : 
= pp iy | (8.17) 


y+ [Ee 4 BL 
ial E al+h So 
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最 后 , 我 们 用 (8.12) 式 消 去 91, 得 到 


R A ee k? a R s Hd 
4 = -二 下 一 -一 一 -= 这 
I (8.18) 


这 里 我 们 把 方程 的 右边 定义 为 力 函 数 , F, 流体 声速 定义 为 


[4 
“= (8.19) 


声速 依赖 于 宇宙 中 的 重子 密度 . 没有 重子 物质 的 话 , 对 于 相对 论 性 流体 , 声速 有 一 
个 标准 值 : cs = 1/V3. 当 有 重子 物质 时 , 流体 变 重 , 因此 会 降低 声速 . 我 们 马上 就 会 
看 到 一 个 时 期 中 的 重子 在 时 空中 的 振荡 , 这 个 时 期 由 声速 (或 重子 密度 ) 决定 . È 
意 到 (8.18) RÆ (8.1) KN ABM; 它们 的 不 同 仅 仅 在 于 Oo 这 一 衰减 项 @ (A 
练习 2). 这 一 项 的 出 现 不 会 改变 我 们 在 8.1 节 里 得 到 的 定性 结果 . 最 后 , 注意 进入 
到 方程 右 侧 的 & 和 左 侧 的 Oo 有 着 相似 的 方式 . (8.18) 式 的 另 一 个 表达 方式 是 


d2 B a 6s kf 1 
CEET Cs +a E | 58-9 (8.20) 


> Â 
Oo +- 
a 


8.3.2 BARRARE 


我 们 已 经 推导 出 的 反映 光子 -重子 流体 重子 声学 振荡 的 方程 (8.20) 式 , 是 一 个 
普通 的 二 阶 微分 方程 . 为 了 解 这 个 方程 , 我 们 将 要 再 一 次 利用 格林 方法 (参考 7.3.1 
节 ) 求 出 完整 解 ， 首 先 我 们 要 找 出 齐 次 方程 的 两 个 解 , 然后 再 用 这 两 个 解构 造 出 
特 解 . 

原则 上 , 为 了 得 到 齐 次 方程 的 解 , 首先 令 (8.20) 式 右 侧 为 零 . 实际 上 , 当 压 力 项 
非常 大 时 , 2A k?c3(Oo 十 亚 )( 至 少 当 模式 在 视界 内 或 是 RR 很 小 时 此 项 较 大 ), 衰减 
项 大 约 是 R(Bo + 亚 )/72.， 从 物理 角度 考虑 , 我 们 期 望 压力 会 诱导 光子 温度 的 振荡 ; 
对 于 这 些 振荡 来 说 , 时 间 尺 度 小 于 由 宇宙 膨胀 引起 的 衰减 . 首次 作 近 似 , 让 我 们 忽 
略 衰减 项 从 而 得 到 简单 的 振荡 方程 解 @. 这 两 个 齐 次 方程 的 解 分 别 是 


Si(k,n) = sin[krs(n)], S2(k,n) = cos[krs(n)] (8.21) 


其 中 我 们 定义 声 界线 为 , 
rs(n) = fi dn cs(7 ). (8.22) 
因为 c 是 声速 , 声 界 线 就 是 声波 在 时 间 7 内 传播 的 共 动 距离 . 


O 不 要 把 这 里 的 衰减 与 后 面 提 到 的 小 尺度 上 的 扰动 衰减 混淆 , 它们 的 作用 完全 不 同 . 
@ 可 以 利用 练习 5 中 的 WKB 近似 进行 修正 . 
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光子 温度 的 强 耦 合 解 可 以 通过 (8.21) 式 的 两 个 齐 次 方程 的 解构 造 出 来 


Oo(n) + B(n) = C151(7) + C2S2(n) 
ke TY srn ar Sa S =S Sala) 
+F -2 NS Salt) Na E 
这 里 我 们 还 是 避免 了 R 的 出 现 , 除非 在 sin 和 cos 的 快速 变化 情况 下 ， 也 就 是 
bi, 例如 , S 被 看 作 是 krs 带 有 非 零 值 R. 4 Oo 和 B 都 为 常数 时 , 在 (8.23) 式 
中 , 我 们 可 以 通过 初始 条 件 来 固定 常数 项 CiC2. 因此 ,sin 项 的 系数 Ci 必须 消失 ， 
C2 = ©0(0) + (0). 分 母 项 变 为 —ke.(n’) 一 —k/V3. 最 后 , 积分 项 的 分 子 简化 为 
一 sin[k(rs —r)], 因此 有 


Oo(n) + ®(n) = [96o(0) + &(0)] cos(krs) 
十 J f dn’ [®(n’) — U(n’)| sin[k(rs(n) — rs(7))]. (8-24) 


(8.24) 式 是 描述 紧 致 耦合 极限 下 各 向 异性 的 表达 式 ， 首 先 由 Hu 和 Sugiyama 
在 1995 年 推导 出 来 . 如 果 你 还 是 对 此 解 没 印象 , 这 是 因为 它 还 包含 了 一 个 对 引力 
势 的 积分 项 . 建议 你 重新 考虑 一 下 . 首先 , 看 图 8.6, CH (8.24) 式 的 解 与 精确 解 做 
比较 , 精确 解 是 通过 对 看 合 爱 因 斯 坦 - 玻 尔 兹 曼 方 程 求 积 分 得 到 的 . 近似 解 峰值 位 
置 十 分 精确 , 峰值 高 度 在 一 定 程度 上 吻合 较 好 . 但 是 kno > 500 时 , 后 面 的 波峰 比 精 
确 解 偏 高 , 但 是 我 们 在 下 面 的 章节 会 对 此 将 由 散射 造成 的 衰减 考虑 进去 加 以 改正 . 


Quj2=0.015 


B?\Oo+ | (ns) 


图 8.6 再 复合 时 期 标准 CDM 模型 的 单 极 矩 . 粗 的 实 线 表 示 精 确 解 . 细 虚 线 是 8.3 节 中 
(8.24) 式 的 不 含 衰减 项 的 解 ; 中 间 的 粗 线 是 8.4 节 中 考虑 了 衰减 效应 后 的 结果 


第 二 个 值得 我 们 欣赏 这 个 近似 解 的 原因 是 它 将 问题 分 成 了 两 部 分 , 首先 是 对 有 
暗物质 产生 的 额外 引力 势 的 计算 ; 其 次 是 引力 势 对 各 向 异性 的 影响 . 第 三 , 该 近似 
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解 清 晰 地 阐述 了 cosine 模式 是 由 暴 胀 模型 激发 的 . 这 是 很 重要 的 一 点 , 因为 很 难 想 
象 的 到 这 个 模型 被 其 他 任何 机 制 激发 . 如 果 考 虑 因果 关系 , 那么 当 kn <1 时 将 不 
应 该 有 扰动 存在 . 我 们 知道 暴 胀 理论 通过 改变 真实 的 视界 来 逃避 这 种 限制 . 一 旦 这 
个 模式 被 观测 到 , 那 我 们 就 观测 到 了 暴 胀 的 证 据 . 第 四 , 我 们 现在 对 振荡 频率 有 一 
个 精确 的 表达 , 也 就 是 对 声波 峰值 位 置 有 精确 解 . 从 (8.24) 式 的 第 一 项 可 知 , 峰值 
应 该 出 现在 cos(krs) 的 极 值 处 , 如 


ky = m/s me=—1,2,:**. (8.25) 


最 后 一 个 说 明 (8.24) 式 很 重要 的 原因 是 完整 的 爱 因 斯 坦 - 玻 尔 效 晶 方 程 引入 了 数 以 
千 记 的 耦合 变量 (如 01). 将 这 么 多 的 微分 方程 碱 少 到 一 个 的 确 是 一 个 巨大 的 飞 路 
除了 单 极 矩 以 外 ， 在 再 复合 时 期 , 光子 分 布 还 有 一 个 不 能 忽略 的 偶 极 矩 . 用 
(8.12) 式 我 们 可 以 通过 对 (8.24) 式 作 微分 得 到 偶 极 矩 的 一 个 解析 解 
sent 
E 
k ý 1 1 / / 
= 5 fave!) ~ we leosle(rs(n) ral!) (82) 
0 


©1(7) [©0(0) 十 更 (0)] sin(krs) 


由 于 sine 项 变 成 了 cosine 项 ， 导 致 第 一 项 的 相位 变 得 完全 不 同 了 . 如 图 8.7 所 示 ， 
即使 考虑 了 积分 项 , 我 们 仍然 可 以 看 到 相位 的 变化 . 这 个 相位 不 符 对 最 后 的 各 向 异 
性 谱 有 着 重要 的 影响 . 


B/?[Oo+¥,0,](n.) 


0 500 1000 
kno 


图 8.7 再 复合 时 期 标准 CDM 模型 下 的 单 极 矩 和 偶 极 矩 . 偶 极 矩 为 零 是 因为 最 长 波长 模式 在 
再 复合 时 期 还 未 进入 视界 . 它 与 单 极 矩 的 相位 完全 不 同 
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84 扩散 阻尼 


从 8.6 图 可 以 看 出 , 要 得 到 精确 的 CMB 角 功 率 谱 必 须 考 虑 扩散 效应 . 要 定性 
地 分 析 扩 散 , 我 们 必须 回 到 光子 分 布 方 程 (8.12)、(8.13) 和 (8.10) R. 到 现在 为 止 ， 
我 们 已 经 忽略 掉 了 OC. 以 及 更 高 阶 项 . 扩散 效应 虽 小 但 却 是 不 能 被 忽略 的 四 极 矩 . 

因此 , 我 们 必须 要 用 带 有 四 极 矩 9。 的 方程 补充 在 上 一 章节 中 的 方程 组 . 我 们 
的 任务 是 要 基于 仅 发 生 在 小 尺度 上 的 现象 进行 简化 . 在 这 些 尺度 上 , 由 第 7 章 (图 
7.8) 可 知 由 于 辐射 压力 使 得 势能 很 小 , 因此 我 们 可 以 不 考虑 © Mv. ZA, RN 
将 会 看 到 扩散 效应 的 特点 是 使 得 各 阶 矩 都 与 1/7 成 比例 . 因此 我 们 仅仅 需要 保留 
1 = 2 的 模式 , 所 有 的 高 阶 矩 都 可 被 忽略 . 基于 这 个 近似 , 我 们 会 得 到 


Oo + kO; =0 (8.27) 
; 2 1 sa _ Wp 
Oi +k (Fe. = 360) =T (e: 3 ) (8.28) 
. 2k 9 
O2 — 591 = To? 22: (8.29) 


这 三 个 方程 需要 关于 v 的 方程 进行 补充 . 对 (8.14) 式 稍 作 修改 可 以 得 到 如 下 的 最 
好 表达 式 
3101 + » = a E 六 “oo (8.30) 


其 中 引力 势 被 忽略 . 
为 了 解 这 个 方程 组 , 我 们 利用 了 阻尼 的 高 频 特性 . 让 我 们 写 出 速度 与 时 间 的 表 
达 式 
vp «el “dn (8.31) 
这 里 简化 了 其 他 所 有 的 变量 . 我 们 已 经 知道 在 紧密 耦合 极限 中 有 w kes 现在 我 
们 寻找 阻尼 项 , 一 个 关于 w 的 假想 部 分 . 因为 阻尼 发 生 在 小 尺度 上 , 或 是 说 高 频 处 ， 


Up = jwvb > “wy; (8.32) 
àla 的 量 级 是 n 而 w 的 量 级 是 k. 因此 我 们 可 以 忽略 (8.30) 式 右 边 第 二 项 , 此 时 
速度 为 


š 一 工 
Wh = — 310; h -= ad 


è 2 
~ —3i0; i + a “ (=) 


: (8.33) 
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此 式 已 经 展开 到 +72, 因为 vw + 310, Æ (8.28) APRUT 7. 
光子 场 的 二 阶 矩 方程 (8.29) 式 可 以 被 简化 . 首先 消去 6s 项 , 因为 它 远 远 小 于 
+02. 简化 结果 为 
ex = 一 开 9: (8.34) 


从 此 式 中 可 以 看 出 近似 受到 了 控制 : 高 阶 矩 受到 了 额外 因子 /i 的 抑制 . 这 个 单 极 
矩 方程 则 变 成 了 


iweo = —kQ1. (8.35) 
将 这 些 方程 代入 (8.28) 式 可 以 得 到 如 下 关系 
iw 一 (k?/3iw) =+ ( . i + r 一 (2) | . (8.36) 
合并 同类 项 得 到 ae - 
w?(1+ R) 一 eee [ore + >| =U. (8.37) 


等 式 左 边 前 两 项 , 1/7 展开 的 主导 项 , 重新 得 到 了 前 面 一 节 的 结果 , 那 就 是 频率 是 声 
速 的 波 数 倍 . 我 们 可 以 将 频率 写成 零 阶 项 加 上 一 阶 修正 dw. 然后 , 将 零 阶 部 分 代入 
RUF 7 的 项 得 到 


ik? 8 

gw = “20+ Rr lan + | à (8.38) 

因此 , 扰动 的 时 间 依 赖 性 是 

å k2 

90,91 ~ exp fix f anes} ph (8.39) 

其 中 , 阻尼 波 数 由 下 式 决定 

1 = n dy R? 8 

k2 (n) [ 6(1 + R)n-ora(n’) la +R) + | . (8.40) 


暂且 将 阶 数 单位 因子 放 在 一 边 , 这 个 方程 表明 1/kp ~ [n/neora]/? 与 我 们 在 本 章 
开始 的 估计 相符 . 

作为 阻尼 尺度 的 首次 估计 , 我 们 可 以 研究 再 复合 之 前 的 时 期 , 在 这 一 时 期 , 所 
有 的 电子 (所 中 的 电子 除外 ) 都 是 自由 电子 . 在 第 3 章 中 我 们 已 经 估计 了 在 这 一 极 
限 处 的 光学 深度 , BEARTA. 氨 的 质量 分 数 通常 用 Y, 表示 , 大 约 是 0.24. 因为 
每 一 个 氨 核 包含 有 四 个 核子 , 氨 与 原子 核 总 数 的 比 是 区 /4. 每 个 氨 核 带 有 两 个 电子 
(每 个 质子 一 个 ), 所 以 当 我 们 计算 氢 再 复合 之 前 的 自由 电子 数 时 , 必须 用 (3.46) 式 
的 估计 值 乘 以 1 — ¥,/2. Ho = 3.3 x 10-4hMpc ,于 是 可 以 得 到 


NeITA = 2.3 x 10->Mpe~!Q,h?a~? (1 一 2) i (8.41) 
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基于 此 式 , 可 以 得 到 阻尼 尺度 的 近似 值 为 (练习 8) 
一 1 
kp? = 3.1 x 10°Mpce?a*/? fp (a/deq)(Qoh?)~} (1 = 2) 本 (8.42) 


其 中 fp 在 (8.88) 式 中 有 定义 , 它 随 着 a/aeq 的 增 大 趋 近 于 1. 

图 8.8 描述 了 再 复合 之 前 阻尼 尺度 的 演化 . 在 宇宙 早期 忽略 再 复合 是 个 很 好 的 
近似 , 但 是 , 正如 所 期 望 的 , 利用 自由 电子 密度 方程 (8.41) 式 不 能 精确 地 考虑 电子 
BEA PHA, 会 在 n 处 引入 误差 . 不 考虑 再 复合 的 情况 下 , kp 尺度 为 GP. 注 
意 到 图 8.8 F, 在 晚期 , 演化 变 得 有 些 凌乱 : Q。= 0.06 时 的 kp E 2, = 0.03 时 的 
要 小 20.5. 


kp'/(Mpc) 


0.0001 0.001 
a 


图 8.8 两 个 不 同 Qs(h = 0.5) 值 下 的 以 尺度 因子 为 函数 的 阻尼 尺度 . 粗 线 对 整个 标准 再 复合 
历史 作 了 数值 积分 , 而 细 线 用 了 (8.42) 式 中 的 近似 , 它 假设 电子 处 于 电离 状态 . 右边 轴线 
描绘 的 是 等 效 的 kon; 阻尼 发 生 在 1 > kpn 处 


图 8.8 还 有 一 点 值得 注意 . 由 光子 扩散 引起 的 各 向 异性 的 阻尼 效应 有 时 被 认为 
是 由 于 最 后 散射 面 有 一 定 的 厚度 导致 的 . 也 就 是 说 , 如 果 再 复合 是 在 瞬间 发 生 ， 
将 不 会 有 阻尼 效应 的 存在 . 从 图 8.8 可 以 看 出 显然 这 是 错误 的 . 即使 再 复合 是 以 这 
种 方式 发 生 的 , 再 复合 之 前 的 宇宙 的 光学 深度 也 不 会 是 无 穷 大 . 光子 将 会 传播 一 个 
合理 的 距离 , 因此 使 得 各 向 异性 受到 阻尼 . 在 已 经 举 过 的 例子 中 , 如 果 再 复合 是 瞬 
间 发 生 的 , 阻尼 尺度 将 会 以 小 于 因子 2 减 小 . 另 一 方面 , 在 接 下 来 的 部 分 我 们 将 会 
看 到 今天 的 各 向 异性 是 由 积分 后 的 可 见 函 数 决定 的 , 它 的 本 质 相当 于 过 滤器 , 在 再 
复合 时 期 集中 于 中 心 , 由 于 最 后 散射 面 的 有 限 光 深 逐 渐 向 两 边 扩展 . 当 包括 阻尼 效 
应 后 (Selijak,1994;Hu and Sugiyama,1995), 我 们 必须 要 考虑 到 通过 对 由 可 见 函数 加 
权 的 阻尼 函数 eD 积分 得 到 的 有 限 的 厚度 . 因此 最 后 散射 面 的 有 限 厚度 对 最 后 
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各 向 异性 谱 在 量 和 质 上 都 有 影响 . 


8.5 ”从 非 均匀 性 到 各 向 异性 


对 于 再 复合 时 期 的 光子 扰动 我 们 有 了 较 好 的 理解 ， 接 下 来 将 要 将 它 转变 成 对 
今天 各 向 异性 谱 的 预测 . 首先 , 在 下 面 的 一 节 中 将 要 介绍 如 何 求解 o. 然后 , 再 花 
一 点 时 间 将 它 和 观测 联系 起 来 . 因此 , 本 节 主 要 是 推导 (8.56) 式 和 (8.68) 式 , 前 者 
将 今天 的 各 向 异性 与 再 复合 时 的 单 极 矩 和 偶 极 矩 联系 起 来 , 后 者 则 描述 了 CMB 的 
功率 谱 . 


8.5.1 BARI (free streaming) 


我 们 想 要 通过 再 复合 时 期 的 单 极 矩 和 偶 极 矩 推 导出 今天 光子 力矩 Oi (no) 的 形 
式 解 . 形式 解 可 以 通过 (4.100) 式 得 到 . 等 式 两 边 同 时 减 去 70 得 到 


TE TE E ethane [Qe] =§ (8.43) 
其 中 源 函 数 被 定义 为 
Š = —6 — ikut —7 lex + uw- 5Pa(u)t| ; (8.44) 


保持 对 定义 中 “~” 的 好 奇 , (8.43) 式 两 边 同 时 乘 以 指数 项 再 对 7 求 积分 可 以 得 到 


O(m) = O(ninit eM Minit 7) e77 (Minit) $ T dnS(n)ei*#(1—n0)—7(n) (8.45) 
Ninit 

其 中 用 到 了 7(n = n) = 0, 因为 r 被 定义 为 散射 率 从 7 积分 到 mo. 我 们 也 知道 , 如 
果 初 始 时 间 mni 足够 早 , 那么 光学 深度 Tmn) 将 非常 大 . 因此 ,(8.45) 式 右 侧 第 一 
项 为 零 . 这 与 任何 初始 各 向 异性 都 完全 会 被 康 谱 顿 散射 摸 平 这 一 事实 相符 . 同 理 ， 
我 们 可 以 设 定 积分 下 限 为 0: 积分 范围 在 7 < mini 的 都 被 忽略 掉 . 因此 , 扰动 解 可 

以 写成 n 
Ə(k, umo) = f danl, m nje- (8.46) 


(8.46) 式 看 起 来 很 简单 , 其 中 所 有 的 复杂 项 都 包含 在 源 函 数 5 中 . 要 注意 5 在 一 
定 程度 上 依赖 于 角度 p 如 果 它 不 依赖 / 的 话 , 我 们 可 以 立刻 将 (8.46) 式 改 写成 对 
每 一 个 0, 的 方程 . 因为 我 们 可 以 对 两 边 同 时 乘 以 勤 让 德 多 项 式 Pilu) 然后 再 积分 
掉 u. (4.99) 式 左边 给 出 (—i) 0, 右边 包含 积分 项 


1 
r ŠH P, (u)eituti=m) As i = no)| (8.47) 
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其 中 a 是 球 贝 塞 尔 函数 . 这 个 方法 很 有 效 , 我 们 将 一 直 采 用 它 , 另外 , 不 要 考虑 5 
对 的 依赖 . 此 时 关于 ©, 的 表达 式 为 


@1(k, mo) = (—1) [ ” dnS(k, ne" ha-m): (8.48) 


但 是 , 5 中 的 / 怎么 办 ? 我 们 应 注意 到 (8.46) 式 中 的 5 指数 项 eiten), 因此 ,不 
管 在 什么 地 方 遇 到 5 中 的 u, 我 们 都 可 以 用 时 间 微 分 代替 它 


1d 


eR .4 
"> ikan (8.49) 
让 我 用 5 中 的 ikut 项 进行 证 明 , 此 时 积分 变 为 
—ik 人 dnpWeiken—no)—r(n) = — 了 dnte) d uikp-m) 
0 0 dn 
no F d 
= f dyek” =n) — [ye] (8.50) 
0 dn 


最 后 一 行 通过 分 部 积分 得 到 .注意 , 表面 项 可 以 被 消 掉 : 在 ) = 0 它们 受到 eO 
因子 的 衰减. 在 n == no 处 这 些 项 并 不 小 , 但 是 由 于 不 依赖 于 角度 所 以 不 相关 . 它们 
改变 了 单 极 矩 , 这 种 改变 不 能 被 探测 到 因此 , 考虑 到 分 部 积分 通过 一 个 负 号 改变 
了 (8.49) 式 的 代 换 规则 , 微分 不 作用 在 指数 的 振荡 项 上 ,er(7-m) 。 因 此 (8.48) 式 
的 解 变 为 

Bi(k,m) = f dnS(k,n)sulk(no 一 而 (8.51) 


这 里 的 源 函数 被 定义 成 
S(k,n) =e -è 一 站 (e + in)| 
j ¿i [e= (v _ aa] = eagle. (8.52) 
在 (8.51) 式 中 , 我 们 已 经 利用 了 球 贝 塞 尔 函数 的 特性 :jz) = (i)li). 
在 这 里 ,有 必要 介绍 一 下 可 见 函数 
gn) = Te". (8.53) 


可 见 函数 有 一 些 有 趣 的 特性 . 积分 he dngn) = 1, 因此 我 们 可 以 将 其 看 成 是 概率 
密度 . 它 表 示 一 个 光子 在 n 时 最 后 散射 的 概率 . 在 标准 的 再 复合 模型 中 , 因为 早期 
7 很 大 以 至 于 7 早 于 再 复合 时 期 的 概率 基本 为 0. 在 再 复合 之 后 , 它 还 迅速 下 降 , 这 
是 因为 散射 率 -+ 非常 小 . 图 8.9 描述 了 两 种 重子 密度 的 可 见 函数 分 布 图 . 
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(8.52) 式 中 的 源 函 数 可 以 通过 可 见 函数 来 表示 . 如 果 消 去 源 里 的 极 化 张 量 I, 
因为 它 的 值 很 小 , 此 时 源 函数 变 为 


S(k,n) = 9(n)[Go(k, n) + U(k, n)] 
二 (Rate) 


dn k 
+e~7[W(k,n) — &(k,)).- (8.54) 
n/Mpe 
200 250 300 350 400 


g/ (Mpc!) 


1400 1200 1000 800 600 
z 


图 8.9 可见 函数 (the visibility function). 大 部 分 电子 的 最 后 散射 发 生 在 z ~ 1100, 并 且 对 
重子 密度 的 依赖 很 小 . 
注意 , 9 对 整个 共 形 时 间 的 积分 结果 是 1. XEK h= 0.5 


通过 对 (8.51) 式 中 的 时 间 积 分 可 以 使 得 解析 解 更 近 一 步 . 正比 于 v 的 源 一 项 可 以 
利用 分 部 积分 处 理 , 于 是 得 到 
eiksm) = f ang(n)[@o(ksn) + vk, Lem = n) 


一 a dng(n) mull m) Şi [k(n — n)] 


+ f” anem tiln) — Bk, lle(om — n) (8.55) 


(8.55) 式 中 的 项 可 分 为 两 类 . 首先 是 权重 为 ” 的 积分 项 . 这 些 项 只 要 + < 1 就 产 
生 贡 献 , 即 在 再 复合 之 后 的 所 有 时 间 内 都 有 贡献 . 注意 到 它 还 与 势能 微分 成 正比 . 
如 果 再 复合 之 后 的 势能 是 常数 的 话 , 那 这 一 项 为 零 . 在 第 7 章 里 看 到 的 许多 理论 中 ， 
这 正 是 所 发 生 的 : 再 复合 之 后 , 宇宙 是 由 纯 物 质 主 导 的 , 并 且 在 这 样 的 环境 中 , 势能 
通常 保持 为 常数 . 由 于 势能 改变 引起 的 修正 对 于 正确 的 定量 分 析 非 常 重要 , 但 是 不 
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能 在 性 质 上 影响 各 向 异性 谱 的 结构 ， 另外,(8.55) 式 的 主导 项 是 以 可 见 函 数 为 权重 
的 积分 项 . 

由 于 可 见 函 数 的 峰值 非常 陡 , 所 以 前 两 项 的 积分 变 得 很 简单 . 图 8.10 展示 了 
其 原因 . 它 描 绘 (8.55) 式 三 部 分 . 因为 可 见 函 数 比 起 其 他 两 个 函数 变化 得 更 快 , 我 
们 可 以 估计 下 当 可 见 函数 达到 峰值 时 另外 两 个 函数 的 值 ,如 当 7 = mr 时 , 另外 两 项 


都 可 以 在 积分 中 被 移 除 . 此 时 积分 仅 为 Í dng(n) = 1. 因此 剩 下 


Oi(k, no) = [Oo(k, n) + (k, ns)lji [k(n — n)] 


1300) (mleto =ne] — Re 二 


y f "de" — A — 1). (8.56) 


1500 1000 500 
z 


图 8.10 (8.55) 式 中 的 三 部 分 . 可 见 函数 的 峰值 很 陡 , 因此 它 比 单 极 矩 Bo + UW 和 贝 塞 尔 函 数 
julk[n 一 no]) 变化 得 要 快 . 图 中 的 参量 满足 1 = 100, k = 0.013h MPpc 一 


这 里 采用 了 (C.18) 式 的 球 贝 塞 尔 函 数 的 特性 重 写 了 速度 项 的 贝 塞 尔 函数 的 微 
分 , 还 有 在 mn, 处 有 v ~ -3i91. 在 小 于 图 8.10 描述 的 尺度 上 , 由 于 再 复合 时 期 附 
近 的 阻尼 尺度 变化 很 快 , 96o + 更 变化 也 更 加 迅速 . 尽管 如 此 , 通过 修改 下 式 的 阻尼 
函数 这 个 效应 可 以 被 合并 


eB /ko (me)? _, J inge reo, (8.57) 
(8.56) 式 是 半 解 析 计算 (Seljak, 1994; Hu and Sugiyama, 1995)C, 谱 的 基础 , 它 


与 精确 解 (数值 法 ) 的 误差 小 于 10%. 从 (8.56) 式 可 以 看 出 , 要 想 求 解 今天 所 看 到 
的 各 向 异性 , 必须 要 先知 道 在 再 复合 时 期 的 单 极 Oo, 偶 极 O 和 势能 V. 另外 , 如 
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果 势 能 依赖 于 时 间 , 那么 将 会 有 一 个 小 的 但 是 不 可 忽略 的 改正 . 这 些 体现 在 (8.56) 
式 最 后 一 行 的 改正 , 通常 被 称 作 积分 的 Sachs-Wolfe(ISW) 项 . 

单 极 矩 项 一 (8.56) 式 的 第 一 项 一 正 是 我 们 在 8.1 节 所 期 望 的 . 特别 是 球 贝 塞 尔 
函数 ilkim 一 m4)] 决定 了 在 角 尺 度 I 上 有 多 少 各 向 异性 是 由 波 数 为 的 平面 波 
贡献 的 . 在 非常 小 的 角 尺 度 上 ， 


1-1/2 
À Z) ; (8.58) 


jim ia) = 5 (7 
那 就 是 说 , 当 z < ! 时 , al) 对 于 大 的 1 非常 之 小 . 在 这 里 , 它 意味 着 对 于 1 > kro, 
ei(k,mo) 非常 接近 0. 这 很 有 物理 意义 . 再 回 到 图 8.4, 可 以 看 到 在 很 小 的 角 尺 度 上 
几乎 看 不 到 来 自 长 波长 扰动 的 各 向 异性 .反之 也 正确 : 这 样 的 扰动 对 大 于 1/(kno) 
的 角 尺度 没有 贡献 ， 总 之 , 带 有 波 数 的 扰动 主要 对 量 级 为 ! ~ kno 的 角 尺 度 有 
贡献 ， 关 于 单 极 矩 项 的 最 后 一 点 : 今天 看 到 的 各 向 异性 不 仅 依赖 于 O0, 还 依赖 于 
eo +V, 因为 光子 必须 要 逃离 势 阱 到 达观 测 者 


8.5.2 Cı 


如 何 将 今天 观测 到 的 各 向 异性 和 抽象 的 Ok, no) 联系 起 来 呢 ? 为 了 回答 这 个 
问题 , 我 们 必须 首先 描绘 温度 场 的 特性 , 然后 将 这 个 特性 与 6, 联系 起 来 . 
回忆 一 下 (4.34) 式 , 宇宙 中 的 温度 场 为 


T(@,p,n) = TN + 0,8, n)]. (8.59) 


虽然 这 个 温度 场 在 时 空 的 任意 一 点 都 有 定义 , 但 是 我 们 仅 能 在 Zo 处 和 mo PTO W 
WEL. 我 们 要 处 理 的 各 向 异性 仅 是 光子 方向 5 上 的 . 因此 所 有 的 我 们 观测 到 的 温度 
的 变化 都 来 自 于 方向 方 的 变化 . 观测 者 通常 要 成 图 , 其 中 记录 的 温度 都 来 自 于 天 空 
各 个 方向 , 或 称 作 “ 天 空 上 的 斑点 ”. 这 些 点 不 是 以 5 的 分 量 pe, dy, Be 标注 , 而 是 
以 极 坐标 9, $ 标注 . 尽管 如 此 , 向 量 方 和 极 坐标 @ 之 间 的 转换 还 是 比较 简单 . 在 随 
后 的 推导 中 都 采用 P. 

对 温度 场 进 行 球 谐 展 开 可 以 得 到 


oo l 
ozp = >> J aim(Z,n)¥im(B). (8.60) 


下 标 1, m GSR PAA p ERA, 正如 变量 有 Se ee ot HT 
一 样 . 我 们 对 传 里 叶 变换 都 很 熟悉 , 因此 将 球 谐 展开 看 成 一 种 傅 里 时 变换 是 很 有 用 
。 @ 我 想 对 时 空中 的 这 一 点 说 远 一 些 . 例如 , 卫星 不 在 地 球 上 , 对 各 向 异性 的 测量 我 们 已 经 开展 了 30 多 
年 . 这 在 温度 变化 的 尺度 上 微不足道 , 这 个 尺度 的 量 级 是 哈 勃 时 间 (RM BBE AN). 


@ bz = cos 9, Pr = sinb cos ¢, py = sin @sin ¢. 
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的 . 而 完整 的 健 里 叶 变换 特征 函数 是 iF, 这 里 在 球 表面 展开 的 完整 的 特征 函数 是 
Yim(P). 所 有 的 包含 在 温度 场 了 中 的 信息 也 包含 在 依赖 于 am 的 时 空中 . 比如 , 考 
虑 这 样 一 个 实验 , 在 实验 中 对 全 天 成 图 , 角 分 辩 率 是 T. 全 天 是 4r ME ? ~ 41000 
平方 度 , 因此 在 (7°)? 的 区 域 有 840 个 像素 . 因此 , 这 样 的 实验 将 有 840 个 独立 信息 


lmax 
块 . 确定 Imax 的 方法 之 一 是 将 aim 的 总 数 设 定 为 X (21 +1) = (Imax + 1)? = 840. 


因此 这 个 信息 可 以 通过 指定 am 到 Imax = 28 来 很 好 地 表征 . 顺便 说 一 句 , 这 是 对 
COBE 实验 (Smooth et al., 1992; Bennett et al.,1996) 的 一 个 很 好 的 刻画 . 他 们 将 温 
度数 据 表现 在 许多 个 像素 上 , 但 是 许多 像素 都 是 重 琶 的 . 因此 , 独立 的 信息 被 包含 
在 多 极 矩 (1 ~ 30) 中 . 目前 正在 进行 的 实验 或 是 计划 中 的 实验 可 以 观测 到 1 ~ 104. 

我 们 想 要 将 观测 的 ww 与 6, 联系 起 来 . 为 了 做 这 件 事情 , 我 们 利用 球 谐 函 数 
的 正 交 特性 . Yim 可 以 通过 (C.11) 式 进行 归 一 化 


LOTO (p) = 61 Omm’ (8.61) 


其 中 Q 是 由 方 张 成 的 立体 角 . 因此 , 利用 球 谐 函 数 (8.60) 式 的 © 的 展开 式 可 以 通 
过 两 边 同 乘 Yin (D) 并 积分 得 以 转化 


3 Ei > 
om 全 用 一 | ia” f Orn An. (8.62) 


这 里 右 侧 的 o) 用 傅 里 叶 转 换 后 的 Ok) 来 代替 , 因为 这 正 是 我 们 得 到 的 解 . 

随 着 密度 的 扰动 , 我 们 不 能 对 任何 特定 的 aim 作出 预测 , 而 仅仅 是 画 出 它们 的 
分 布 图 , 一 个 描述 大 暴 胀 期 间 从 起 源 到 量子 扰动 的 分 布 . 图 8.11 画 出 了 这 种 分 布 . 
am 的 平均 值 是 0, 但 是 也 有 一 些 非 零 变 量 , a 中 的 非 零 变量 被 称 作 C. 因此 


(aim) =0, (amay m) = fw Omm' Ch. (8.63) 


注意 到 对 于 一 个 给 定 的 1, 每 一 个 am 有 相同 的 变量 , 这 是 非常 重要 的 一 点 . 比如 
Bi, 对 于 1 = 100, 所 有 的 201 个 aioom 来 自 相 同 的 分 布 图 . 当 测 量 这 201 个 相关 
系数 时 , 我 们 是 在 简化 这 个 分 布 . 这 些 信息 可 以 帮助 我 们 很 好 地 处 理 分 布 变量 . 另 
一 方面 , 如 果 我 们 测量 了 四 极 矩 (1 = 2) 的 5 个 组 成 部 分 , 我 们 并 没有 获得 关于 C 
的 足够 多 的 信息 . 因此 , 在 获得 C 上 有 一 个 基本 的 不 确定 性 . 这 个 不 确定 性 被 称 作 
宇宙 方差 (cosmic variance), 它 在 | 低 的 情况 下 很 有 意义 . 定量 的 说 , 这 个 不 确定 尺 
度 可 以 简化 为 样本 数 的 平方 根 的 倒数 ， 


AC; 5 
( Cı _ variance = 2l + I ` (8.64) 
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0 


Aim 


图 8.11 am 的 函数 分 布 图 . 这 个 分 布 的 期 望 值 是 0, 宽度 是 C 


现在 我 们 可 以 得 到 Ci 关于 Ok) 的 表达 式 . 首先 对 (8.62) 式 中 的 am 开平 方 ， 
然后 取 分 布 的 数学 期 望 . 对 此 我 们 需要 (Ok, P)O (k, p), 从 现在 开始 我 们 保持 对 
7 的 隐 含 依赖 . 这 个 期 望 值 很 复杂 因为 它 依赖 于 两 个 独立 的 现象 : (i) 扰动 的 初始 
振幅 和 相位 在 暴 胀 期 间 从 高 斯 分 布 被 选 出 来 ， 以 及 (ii) 我 们 在 本 章 研 究 的 演化 将 
初始 扰动 转变 成 各 向 异性 , 即 产生 对 p 的 依赖 . 为 了 简单 起 见 , 将 这 两 种 现象 分 开 
是 很 有 意义 的 , 将 光子 的 分 布 写成 x (0/6), 其 中 暗物质 密度 扰动 5 不 依赖 于 任何 
方向 向 量 . 8/6 正 是 我 们 在 最 后 两 章 中 的 解 : 给 定 一 个 模式 的 初始 振幅 , 我 们 已 经 
知道 了 如 何 随 着 时 间 演 化 . 这 个 比例 不 依赖 于 初始 振幅 , 因此 它 可 以 从 分 布 的 平均 
值 中 去 掉 , 有 


T A TI AR * O(k k, P) o*(k', p) 
(O(k, p)O(k’, p')) = (8(k)a* (k) aR) EE 
(27)363(K — RE) P(k) ra P) —. (8.65) 


其 中 第 二 个 等 式 应 用 了 物质 功率 谱 P) 的 定义 , 但 是 在 6/65 中 也 有 所 包含 . 这 个 
比例 是 由 5 和 © 的 演化 共同 决定 的 , CANKAT kA kp 尽管 它们 的 初始 振 
幅 和 相位 不 同 , 但 有 相同 k A kp 的 两 个 模式 的 演化 是 相同 的 . 

(8.62) 式 开 方 后 , 我 们 看 到 各 向 异性 谱 是 


G = | BP) [avi ô 


现在 我 们 可 以 用 (4.99) 式 的 倒数 Ol, k- p) = Xi) (21 + 1)P,(k .全 Bi(k) 对 


l 


a 


Yim (P (8.66) 
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O(k, kp!) 球 谐 展开 . 于 是 得 到 
h — (k)O%, 
a= /BPH DY tr +) SEES) 


vi" 


x / dOPy (k - p)Y;*, (B) / dO! Py (kB! )Vim (f'). (8.67) 


这 里 的 两 个 角 积 分 (练习 9) 是 一 样 的 . 它们 仅 当 =A P = 1 时 非 零 , 在 这 种 
情况 下 它们 等 于 4nYim(%)/(21 十 1)( 或 其 复 共 轿 ).d3k 积分 的 角 部 分 变 成 了 对 [Vien |? 
的 积分 , 积分 值 为 1. 于 是 得 到 

@,(k)? |? 
Slk) 


C, = Žž f dkk? P(k) (8.68) 
T Jo 


对 于 一 个 给 定 的 1, 变量 am 和 O 是 一 个 对 所 有 以 Ok) 为 变量 的 傅 里 叶 模式 的 
积分 . 现在 我 们 可 以 用 (8.56) AM (8.68) 式 画 出 今天 的 功率 谱 . 


8.6 各 向 异性 谱 
8.6.1 Sachs-Wolfe 效应 


大 尺度 的 各 向 异性 不 受 任何 微观 物理 的 影响 : 在 再 复合 时 期 , 对 各 向 异性 有 影 
响 的 扰动 在 尺度 上 远 远大 于 那些 可 以 通过 因果 关系 联系 起 来 的 尺度 . 在 这 些 最 大 的 
尺度 中 , 仅仅 单 极 矩 对 各 向 异性 有 作用 . 这 就 是 (8.56) 式 中 的 第 一 项 . 因此 , 再 复 
合 时 期 的 大 角度 的 各 向 异性 是 由 Bo 十 更 决定 的 . (8.56) 式 中 大 尺度 的 解说 明了 复 
BSF U(n.)/3. 在 大 多 数 的 宇宙 学 模型 里 , 再 复合 发 生 在 物质 辐射 相等 之 后 很 久 ， 
我 们 可 以 认为 当时 的 引力 势 等 于 现在 的 引力 势 除 以 增长 因子 . 因此 ， 

1 

~ 3Di(a=1) 


最 后 的 等 号 是 因为 在 非常 晚 的 时 期 , 没有 可 估计 的 各 向 异性 压力 , 更 = y. 
我 们 可 以 用 (7.7) 式 以 暗物质 分 布 的 形式 表示 今天 的 势能 ©, 因此 有 


Qo (te) + U(r) & = 


~ 3Di(a = 1) (n0). (8.69) 


O OnB? 
2k? Dı (a = 1) 


它 给 出 了 我 们 所 需要 的 : ERRAR bot V 的 和 的 表达 式 , 我 们 可 以 把 它 加 


到 (8.56) 式 中 的 单 极 矩 项 . 为 了 得 到 今天 的 各 向 异性 谱 , RIRE (8.68) 式 里 一 样 
作 积 分 , 得 到 


Oo(nx) 十 亚 (7*) = 6(70). (8.70) 


OF, Ho 


o = me eae erat b(n — nx)|P() (8.71) 


8.6 各 向 异性 谱 . 205 - 


其 中 上 标 代表 Sachs-Wolfe, 为 了 纪念 计算 大 尺度 各 向 异性 的 鼻祖 (Sachs and Wolfe, 
1967)， 功 率 谱 由 (7.9) RAE, 其 中 的 转移 函数 为 1( 因 为 我 们 考虑 的 是 很 大 的 尺 
度 ). 因此 


2 oo 
ed [2a] 52, f LE iani. (8.72) 
i š D,(a=1) o Keon" 


(8.72) 式 中 的 大 尺度 各 向 异性 可 以 被 解析 地 计算 出 来 . 首先 , 我 们 利用 n < no, 然 
后 定义 z = kyo. 因此 功率 谱 可 以 被 写成 


2 oo 
OFW ~ n(noHo)*” (sa) a, | Sila). (8.73) 
对 球 贝 塞 尔 函 数 的 积分 可 以 通过 伽 马 函数 被 解析 地 表达 出 来 ((C.17) R), 于 是 得 到 


rà 5) 
= Q á 3 2 T(3-—n 
CF 9A aye i E E Te) toy 
Di (a = 1) T ie ® ra (2-7) 
53 9 2 


如 果 功 率 谱 是 Harrison-Zel’dovich-Peebles, n = 1, RAWE RARE — At T(1)/ 
TU +2) 等 于 I+D 71 (BS (0.24) R). R FERME RAAH HEE T(2)/T?(3/2) = 
4/r( 参 考 (0.25) sh), 因此 


2 
(1+ 1)08¥ = z (a) 8, (8.75) 
是 一 个 常数 . 实际 上 , 这 就 是 天 文学 家 画 !( + 1)C: 图 的 原因 : 在 | 值 很 小 时 ,Sachs- 
Wolfe 效应 近似 得 很 好 . 

图 8.12 描绘 了 COBE 对 三 个 CDM 模型 的 玻 尔 效 曼 解 的 大 角 尺 度 的 测量 结 
果 . 注意 到 , 即使 当 n= 1 时 , 真实 的 功率 谱 都 不 像 (8.75) 式 描述 的 那样 完全 是 平 
的 . 再 复合 时 期 的 偶 极 矩 (在 (8.74) 式 中 被 忽略 ) 贡献 不 大 . 积分 的 Sachs-Wolfe 效 
应 也 不 完全 可 以 忽略 , 尤其 是 在 A 模型 中 , 一 旦 宇宙 到 晚期 由 A 主导 , 势能 就 开始 
衰减 . 对 于 一 个 = 1 的 功率 谱 , 来 自 COBE 的 5 的 最 佳 拟 合 值 是 


ôg = 1.9 x 1075, Qn=1 
ôg = 4.6 x 107°, Nm =0.3;QA = 0.7. (8.76) 
图 8.12 EHRT- AARE, 其 中 n 不 等 于 1. 在 这 样 的 一 个 模型 中 , 对 


H Harrison-Zel’dovich-Peebles 中 n = 1 的 谱 , 各 向 异性 的 尺度 为 1*-!. 你 可 以 从 
(8.74) 式 看 到 这 个 尺度 , 或 是 更 直接 地 从 (8.73) 式 的 积分 项 看 . 这 个 积分 在 z ~ 1 
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处 达到 极 值 , 因此 z 可 以 粗略 地 被 ! 代替 . 因此 , 从 z-! 到 xz 的 积分 可 以 使 得 
尺度 为 mm-!1 功率 谱 有 所 变化 . 正如 图 8.12 描绘 的 ,COBE 的 数据 在 ! ~ 10 处 有 最 
大 的 权重 , 但 是 | 的 范围 跨越 一 个 量 级 . 因此 , BRR COBE HRT. 但 
Æ, 为 了 得 到 对 普 动 进行 更 好 的 限制 , 对 一 个 更 宽 的 角 尺 度 的 测量 还 是 有 必要 的 . 


[Xt1) CUV/2mj /pK 


图 8.12 大 尺度 各 向 异性 . 阴影 区 域 是 COBE 卫星 观测 的 结果 (Bennett et al.,1996). 曲线 
描绘 的 是 标准 CDM 和 ACDM(n 都 等 于 1) 的 谱 线 . 扰动 模型 和 标准 CDM 一 样 , 只 是 
n=0.5. 在 ACDM 模型 中 , 晚期 的 ISW 效应 在 大 尺度 对 各 向 异性 的 影响 增强 . 注意 , 在 随后 
的 Cr 图 中 , 画 出 的 都 是 各 向 异性 的 均 方 根 , TEL CO. O 是 无 量 纲 的 , 因此 uk 来 自 与 背 
景 温度 T = 2.73K 的 乘积 项 


8.6.2 ”小 尺度 的 各 向 异性 谱 


小 尺度 各 向 异性 谱 不 仅仅 依赖 于 单 极 矩 , 也 依赖 于 偶 极 矩 和 积分 的 Sachs-Wolfe 
效应 . 图 8.13 展示 了 它们 对 功率 谱 的 影响 . 让 我 们 按 顺序 分 别 考 虑 一 下 . 

在 再 复合 时 期 的 单 极 矩 (Bo + V)(k n) 自由 传播 到 现在 时 刻 , 引起 了 角 尺 度 
l~ kno 上 的 各 向 异性 . 这 正 是 我 们 在 图 8.4 中 所 期 望 的 ,(8.56) 式 对 其 进行 了 证 明 ， 
现在 可 以 直接 从 图 8.13 的 上 图 看 出 . 在 定量 研究 自由 流动 方面 有 两 个 有 趣 的 特点 . 
第 一 , 注意 到 在 单 极 矩 谱 的 零点 , 图 上 的 400,650 和 970 处 , 由 于 在 一 个 给 定 角 尺度 
上 的 许多 模式 的 作用 而 被 平滑 掉 . 如 果 仅 仅 是 天 = 400/mo 的 模式 对 1 = 400 的 各 向 
异性 有 影响 , 那么 Caoo 将 真 的 是 0. 但 是 还 有 许多 的 波 数 大 于 400/n 的 非 零 模式 
在 起 作用 . 这 些 将 0 点 变 成 O 谱 上 的 一 个 波 谷 . 

第 二 个 值得 注意 的 自由 流动 的 特点 是 我 们 对 峰值 位 置 的 初始 估计 不 够 准确 . 尺 
FE k 上 的 不 均匀 性 并 不 能 精确 地 反映 尺度 1 = kn 上 的 各 向 异性 . 而 是 在 图 8.13 
上 图 有 一 个 可 观测 到 的 移动 , 这 意味 着 一 个 给 定 的 模式 影响 的 尺度 比 我 们 期 望 
的 7 BY). 这 个 移动 来 自 于 (8.56) 式 中 的 球 贝 塞 尔 函 数 . 正如 图 8.14 描绘 的 那样 ， 
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在 贝 塞 尔 函 数 中 的 峰值 并 不 在 ! = kn 处 , 而 是 在 更 小 的 ! 值 处 . 另外 , 我 们 对 于 
空间 ((8.25) 式 ) 峰值 位 置 的 初始 估计 也 有 一 些 偏 高 . 


| 考虑 ISW 3 


200 400 600 800 1000 
l 


图 8.13 ”小 尺度 各 向 异性 .上 图 : 再 复合 时 期 的 单 极 矩 (Bo 十 亚 )(k =I/n0, m) 包含 了 最 后 
各 向 异性 谱 的 大 部 分 结构 . 当 通过 (8.56) 式 积分 自由 流动 时 , 谱 线 略微 向 低 ! 处 偏 移 .中 间 图 : 
考虑 偶 极 矩 后 提升 了 各 向 异性 谱 . 因为 偶 极 矩 与 单 极 矩 的 相位 不 同 , 因此 会 使 得 波 谷 的 作用 
减 小 . FA: ISW 效应 在 视界 线 的 尺度 上 增强 了 各 向 异性 . 在 这 种 条 件 下 , 再 复合 附近 的 势能 
发 生变 化 , 因为 那个 时 候 的 宇宙 不 是 纯 物 质 主导 的 . 因此 第 一 峰值 获得 了 最 多 的 额外 能 量 . 
在 整个 图 中 , h =0.5,Qm = 0.06, Qm = 1 


例如 , 对 于 图 8.13 中 的 模型 描绘 的 第 一 峰值 的 期 望 位 置 xwmo/r。 比 280 稍 高 . 
然而 , 在 空间 里 的 单 极 和 矩 中 , 第 一 峰值 出 现在 kno ~ 260. 这 两 个 效应 使 得 预测 的 
峰值 位 置 向 低 1 处 移动 , 峰值 比 (8.25) 式 预期 的 要 大 , 这 使 得 峰值 预期 的 位 置 移动 
BK 1 处 . 一 个 较 好 的 第 一 峰值 位 置 估计 是 lp ~ 0.75rmo/rs. 

如 果 不 考虑 相位 的 话 , 再 复合 时 期 的 偶 极 矩 比 单 极 抢 小 . 在 图 8.13 的 中 图 中 
展示 了 加 入 了 偶 极 矩 后 提升 了 各 向 异性 的 整体 水 平 , 尤其 是 在 波 谷 处 . 没有 偶 极 拢 
的 话 (在 这 个 模型 中 ) 第 一 峰值 高 度 (在 1 ~ 200 处 ) 和 第 一 波 谷 高 度 (在 1 ~ 400) 
的 比 大 约 是 2.5:1, 偶 极 矩 的 存在 使 得 这 个 比例 降低 到 1.5:1. I RA 
在 不 考虑 相位 的 情况 下 的 直接 表现 . 也 就 是 说 , 在 单 极 矩 对 各 向 异性 影响 最 小 的 地 
Fi, 即 波 谷 处 , 偶 极 矩 的 贡献 最 大 . 另 一 个 关于 单 极 矩 和 偶 极 矩 两 者 关系 的 评注 是 : 
ESRF. 以 此 方式 , 为 了 得 到 Ci, 当 对 所 有 的 k 模式 积分 时 , 交叉 项 将 会 
消失 . 这 可 以 在 数学 的 角度 上 , 从 球 贝 塞 尔 函 数 的 特性 看 出 (练习 12). 任意 意味 着 
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偶 极 矩 对 功率 谱 的 重要 性 不 是 人 们 想 的 那么 简单 . 如 果 在 再 复合 时 期 偶 极 矩 的 振 
幅 是 单 极 矩 振幅 的 30%, 偶 极 矩 对 Ci 的 作用 仅 为 10%(1? + 0.32 = 1.1). 


0.0003 


0.0002 


(100)? 


60 80 100 120 
8.14 球 贝 塞 尔 函 数 , 7,(100). 注意 , 峰值 在 1 ~ 90 处 , 比 讨论 值 稍 小 


如 果 势 能 在 再 复合 之 后 发 生变 化 的 话 , 那么 积分 的 Sachs-Wolfe 效应 也 很 重要 . 
为 了 看 出 在 什么 尺度 上 会 受到 ISW 效应 的 影响 , 考虑 (8.56) 式 中 的 积分 项 . 假定 
势能 在 n 时 刻 发 生变 化 , 那么 所 有 亚视 界 尺度 (kn. > 1) 上 都 会 受到 影响 . NÆR 
函数 的 峰值 在 1 ~ k(no — ne) 处 ; 因此 所 有 的 角 尺 度 1 > (no 一 ne)/ne 都 会 受到 影响 . 
最 大 的 影响 通常 是 视界 尺度 上 的 . 

最 好 的 、 最 流行 的 ISW 效应 的 例子 是 再 复合 时 期 的 剩余 辐射 . 如果 宇宙 是 由 
纯 物质 主导 的 , 将 不 会 有 这 种 效应 . 但 是 , 向 纯 物 质 主 导 的 转移 不 是 突然 发 生 的 , 即 
使 对 于 aea ~ 1074, ISW 效应 是 在 再 复合 时 发 生 的 . 这 个 早期 的 ISW 效应 尤其 重 
要 , 因为 它 是 相干 地 加 到 单 极 矩 上. 为 了 理解 这 一 点 , 对 (8.56) 式 的 最 后 一 项 作 分 
部 积分 . ABA, 这 个 主导 作用 来 自 n n, 因此 在 此 处 可 以 估计 贝 塞 尔 函 数 , 只 剩 下 
零散 的 积分 


Oi(k, no) SW = [W(k, mo) — Wk, nx) — E(k, no) + E(k, n)lji [klo — ns)]- (8-77) 


这 种 相位 相 加 使 得 和 单 极 矩 (和 相同 的 贝 塞 尔 函 数 成 比例 ) 相位 一 致 , 因此 尽管 在 
大 小 上 对 ©, 的 影响 比 偶 极 矩 小 很 多 , 但 是 对 各 向 异性 谱 的 影响 却 是 不 相称 的 . 30% 
的 偶 极 矩 使 得 C/ 上 有 10% 的 变化 , 而 5% 的 ISW 效应 同样 会 导致 0,10% 的 变 
化 . 最 下 面 一 幅 图 展示 了 大 尺度 1 ~ mo/m E, 由 于 早期 ISW 效应 有 了 一 个 很 大 的 
提高 . 


8.7 ”宇宙 学 参量 
各 向 异性 谱 依 赖 于 字 宙 学 参量 , 这 个 基本 的 事实 在 最 初 引起 了 巨大 的 玄 动 (由 
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于 有 太 多 的 简 并 我 们 将 无 法 测量 任何 一 个 参数 ). 随 着 越 来 越 多 的 定量 研究 的 开展 ， 
这 种 摇摆 摆 向 了 另 一 边 (我 们 可 以 解 开 这 种 简 并 , 并 能 在 一 定 精度 上 测量 宇宙 学 参 
量 ). 最 近 , 公众 对 此 持 谨慎 而 乐观 的 态度 . 确实 , NE COBE 发 现 大 尺度 各 向 异性 
的 10 年 后 , 就 有 了 一 系列 的 试验 合作 , 试图 通过 测量 第 一 峰值 的 位 置 来 确定 一 个 
参量 (总 的 能 量 密度 ). 其 中 的 一 些 已 经 测量 到 了 接 下 来 的 二 个 峰值 , 由 此 可 以 推出 
重子 密度 , 这 个 参量 对 这 些 峰值 的 位 置 和 高 度 都 有 很 大 影响 . 

我 们 已 经 发 展 了 用 来 测量 宇宙 学 参量 的 理论 工具 . 在 这 一 节 中 , 我 们 会 利用 这 
些 工具 来 理解 各 向 异性 谱 是 如 何 随 着 宇宙 学 参量 的 变化 而 变化 的 . 

必须 明确 的 一 点 是 , 哪些 参量 是 可 以 变化 的 , 这 很 重要 . 在 这 里 我 将 要 考虑 8 
个 参量 : 

。 曲率 密度 , Qi 三 1 一 0 一 QA 

。 归 一 化 参量 , C1o 

o RMB, n 

。 张 量 模式 , (精确 的 定义 参考 练习 18) 

。 再 电离 参数 , 

。 重子 密度 , wh? 

© 物质 密度 , Umh? 

。 宇宙 学 常数 能 量 密度 , On 

这 个 列表 中 有 两 点 值得 注意 ， 第 一 就 是 很 明显 它 没有 包含 所 有 可 能 的 宇宙 学 
参量 . 例如 , 没 涉 及 中 微 子 质量 (在 后 面 的 章节 中 , 它 的 质量 都 将 设 为 0), 暗 能 量 状 
态 方程 w( 设 为 -1, 对 应 宇宙 学 常数 ), URADE ny( 设 为 0). 第 二 点 是 我 选 出 
特定 参量 的 组 合 , 如 Uh, 而 不 是 分 开 的 Q 和 h. 这 是 很 好 解释 的 (例如 , 相互 交 
蔡 的 峰值 依赖 于 wh), 但 也 容易 引起 混淆 . 常见 的 争议 是 , 在 平坦 的 宇宙 中 (第 一 
参量 曲率 密度 等 于 0), 为 什么 宇宙 学 常数 和 物质 密度 可 以 改变 ? 它们 加 起 来 不 一 定 
等 于 1 吗 ? 在 平坦 的 宇宙 中 , Qm + OA 等 于 1 是 正确 的 , 但 是 这 不 妨碍 我 们 改变 
Umh? 和 On, 因为 当 两 个 密度 之 和 为 1 时 , h 还 可 以 变化 . 

为 了 反复 强调 这 一 点 , 考虑 两 个 分 析 人 员 . 分 析 员 A 工作 在 平坦 的 宇宙 中 用 
Amh? 和 QA 作为 她 的 两 个 自由 参量 . 分 析 员 B 也 假定 宇宙 是 平坦 的 , 但 是 以 h 和 
QA 作为 他 的 参量 . 当 A 提高 QA 时 , 物质 密度 (mh) RRA, 因此 辐射 与 物质 
相等 时 刻 也 保持 固定 . AM, 当 B 提高 他 的 QA 时 , 为 了 保持 宇宙 是 平坦 的 , 他 必 
须 降低 Om. 因此 他 也 降低 了 物质 密度 (因为 h 保持 不 变 ), 由 此 导致 cea 更 加 靠近 
现在 . aea 的 改变 将 会 导致 ISW 效应 增强 , 因此 会 有 一 个 更 大 的 峰值 . 分 析 员 A 很 
有 远见 地 将 mh 看 作 一 个 整体 作为 参量 , 就 不 会 有 这 种 结果 . 实际 上 , 这 种 增 大 
仅仅 是 间接 地 由 QA 导致 , 而 不 是 较 小 的 mh 直接 引起 的 结果 . 

现在 让 我 们 依次 考虑 每 一 个 参量 的 影响 . 
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8.7.1 ”曲率 


如 果 宇 宙 不 是 平坦 的 , 图 8.4 就 不 再 精确 , 因为 零 质量 粒子 的 测 地 线 使 得 光子 
路 径 不 再 平行 . 考虑 一 下 这 种 情况 下 的 各 向 异性 . 假设 在 一 个 平坦 宇宙 和 一 个 开放 
的 宇宙 中 , 在 再 复合 时 期 , 有 相同 的 不 均匀 模型 . 如 图 8.15 所 示 , PARKS AH 
性 的 (第 一 峰值 处 ) 物理 尺度 在 开放 的 宇宙 中 的 投影 的 角度 较 小 ,， 因此 峰值 向 较 高 
的 1 移动. 这 恰恰 是 图 8.16 所 描绘 的 情形 . 


Freestreaming in an open universe 


A815 ”开放 的 宇宙 中 光子 的 轨迹 是 发 散 的 . 比 起 平坦 宇宙 , 开放 的 宇宙 中 的 最 后 散射 的 
扰动 发 生 在 更 小 的 尺度 上 


图 8.16 ”平坦 宇宙 和 开放 的 宇宙 中 的 各 向 异性 谱 . 阴影 区 域 的 数据 来 自 于 三 个 小 尺度 的 
观测 : DASI (黑色 部 分 ; Halverson et al., 2002), Boomerang (灰色 部 分 ; Netterfield et al., 
2002), 和 Maxima ( 浅 色 部 分 ; Lee et al., 2001). 在 开放 的 宇宙 中 的 波动 起 伏 依然 存在 只 是 

向 较 小 尺度 移动 . 观测 数据 与 平坦 宇宙 符合 较 好 . 两 条 曲线 相同 的 参数 为 n=1, Qmh? = 
0.15, 4h? = 0.02, 并 且 没 有 再 电离 、 张 量 或 宇宙 学 常数 . 开放 的 宇宙 中 有 Qk = 1 一 Qm = 

0.7; 平坦 宇宙 中 除了 Qk = 0, 其 他 参数 与 开放 的 宇宙 一 臻 


这 个 影响 的 大 小 是 由 到 达 最 后 散射 面 的 共 动 角 直 径 距 离 决定 的 , 在 平坦 宇宙 中 
ESF m- ne, 在 一 个 由 (2.46) 式 决 定 的 带 有 曲率 的 宇宙 中 等 于 z.. 图 8.17 描绘 
了 这 个 以 曲率 密度 为 变量 的 距离 函数 , 其 他 参量 保持 不 变 . 角 直 径 距 离 的 尺度 大 小 
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是 (1 一 Qh)-" 气 , AUK EE Q = 0.7 的 开放 宇宙 中 比 在 平坦 宇宙 中 要 大 1.7 f. 从 
图 8.16 中 注意 到 第 一 峰值 从 一 个 模型 移 到 另 一 个 模型 的 大 小 正 是 这 个 值 . 结合 所 
有 的 参量 来 考虑 , 曲率 是 至 今 对 峰值 位 置 影响 最 大 的 . 


开放 宇宙 


[Qn Ho] /da(z)(1+z) 


8.17 在 z ~ 1100 处 , 以 曲率 为 函数 的 到 最 后 散射 面 的 共 动 角 直 径 距 离 . 开放 宇宙 中 的 
距离 比 闭 合 宇宙 的 要 大 


图 8.16 描绘 的 是 2002 年 的 数据 .在 1 ~ 200 处 的 第 一 峰值 有 一 个 很 明显 的 
提高 之 后 又 有 一 个 明显 的 下 降 ， 当 刚刚 获得 第 一 批 数据 时 (大 约 是 1998 年 ) 有 
人 怀疑 不 会 有 任何 数据 可 以 跨越 整个 峰值 , 把 这 些 数据 整合 到 一 起 是 非常 困难 的 . 
但 是 在 一 到 两 年 内 , 随 着 含有 足够 信息 能 排除 开放 的 宇宙 的 大 量 数据 的 出 现 , 这 种 
反对 声 也 随 之 消失 . 这 些 大 量 的 数据 来 自 TOCO(Miller et al.,1999), Boomerang(de 
Bernardis et al.,2000) 和 Maxima(Hanany et al.,2000). DASI(Halverson et al.,2002) 
探测 ， 结 合 重新 分 析 过 的 Boomerang 和 Maxima 数据 , 有 力 地 支持 了 平坦 宇宙 理 
论 . 

当然 , 一 个 真正 意义 上 的 平坦 宇宙 仅仅 是 参数 空间 中 的 一 点 , 在 这 一 点 上 能 量 
密度 总 和 等 于 临界 密度 , 除了 这 一 点 没有 任何 数据 可 以 排除 所 有 的 值 . 而 现在 的 数 
据 表 明 总 的 密度 与 临界 密度 之 间 有 大 约 5% 的 误差 . 而 曾经 被 天 文学 家 宠爱 的 经 典 
开放 的 宇宙 与 临界 密度 的 误差 是 30%, 因此 由 于 太 高 的 置信 区 间 而 被 排除 . 


8.7.2 ”参数 的 简 并 


8.18 描绘 了 四 个 参数 变化 的 结果 . 在 依次 讨论 每 一 个 参量 之 前 , 很 有 必要 说 
明 一 点 , 所 有 的 这 些 参量 对 功率 谱 的 改变 都 是 相似 的 . 谱 的 形状 几乎 不 会 变化 , 仅 
仅 是 使 得 谱 线 上 下 移动 而 已 . 


归 一 化 .参量 Cio 使 得 谱 线 上 下 移动 变化 . MER, 在 图 8.18 中 的 四 个 参量 的 
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变化 中 , 它 是 唯一 一 个 使 振幅 升 高 的 参量 . 


10 100 ~~ 1000 


图 8.18 各 向 异性 谱 随 着 Cio0,7,7,n 变化 而 发 生 的 变化 . 基本 模型 ( 粗 线 ) 是 平坦 宇宙 , 其 中 
没有 再 电离 或 张 量 , n = 1, mh? = 0.16, Qh? = 0.021 以 及 On = 0.7. 每 个 细 线 表示 的 是 
只 改变 其 中 一 个 参量 .再 电离 使 得 最 后 散射 面 的 光 深 等 于 0.2 而 不 是 0; MAH RA 
n=0.8,r=1 表示 张 量 和 标量 对 四 极 矩 的 影响 相同 ; 归 一 化 使 得 Cio 比 基 本 模型 高 10%. 
标 有 张 量 的 曲线 仅仅 是 张 量 对 各 向 异性 的 影响 . 只 有 7 = 1 的 曲线 包括 这 种 影响 ; 所 有 其 他 的 
都 假定 没有 来 自 张 量 的 各 向 异性 


a BNI CARR T Baw (n 41) 的 大 角度 效应 . 如 果 n < 1, 那么 小 尺度 
的 各 向 异性 比 n = 1 模型 的 要 小 . 从 图 8.18 中 可 以 看 出 , 尺度 越 小 , 这 个 效应 越 明 
显 . 因此 在 这 四 个 被 考虑 的 参量 中 , 砚 动 有 着 最 与 众 不 同 的 形状 一 它 不 是 一 个 简单 
的 上 下 变化 一 或 许 将 可 以 很 容易 地 被 提取 出 来 . 定量 的 说 , 谱 尺 度 为 

Ci(n i es 

anny ~ G=) (8.78) 

其 中 livo = 10, 因为 我 们 考虑 的 是 Cio. 基于 这 些 , VC 在 图 8.18 中 被 描绘 出 来 ， 
从 中 可 以 看 出 在 1 = 1000 处 , 这 个 尺度 表现 得 非常 好 . 

再 电离 .到 了 晚期 , 宇宙 是 几乎 被 完全 电离 的 ， 我 们 可 以 通过 高 红 移 类 星体 的 
吸收 谱 来 观测 它 , 目前 还 没有 任何 证 据 表 明 我 们 能 观测 到 一 个 均匀 的 中 性 背景 , 直 
至 追溯 到 z ~ 6 时 (Becker et al.,2001;Fan et al.,2002). 再 电离 使 得 CMB 和 电子 发 
EEH. 如 果 有 足够 的 散射 发 生 , 也 就 是 说 , 如 果 到 最 后 散射 面 的 光 深 足够 高 , 各 向 
同性 将 被 恢复 ; 同 理 , 原 处 各 向 异性 也 就 消失 . 

有 几 种 方式 可 以 定量 地 观测 再 电离 效应 . 一 个 是 假想 一 个 光子 在 我 们 的 方向 上 
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以 温度 T+ 9] 传播 , 其 中 了 是 背景 温度 , O 是 扰动 . 如 果 光子 到 达 一 个 光 深 为 + 
的 区 域 , 那么 仅仅 有 e-” 比例 的 光子 逃离 继续 传播 到 我 们 这 里 . 加 上 这 个 影响 , 我 
们 还 可 以 得 到 来 自 电离 区 1 一 e-" 比例 的 光子 . 所 有 的 这 些 光子 都 带 有 相同 的 温度 
T. 因此 我 们 今天 看 的 温度 是 


TIL+ele-+T( — e77) =TIL+eer-7]， (8.79) 


从 平均 温度 T 中 减 去 的 部 分 告诉 我 们 部 分 的 各 向 异性 将 会 是 6, 这 个 原初 部 分 发 
生 在 z ~ 1100, 还 要 乘 以 一 项 e. 当然 这 个 结论 仅仅 会 影响 再 电离 时 期 视界 之 内 
的 尺度 , 因此 大 于 mo/nreion 的 多 极 矩 1 将 受到 e- 的 压制 作用 , 小 的 1 则 不 会 受 影 
响 . 这 可 以 从 图 8.18 中 看 出 , 其 中 的 再 电离 曲线 在 大 尺度 上 在 标准 曲线 之 上 , 而 在 
小 尺度 上 受到 了 压制 . 

张 量 .从 第 5 章 我 们 看 到 一 旦 它们 进入 了 视界 线 , 引力 波 的 振幅 就 会 消失 . 
此 , 引力 波 仪 仅 在 再 复合 时 期 在 比 视界 线 大 的 尺度 上 对 各 向 异性 谱 有 影响 . 通常 地 ， 
转换 成 角 尺 度 即 为 ! < 100. 实际 上 在 图 8.18 中 的 张 量 曲 线 显 示 出 在 1 > 100 之 后 
张 量 就 会 消失 . 我 们 仅仅 可 以 观测 到 由 张 量 和 标量 综合 作用 的 各 向 异性 . 因此 , 如 
果 张 量 扰动 是 在 大 暴 胀 期 间 产生 的 , 并 且 如 果 总 的 ( 张 量 加 标量 ) 各 向 异性 谱 与 大 
尺度 数据 (COBE) 一 致 , 那么 小 尺度 张 量 振 幅 将 比 大 尺度 的 振幅 要 小 . 因此 , ÆR 
È ! > 100 时 , 仅 有 标量 存在 , 此 时 各 向 异性 谱 将 会 与 图 8.18 中 的 标准 模型 一 样 ， 
只 是 有 一 个 较 低 的 振幅 . 


8.7.3 ”独特 的 印记 


我 们 要 考虑 的 最 后 一 组 变量 是 重子 密度 Wh WAER mh 和 宇宙 学 常 
数 . 正如 从 图 8.19 中 看 到 的 , 这 些 变化 都 会 使 得 各 向 异性 谱 有 一 个 较 大 的 变化 . 在 
一 定 程度 来 说 它们 比 前 面 提 到 的 几 个 参数 更 难 理解 (但 是 比较 容易 从 数据 中 提取 
出 来 ). 

这 些 参量 的 任何 一 个 都 引起 了 功率 谱 波 峰 和 波 谷 位 置 的 小 小 的 移动 . 为 了 理解 
这 些 移动 , 很 有 必要 回忆 一 下 在 平坦 宇宙 中 , 尺度 为 k 上 的 不 均匀 性 出 现在 1 = kr 
E, 而 峰值 出 现在 lp = kpno ~ nano/rs(n«)((8.25) Ñ, 另外 207 页 中 的 讨论 结果 是 
lp 的 实际 值 要 低 25%). 图 8.20 中 描绘 了 这 个 以 物质 和 重子 密度 为 函数 的 比值 . 它 
对 物质 密度 的 依赖 更 敏感 一 些 , 因此 , 当 物 质 密度 下 降 时 峰值 间距 会 增加 . 但 是 对 
重子 密度 也 有 一 定 程度 的 依赖 . 随 着 密度 的 固定 , 引入 宇宙 学 常数 不 能 改变 声 视界 ， 
但 是 它 对 no 有 些 影 响 , 因此 峰值 也 会 移动 . 

重子 密度 .除了 由 于 声 视界 导致 的 功率 谱 侧 移 , 重子 密度 的 改变 也 会 影响 峰值 
高 度 . 我 们 已 经 接触 了 各 向 异性 谱 以 何 种 方式 依赖 重子 密度 . 从 图 8.19 中 可 以 清楚 
地 看 到 , 最 主要 的 是 当 重 子 密度 大 时 , 奇数 峰 (图 中 的 第 一 个 和 第 三 个 ) 比 偶数 峰 
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高 . 这 是 重子 物质 低频 振荡 的 衍生 物 . 这 种 改变 几乎 是 独一无二 的 , 它 使 得 重子 密 
度 成 为 最 容易 从 CMB 中 提取 出 的 其 中 一 个 . 2001 年 观测 (如 ,Pryke et al.,2001) 的 
结果 给 出 Qsh? = 0.022 + 0.04, 这 个 限制 毫 无 疑问 将 会 被 WMAP 和 Plank 卫星 的 
数据 限制 得 更 加 精确 . 由 于 Qsh? 带 来 的 第 二 个 变化 是 重子 密度 的 增加 降低 了 扩散 
KE. 因此 , 一 个 较 大 的 重子 密度 意味 着 阻尼 向 着 小 角度 移动 , 因此 在 高 重子 密度 
Qsh? 的 模型 中 , 尺度 1 > 1000 上 的 各 向 异性 谱 会 更 大 . 


5 


# 
1—2; h 


200 400 600 800 1000 


图 8.19 ” 随 着 重子 密度 、 物质 密度 和 宇宙 学 常数 变化 而 变化 的 各 向 异性 谱 . 基本 模型 与 
图 8.18 中 的 相同 
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图 8.20 ”再 复合 时 期 的 逆 声 视界 . 在 平坦 宇宙 中 , CMB 中 的 声波 峰值 间距 等 于 xemo /rs (mx) 


宇宙 学 常数 .宇宙 学 常数 是 一 个 较 晚 时 期 的 现象 . 它 不 在 再 复合 时 期 附近 , 因此 
不 会 对 那个 时 候 的 扰动 有 影响 . 因此 , 宇宙 学 常数 唯一 可 能 的 影响 是 对 刚 进 入 视界 
线 的 自由 流动 和 最 大 角 尺 度 的 影响 . 由 于 自由 流动 导致 的 变化 在 图 8.19 中 可 以 看 
出 . 如 果 没 有 宇宙 学 常数 功率 谱 将 会 向 小 的 角 尺 度 移动 . 在 练习 13 中 , 你 将 要 通过 
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比较 A 宇宙 和 物质 主导 宇宙 中 的 共 形 时 间 来 解释 这 个 小 的 移动 . 图 8.19 也 说 明了 
在 A 宇宙 中 各 向 异性 谱 在 小 尺度 上 偏 低 . 这 是 大 角度 归 一 化 的 直接 结果 . EAF 
宙 中 , 有 晚期 的 ISW 效应 , 它 使 得 大 角度 上 的 各 向 异性 有 所 增强 . 如 果 我 们 在 这 些 
尺度 上 作 归 一 化 , 那么 小 尺度 上 的 各 向 异性 将 会 相应 地 变 小 . 

物质 密度 .如 果 物 质 密度 较 低 , 辐射 与 物质 发 生 的 时 刻 则 离 再 复合 更 近 , 因此 在 
计算 再 复合 时 期 的 不 均匀 性 时 必须 要 考虑 辐射 密度 . 尤其 是 , 由 于 辐射 没有 能 力 到 
达 星 系 团 导致 的 势能 衰减 为 振荡 提供 了 一 个 很 强 的 动力 . 因此 , 此 时 的 60(n,) 比 一 
个 纯 物 质 主导 的 宇宙 要 大 . 进一步 说 , 再 复合 之 后 , 因为 势能 不 是 常数 ,ISW 效应 对 
最 后 的 各 向 异性 谱 也 有 很 大 的 影响 . 因此 , 如 果 物 质 密度 低 的 话 , 小 尺度 各 向 异性 就 
会 增加 . 这 个 效应 也 已 经 被 探测 到 , Pryke 等 (2001) 的 观测 有 O,,h? = 0.16 + 0.04. 
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仅 在 发 现 CMB 之 后 的 几 年 内 , 大 尺度 的 Sachs-Wolfe 效应 首次 被 Sachs 和 
Wolfe 于 1967 年 预测 到 . 随后 有 几 个 小 组 开始 从 事 紧 密 耦合 极限 处 的 各 向 异性 的 
研究 : Doroshkevich,Zel’dovich 和 Sunyaev(1978), Atrio-Barandela 和 Doroshkevich 
(1994), Jorgenson 等 (1995)， 这 部 分 的 研究 由 Seljak (1994) 及 Hu 和 Sugiyama 
(1995) 完善 , 后 者 是 本 章 中 半 解 析 方法 的 基础 . 另外 ,Seljak 和 Zaldarriaga (1996) 介 
绍 的 CMBFAST 是 一 个 很 重要 的 工具 , 尤其 在 快速 、 精 确 的 数据 工作 中 . 扩散 阻尼 
有 时 被 称 作 Silk BAJA, 是 由 于 Silk (1968) 一 文中 认识 到 了 它 的 重要 性 . 另外 两 个 感 
兴趣 的 文章 是 Zaldarriaga & Harari (1995) 一 一 它 讨论 了 在 阻尼 尺度 上 的 极 化 效应 
(参考 练习 7) 和 Hu & White (1997a) 一 一 它 介 于 其 他 工作 之 间 , 给 出 了 适用 于 很 宽 
范围 参数 的 阻尼 尺度 . 

过 去 的 十 年 中 有 数 百 篇 论文 对 各 向 异性 谱 是 如 何 依 赖 宇宙 学 参数 的 问题 给 出 
解释 ， 我 记得 这 个 领域 里 的 一 个 先驱 Dick Bond， 曾 在 1992 年 的 一 个 关于 早期 
COBE 数据 的 会 议 上 做 了 一 个 报告 , 在 报告 中 他 挥动 他 的 手 穿 过 一 个 多 维 的 参数 
空间 , 并 解释 我 们 现在 的 目的 是 为 通过 这 个 空间 找到 方向 . 在 这 些 文献 中 最 重要 的 
是 对 曲率 的 依赖 (Kamionkowski, Spergel and Sugiyama, 1994), 第 一 峰值 高 度 的 简 
并 (Bond et al., 1994), 以 及 在 小 尺度 信息 上 对 简 并 的 突破 (Jungman et al., 1995). 
最 近 的 文章 中 ,Hu 等 (2000) 的 文章 是 一 篇 很 好 的 参考 文献 . 

我 已 经 忽略 了 一 些 重要 的 参量 . 关于 暗 能 量 对 CMB 的 影响 还 没有 得 到 很 好 地 
研究 : 首先 由 Coble, Dodelson 和 Frieman (1997) 接着 由 Caldwell, Dave 和 Stein- 
hardt (1998) 在 更 一 般 化 的 条 件 下 研究 . 文献 (Ma and Bertschinger, 1995; Dodel- 
son, Gates and Stebbins, 1996) 中 研究 了 大 量 中 微 子 在 5% ~10% 的 水 平 上 对 各 向 
异性 谱 的 影响 . 由 于 张 量 造成 的 各 向 异性 在 被 COBE 观测 到 之 后 变 成 了 一 个 热门 
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话题 . 关于 半 解 析 的 方法 和 许多 关于 将 张 量 各 向 异性 与 参量 联系 起 来 的 文献 请 参 
考 文献 (Turner, White and Lidsey，1993)， 虽 然 再 电离 对 于 再 复合 之 前 的 原初 各 
向 异性 的 作用 已 经 得 到 了 很 好 的 理解 ,但 是 出 现 了 另 一 个 关于 次 级 各 向 异性 的 热 
门 话题 , 这 个 各 向 异性 是 在 再 电离 之 后 产生 的 . 这些 将 会 在 下 一 代 的 实验 中 得 到 
证 明 . 

3k: The Cosmic Microwave Background (Partridge) 对 本 书 中 忽略 的 一 些 实验 
有 很 好 的 介绍 . COBE 的 发 现 性 文章 是 (Smoot et al., 1992),4 年 的 观测 在 (Bennett 
et al., 1996) 一 文中 . 还 有 许多 关于 COBE 数据 分 析 的 好 文章 . 我 参考 过 的 文献 有 
(Bunn and White, 1997), 它 在 利用 COBE 对 物质 功率 谱 归 一 化 上 用 处 很 大 , 还 有 
(Tegmark, 1997), 图 8.12 中 的 点 就 是 来 自 这 篇 文章 . 两 个 卫星 试验 是 Map(WMAP) 
(http:// map.gsfc.nasa.gov) 和 Planck (http:// sci.esa.int/planck/)， 其 中 Map 是 
2001 年 发 射 的 , 而 Planck 将 会 在 2007 年 发 射 . 


练 J 


1. 这 本 书 的 大 部 分 都 在 致力 于 理解 带 有 初始 条 件 的 绝热 扰动 , 第 6 章 有 对 这 个 初始 条 件 
的 推导 . 另 一 类 的 扰动 是 带 有 初始 条 件 Oo =U =O = 0 的 等 曲率 扰动 , 请 说 明 这 些 初始 条 件 
意味 着 
Oo(nx) 十 亚 (7*) = 2 亚 (7+). (8.80) 
2. 阻尼 简 谐振 动 方程 是 
më + bt + kx = 0. (8.81) 
如 果 k/m > (b/2m)?, 请 求解 此 方程 . 振动 的 频率 是 什么 ? 它 与 非 阻尼 (b= 0) 的 解 的 不 同 在 
哪儿 ? 除了 对 频率 有 所 改变 外 非 零 的 b 还 有 什么 其 他 的 影响 ? 
3. 当 Qh? = 0.01, 0.02 时 , R(n.) EBD? 对 于 两 个 Oh? 的 值 , 请 画 出 以 尺度 因子 为 函 
数 的 声速 . 
4. 请 说 明 声 视界 可 以 表达 为 共 形 时 间 的 形式 


a 2 6 V1+R+ R+ R(Neq) 
rt) = Sia | lea) lames + S| i a 
其 中 kea Æ (7.39) 式 中 给 出 . 
5. 求解 (8.18) 式 的 WKB 解 . 
Oo = Ae’? (8.83) 


其 中 A Al B 是 实数 . 说 明 (8.18) 式 的 均匀 部 分 可 以 分 成 两 个 方程 , 分 别 是 实数 部 分 和 虚数 部 
分 : 
f ; 


: 4 
Real: — (B)? + Tt S +k’ = 0, (8.84) 


4 R 
Imaginary : 2BF +B+—— I+ R? = 0. (8.85) 


用 实数 部 分 以 及 B 变化 远 远 快 于 4 的 事实 求解 B, 然后 用 虚数 方程 确定 A. 说 明 用 这 种 方法 
得 到 的 均匀 解 与 (8.21) 式 中 的 简单 振动 解 的 不 同 在 于 有 个 因子 (1 十 R)™4. 

6. 通过 计算 (8.24) 式 和 (8.26) 式 中 的 积分 求解 再 复合 时 期 的 关于 Bo +Y 和 O, 的 半 解 
析 解 . 在 求解 中 你 需要 引力 势 的 表达 式 . Hu 和 Sugiyama(1995) 提供 下 面 的 表达 式 : 


B(k,y) = &(k, y){[1 — T(k)] exp[—0.11(ky/kea) f] + T(k)} 
V(k,y) = U(k, y){[1 — T(k)] exp[—0.097(ky/keq)**] + T(k)} 


其 中 yy = a/deq, T(k) 是 BBKS 转移 函数 , 大 尺度 势能 为 


(k, y) = 了 的 ] 1 Arty), 


ke +1 

U(k,y) = 3( Haus (Ar(y) + 0.65N2/(1+ y)). (8.86) 

最 后 , 两 个 函数 No 和 Ar 是 
120y 十 19 y? _8 y 8 
Na(y) = —0.1 ry pol” Saye +7 In[3y/4 + 1], 
0.48y y? 
Ar = |1.16 一 ——| Pis —. i 
T Bt cad l TES (8.87) 


在 这 里 , 81。 是 (7.32) 式 的 大 尺度 解 . 

7. 我 们 在 解决 扩散 阻尼 的 方法 上 忽略 了 极 化 的 影响 . 同样 应 用 8.4 节 推 导 的 +-! 展开 ， 
这 次 考虑 极 化 作用 . 证 明 (8.40) 式 中 的 8/9 变 成 了 16/15. 这 个 漂亮 的 结果 是 由 Zaldarriaga 
和 Harari (1996) 得 到 的 , 当时 Zaldarriaga 还 是 本 科 生 . 

8. 假定 所 有 的 与 氧 原子 相关 的 电子 都 处 于 电离 状态 , 并 设 R = 0. 请 估计 一 下 (8.40) 式 
中 定义 的 阻尼 尺度 kp. 证 明 在 这 个 极限 条 件 下 , 阻尼 尺度 由 (8.42) 式 给 出 , 其 中 


foly) = 5VT+ Iy- (1+ 1/9) + Š [+ 1/9)" 1/4]. (8.88) 
9. 请 证 明 
Fm - &) = 5: : (8.89) 


10. 从 再 复合 时 期 的 不 均匀 温度 场 6o( 元 办 ) 或 者 Co(k,n), 到 今天 的 各 向 异性 aim, 还 
有 一 个 不 同 的 方法 可 行 . 
(a) 假定 我 们 从 方向 ô 上 , 看 到 来 自 最 后 散射 面 的 光子 : O(z, p,n) = (90 + ¥)(F = 
X«P, N+), 其 中 zo 是 观测 者 的 位 置 . 对 等 式 右 侧 进 行 傅 里 时 变换 , 对 左边 球 谐 展 开 可 以 得 到 


Doan = | oP (6 4 HE): (8.90) 


a DAS 第 8 章 各 向 异性 


现在 用 方程 (C.16) 展开 指数 项 , 然后 用 方程 (C.12) 展开 勒 让 德 多 项 式 . 使 妃 m( 方 ) 的 系数 相 
等 来 得 到 aim 的 表达 式 . 

(b) 对 (a) 中 得 到 的 aim 开平 方 , 利用 期 望 值得 到 关于 C 的 表达 式 ， 建 议 先 回顾 一 下 
(8.68) 式 中 带 有 ©, 的 表达 式 , O, 由 (8.56) 式 中 的 第 一 项 给 出 . 

11. 一 个 简单 的 估计 COBE 中 ôy 的 归 一 化 是 固定 Cio. 试 着 从 图 8.12 中 估计 Cio, 并 
用 它 和 Sachs-Wolfe 公式 ,(8.75) 式 , 去 估计 平坦 、 物 质 主 导 宇 宙 中 的 on; 并 与 (8.76) 式 中 给 
出 的 数 做 比较 . 

12. 证 明 当 将 所 有 的 模式 综合 起 来 考虑 时 , RADA RNAS. 单 极 矩 与 
ju(kno) REH, 而 偶 极 矩 与 六 (hmo) 成 正比 . 试 计算 下 面 的 三 个 积分 项 


/ denise: f dh f deji: (8.91) 
0 0 0 


证 明 平方 项 (j? 和 (7)?) 的 积分 比 交 叉 项 的 积分 ai 大 很 多 , ARA = 10 到 1 = 50 的 积分 . 

13. 如 果 宇 宙 是 平坦 的 且 带 有 宇宙 学 常数 而 不 是 平坦 物质 主导 的 宇宙 , 计算 CMB 各 向 异 
性 谱 的 波峰 和 波 谷 位 置 的 移动 . 在 计算 中 保持 声 视界 固定 Omh? = 0.15. 峰值 位 置 仅仅 依赖 于 
到 最 后 散射 面 的 距离 mo — n. 考虑 两 个 平坦 模型 : (i)QA = 0( 因 此 Om = 1), (ii) QA = 0.7( 因 
此 Q = 0.3)， 在 这 两 种 条 件 下 ,要 保持 mh? 不 变 , h 的 值 应 该 是 多 少 ? 请 确定 在 每 个 条 
件 下 的 no 一 (在 宇宙 学 常数 非 零 的 条 件 下 ,必须 要 作 数 值 积分 )， 将 得 到 的 结果 与 拟 合 公式 
mo «1+ 1n(09,°°°) 做 比较 , 并 与 图 8.19 中 的 谱 线 移动 值 比较 . 

14. 在 平坦 宇宙 学 模型 中 , 暗物质 能 量 密度 Qae = 0.7, w = 一 0.5, 请 计算 此 条 件 下 的 共 形 
时 间 . 将 各 向 异性 谱 的 预期 移动 值 与 前 一 问题 宇宙 学 常数 模型 中 的 做 比较 . 

15. 请 用 玻 尔 效 曼 方程 确定 再 电离 效应 . 对 于 光子 的 玻 尔 兹 曼 方程 , 忽略 引力 势 、 速 度 和 
Oo. 以 功率 谱 O(n) 开始 一 直 演 化 到 今天 . 证 明 这 种 演化 实际 会 受到 e77 的 抑制 . 

16. 假设 再 复合 是 瞬时 发 生 的 , 请 证 明 由 张 量 扰动 ((4.116) R) 带 来 的 第 ! 项 的 解 是 


T I no ee 
Ə; =-3 | dnhjlk(no —n)]. (8.92) 
nx 


17. 用 (4.115) 式 给 出 的 张 量 模式 的 分 解 式 求 出 对 来 自 Bf (k) 的 C 的 作用 . 也 就 是 说 ， 
证 明 与 (8.68) 式 中 关于 张 量 的 类 似 的 公式 


of, 2 (1—1) + 1)(l+ 2) £ dkk? 
T 0 
olai of, GEFss | 


xD AAF) + GF TF) 


(8.93) 


其 中 , i 表示 两 个 不 同 的 成 分 “+” 和 “x”. 

18. 请 确定 大 暴 胀 时 期 由 引力 波 产 生 的 各 向 异性 谱 . 

(a) 结合 之 前 两 个 问题 的 结果 , 练习 5.12 中 的 解 和 (6.100) 式 引 力 波 的 原初 振幅 , 求解 由 
大 上 暴 胀 产生 的 引力 波导 致 的 大 角 尺 度 Ci. 


练 习 “219. 


(b) 张 量 的 各 向 异性 通常 以 下 式 参 数 化 


_ Oy 
rE a (8.94) 
Kh, Cl 是 由 张 量 引起 的 四 极 矩 的 改变 ,Cs 是 由 标量 引起 的 四 极 矩 的 改变 吧 我 们 已 经 在 
(8.75) 式 中 推导 出 了 标量 Co 的 表达 式 . 求解 CZ 并 计算 慢 滚 参数 为 e 首 阶 的 ~. 
(c) (6.104) RA (b) 中 的 结果 意味 着 在 两 个 观测 量 nr 和 r 间 存 在 一 致 性 关系 一 一 这 是 
对 于 大 暴 胀 有 力 的 预测 , 这 个 一 致 性 关系 是 什么 ? 


@ 注意 , 这 种 关系 不 是 通用 的 , r 有 时 (更 精确 的 限制 中 ) 被 定义 为 在 ! ~ 10 时 的 比值 . 
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前 两 章 我 们 研究 的 功率 谱 一 密度 场 的 P) 和 各 向 异性 C' 一 是 各 种 宇宙 学 模 
型 最 重要 的 检验 . 计算 P(k) 最 直接 的 方法 是 : 进行 红 移 巡 天 , 记录 星系 的 角 位 置 
和 红 移 (这 是 计算 径 向 距离 的 一 种 方法 ). 但 是 , 红 移 巡天 还 面临 着 一 系列 的 问题 . 
首先 遇 到 的 问题 是 确定 星系 的 红 移 是 一 件 旷 日 持久 的 事情 , 比较 而 言 , 星系 的 角 位 
置 更 易于 确定 . 例如 , 进行 包含 一 万 个 星系 的 红 移 巡天 所 消耗 的 时 间 , 可 以 得 到 一 
百 万 个 星系 的 角 位 置 . 而 星系 的 角度 巡天 通常 可 以 补偿 径 向 信息 的 不 足 ， 事实 上 ， 
一 些 研究 认为 大 尺度 巡天 中 最 有 用 的 信息 来 自 于 角 巡 天 . 有 一 点 是 清楚 的 , 那 就 是 ， 
我 们 必须 掌握 利用 角 相 关 函 数 w(9) 作出 预测 的 能 力 . 在 9.1 节 中 , 我 们 可 以 看 到 ， 
角 相 关 函 数 其 实 就 是 三 维 功率 谱 的 一 个 积分 ， 

相 比 较 时 间 的 消耗 , 红 移 巡 天 还 面临 着 更 复杂 的 问题 . 利用 红 移 可 以 合理 地 推 
测 星系 到 我 们 的 径 向 距离 , 但 该 推测 并 不 是 足够 精确 的 . 只 有 在 星系 于 共 动 坐标 系 
中 保持 静止 的 情况 下 , 该 星系 速度 才 唯一 地 由 哈 勃 膨胀 所 决定 . 实际 情况 是 , 宇宙 
中 绝 大 多 数 星 系 存 在 不 可 忽略 的 本 动 速度 ; 这 也 就 是 说 , 它们 在 坐标 系 中 是 移动 的 . 
一 个 星系 的 全 部 速度 可 以 表示 为 


= pec + 人 UH (9.1) 


其 中 , vy = xda/dt = xaH 表征 哈 勃 速度 . x 是 观测 者 与 遥远 星系 之 间 的 共 动 距离 ， 
其 间 的 物理 距离 是 ax. 在 忽略 本 动 速度 的 前 提 下 , $ -0/H 是 一 个 完美 的 距离 指针 . 
然而 , 实际 情况 是 , 本 动 速度 是 存在 的 , 由 星系 退行 速度 得 到 的 距离 并 不 能 真正 代 
表 观 测 者 和 星系 之 间 的 径 向 距离 . 

星系 本 动 速度 的 引入 解决 了 这 一 问题 . 在 线性 理论 中 , 星系 本 动 速度 取决 于 其 
周围 的 密度 场 , 因此 我 们 可 以 修正 由 红 移 得 出 的 距离 的 畸变 . 事实 上 , 我 们 可 以 走 
得 更 远 , 利用 这 些 畸 变 来 研究 扰动 的 增长 , 即 认为 与 密度 场 相 关 的 速度 取决 于 扰动 
增长 率 . 由 于 扰动 增长 率 取 决 于 宇宙 中 的 物质 密度 wm 因此 研究 红 移 空间 的 星系 
分 布 是 计算 Am 最 有 前 途 的 方式 之 一 . 

最 后 , 得 到 质量 密度 信息 的 另 一 个 有 效 途 径 是 研究 星系 团 . 严格 地 说 , 这 个 话 
题 涉 及 密度 场 的 非 线性 演化 , 超出 了 本 书 论述 的 范围 . 但 是 , 研究 星系 团 数 密度 的 
Press-Schechter 理论 只 是 稍稍 偏离 了 线性 理论 , 并 且 被 证 实 是 很 精确 的 预测 . 进 一 
步 说 , 随 着 天 文 技术 手段 的 不 断 进 步 , 星系 团 的 研究 突飞猛进 . AR 9.5 节 介绍 了 
Press-Schechter 理论 的 基本 预言 和 冷 暗 物质 模型 的 应 用 . 


9.1 角 相 关 函 数 i 


9.1 角 相 关 函 数 


图 9.1 展示 了 通过 APM 巡天 (Automated Plate Measuring Survey) 观测 到 的 
超过 一 百 万 个 星系 的 角 位 置 . 在 类 似 的 角度 巡天 中 , 究竟 何 种 统计 量 可 以 与 理论 相 
RAYE? 最 简单 的 一 种 统计 是 两 点 相关 函数 , 即 实 空 间 中 的 角 相 关 函 数 w(9). ER 
里 叶 空 间 中 , 相关 函数 是 w 的 傅 里 时 变换 ——P,(l), 它 是 一 个 二 维 功率 谱 . 在 本 节 
中 , 我 们 来 计算 这 些 重要 的 相关 函数 , 并 把 它们 与 三 维 功率 谱 联系 起 来 . 


图 9.1 APM 巡天 中 星系 的 分 布 . 其 中 涂 黑 的 区 域 代表 在 本 次 巡天 中 没有 观测 的 天 区 


首先 , 我 们 介绍 一 些 标记 法 . 9.2 展示 了 距离 我 们 的 共 动 距离 x(z)( 方 程 
(2.42) 式 ) 处 的 一 个 星系 的 几何 示意 图 . 其 中 , 我 们 规定 z 轴 指 向 星系 分 布 的 中 心 . 
在 垂直 于 z 轴 的 平面 上 , 星系 的 位 置 由 二 维 矢量 6(01, 00) 决定 . 因此 , 三 维 位 置 矢 
量 去 可 表示 为 

#(x(z), 8) = x(z)(01, 82, 1). (9.2) 
所 有 星系 位 于 z 轴 附 近 的 假设 在 大 角度 范围 巡天 中 是 不 成 立 的 . 例如 , 图 9.1 展示 
的 巡天 覆盖 了 50 x 100 平方 度 . 从 这 些 数据 中 , 我 们 可 以 测量 10° 或 0.17 rad 的 相 
KAM, 它 确定 小 于 1. 

我 们 计算 沿 视线 方向 的 所 有 星系 , 对 x(z) 积分 . 因此 , 在 角 位 置 6 的 密度 扰动 
(高 于 平均 密度 的 超出 部 分 ) 是 


ai= f dxW (x)5(#(x, 8) (9.3) 
公式 中 的 下 标 “2” 表示 它 左 方 的 字母 5 是 角 密度 扰动 ,或 称 为 二 维 密度 扰动 ， 公 
式 右边 的 5 表示 三 维 的 密度 扰动 ( 接 下 来 , 我 将 延续 这 种 表示 ， 例 如 , P 代表 二 
维 功率 谱 , P 代表 三 维 功率 谱 ). x 的 积分 上 限 对 应 于 红 移 z 趋向 于 无 穷 , 相当 于 
在 平坦 的 、 物 质 为 主 的 字 宙 中 , xs = 2/Ho. 实际 上 , 巡天 的 面积 和 深度 都 是 有 限 
的 , 这 些 巡 天 在 红 移 z < 0.5 处 得 到 了 最 多 的 字 宙 学 信息 . 选择 函数 W(x) 涵盖 了 
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这 些 信息 , 它 表 征 观测 一 个 距离 观测 者 的 共 动 距离 是 x 的 星系 的 可 能 性 . 距离 太 
远 的 星系 由 于 太 暗 而 不 能 被 巡天 观测 到 ; 然而 在 低 红 移 处 也 相对 很 少 观测 到 星系 ， 
这 是 由 于 巡天 体积 是 很 有 限 的 . 因为 选择 函数 是 一 个 可 能 性 , 它 应 该 被 归 一 化 , 即 


L dxW (x) =1. 


今天 


图 9.2 ”一 个 遥远 的 星系 位 于 相对 于 今天 在 坐标 系 原 点 的 我 们 观测 者 的 位 置 元 处 ,这 个 位 置 
也 可 以 表示 为 相对 于 星系 红 移 的 共 动 距离 x(z)。z1 一 z2 平面 垂直 于 适当 选择 的 zs 轴 . 在 这 
个 平面 中 , 一 个 星系 的 位 置 由 两 维 矢量 x6 给 出 , 所 以 Z 之 x(z)(O1, 02,1) 


9 KERERE I, 所 以 52(8) 的 傅 里 叶 变换 是 


6o(1) = | dge" Tsa (8). (9.4) 
二 维 功率 谱 的 定义 与 三 维 类 似 ， 
( 吕 ( 人 到 (让 )) = (2m)252( 一 门 己 (D); (9.5) 


这 里 , 82() 是 二 维 狄 拉 克 5 函数 , 不 要 与 高 密度 hl 相 混淆 . 通过 积分 , 我 们 可 以 
二 


PB(l) = Bz | BU al (52(1)65% (7’)) 


a ferfe [vee 一 这 人 el? 
(2m)? 


x IP awo f * KWEENIE PN). 06) 
0 0 
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对 7 的 积分 可 以 产生 (2-3)? 倍 0' 的 狄 拉 克 delta 函数 , 括号 项 代表 了 三 维 相关 
函数 ， 
ET — #) = (6(#)4(2")) 


aj Ek s Pk) Ë E- (9.7) 


这 里 的 平均 (…) 是 对 所 有 密度 场 的 平均 .在 小 距离 范围 内 , 我 们 期 望 星系 由 于 引 
力作 用 聚集 成 团 , 这 时 E 是 正 数 . 随 着 距离 的 增 大 , 相关 性 消失 , ¢ 越 来 越 小 , 最 后 
成 为 负 值 . 上 式 第 二 行 表示 相关 函数 是 功率 谱 的 傅 里 叶 变 换 (练习 1). 

对 (9.6) 式 中 的 o 积分 可 以 得 到 ， 


ə = We pti iB-[#(x,8)—#(x’ ,0)] 
BW = f ae i aw f dx’W (x’) (ons ag P(k elt Ex pal 
上 式 最 后 部 分 的 指数 展开 为 i[kix01 + kx + ka(X — x’)], 因此 对 角度 6 的 积分 可 
以 得 到 狄 拉 克 delta 函数 , $ l = xki,l2 = xko. 我 们 可 以 使 用 这 些 5 函数 对 kx k2 
进行 积分 , 本 例 中 在 分 母 项 加 入 x? 因子 , 可 以 得 到 


P,(l) = | a: ayo f > KW) i i oa? (va re Pe) eikalx-x'l, (9.9) 


到 此 为 止 , 我 们 一 直 在 纠结 于 数学 问题 . 为 完成 功率 谱 的 计算 , 我 们 需要 介绍 一 
些 物 理 原理 . 在 这 里 声明 , 对 积分 有 贡献 的 三 维 傅 里 叶 模 式 是 那些 ks 远 小 于 1/x 的 
模式 . 要 弄 清 这 一 点 , 我 们 首先 估计 9 的 各 种 共 斩 1. 大 体 上 看 , 巡天 可 以 探测 到 的 
角 范 围 大 概 是 1-: WERO. 所 以 我 们 对 小 角度 近似 感 兴趣 , 即 1/x ~ 1/(x9) > 1/x. 
现在 我 们 来 关注 图 9.3， 从 图 中 我 们 可 以 看 到 , 在 纵向 波 数 ks 远大 于 x! 的 情况 
F, 由 于 沿 视线 方向 相互 抵消 作用 的 存在 , 模式 不 会 产生 角 相 关 . 只 有 在 ks BBV) 
于 x-1 的 情况 下 才 会 产生 角 相关 . 因此 , 横向 波 数 1/x 远大 于 相应 的 纵向 波 数 , 我 
们 可 以 把 1/x 看 作 三 维 功 率 谱 的 辐 角 (参见 练习 2). 根据 这 种 近似 , 对 ks 积分 得 
到 了 x 一 x 范围 内 的 狄 拉 克 delta 函数 ， 


Xoo 2 
ai= f ay Pan. (9.10) 


上 式 是 沿 视线 方向 积分 的 二 维 功 率 谱 . 我 们 在 此 进行 变换 , 使 得 x> kb =1/x, ER 
积分 可 写 为 
T { dkP(k)W2(L/k). (9.11) 
0 


@ 从 这 个 意义 上 来 说 , 研究 各 向 异性 时 ! 与 第 8 章 介绍 的 勒 让 德 多 项 式 相似 .同样 ,Pz(1) 与 C 类 似 ; 
在 练习 5 中 你 将 会 证 明 在 小 尺度 上 它们 是 等 价 的 . 
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图 9.3 2 个 平面 波 扰动 和 它们 对 二 维 功率 谱 的 影响 . 左 图 展示 了 纵向 波 数 ks > x 的 扰动 
( 竖 直 方向 是 2 轴 方 向 ). 右 图 展示 了 ks ~ x 的 扰动 . 由 于 沿 视线 方向 相互 抵消 作用 的 存在 ， 
左 图 所 示 情 况 下 的 ks 模式 的 角 相 关 可 以 忽略 不 计 


角 相 关 函 数 是 二 维 功率 谱 的 傅 里 叶 变 换 , 因此 ， 


w(6) = f aai (9.12) 


2n 

Po 仅仅 依赖 于 ;7 的 大 小 , 对 1 积分 的 角度 部 分 是 fi doe? ost, ETEK FSH 
0 

塞 尔 函 数 Ja(l0), 因此 


w(0) = [ T Zip J) 


= j ” akkP(k)F(k, 0), (9.13) 
0 
上 式 第 二 行 是 依据 被 积分 量 的 变化 而 得 出 的 . 这 里 需要 注意 的 角 相 关 函 数 的 核 函 
HE 
ransti | dw. (9.14) 

kJo 27 

图 9.4 画 出 了 两 个 巡天 的 核 函 数 ， 核 函数 是 一 个 关于 ko 的 函数 ( 见 练习 3). 
当 9 很 小 时 , 核 函 数 可 以 看 作 是 一 个 常数 , 随后 开始 衰减 振荡. 当 很 小 时 它 的 
作用 受到 抑制 , 这 是 因为 (9.13) 式 中 所 示 的 积分 是 对 kP(k) 的 积分 , 当天 一 0 时 
kP(k) > 0. 因此 , 对 w(0) 贡献 最 大 的 模式 是 那些 波 数量 级 约 是 在 核 函数 中 的 首次 
转 置 量 级 的 波 数 , 对 APM 巡天 来 说 约 是 k0 ~ 0.2hMpc! 弧度 的 量 级 ,SDSS 深度 
巡天 比 APM 低 1/3. 这 意味 着 在 APM 巡天 中 5 度 左 右 巡 天 的 角 相关 函数 对 波 数 
k = 0.04hMpc-! 的 功率 最 敏感 . 在 深度 巡天 中 , 对 w(9) 起 作用 的 波 数 要 更 小 一 些 . 
这 表明 : 在 深度 巡天 中 , 同样 的 角度 可 以 探测 到 更 大 的 物理 尺度 . 
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图 9.4 两 个 巡天 中 三 维 功率 谱 的 角 相 关 函 数 的 核 函数 ， 点 线 表示 核 函数 是 负 值 , 实 线 表 示 核 
函数 是 正 值 . APM 巡天 可 以 探测 视 星 等 亮 于 m = 20 等 的 星系 ;SDSS 巡天 可 以 探测 到 更 暗 的 
星系 , 它 的 视 星 等 探测 极限 大 约 是 m = 23 等 


9.5 展示 了 APM 巡天 中 角 相 关 函 数 的 计算 . 从 中 得 出 的 最 重要 的 结论 是 : 
标准 的 冷 上 暗物质 模型 ( 即 Om = 1,h = 0.5) 与 数据 吻合 度 较 差 .Maddox 等 1990 年 
写 了 一 篇 计算 相关 函数 的 文章 , 其 中 的 引言 部 分 提 到 : 大 尺度 团 比 冷 暗物质 模型 预 
测 的 要 多 . sCDM 自 20 世纪 80 年 代 早期 提出 开始 就 面临 很 多 问题 , 但 其 真正 的 厄 
运 来 自 与 APM 巡天 数据 的 不 符 . 许多 人 做 了 大 量 长 期 、 艰苦 的 工作 , 试图 寻找 各 
种 巡天 中 的 系统 误差 , 但 都 不 能 解释 sSCDM 模型 所 预测 的 大 尺度 团 数量 与 观测 严 
重 不 符 的 问题 . 尽管 如 此 , 我 想 强 调 的 是 , SCDM 模型 并 非 如 你 想象 的 那样 不 堪 . 现 
在 来 看 图 9.5 中 所 示 的 ACDM 模型 所 做 的 预测 . 尽管 ACDM 与 观测 数据 的 符合 
度 要 远 远 好 于 sCDM, 但 在 大 尺度 端 与 小 尺度 端 仍 存在 明显 的 不 符 . 小 尺度 端的 不 
符 是 可 以 理解 的 , 因为 我 用 线性 功率 谱 来 计算 w0). 正如 我 们 在 第 7 章 (练习 10) 
中 所 提 到 的 , Æ k ~ 0.2hMpc-! 的 尺度 上 , 非 线性 开始 变 得 重要 . 当 9 ~ 1° 时 , 在 
APM 巡天 中 这 些小 尺度 对 w(9) 开始 贡献 作用 . 为 了 更 公平 地 比较 这 些 数据 , 我 们 
需要 考虑 非 线性 部 分 的 贡献 . 我 本 人 没有 做 过 这 部 分 的 工作 , 因此 不 能 严格 地 证 明 
小 角度 端的 不 符 . 在 大 角度 端 人 们 开始 认识 到 数据 被 过 度 解释 了 . 基本 问题 是 大 
角度 端的 数据 点 是 高 度 相关 的 , 由 此 导致 了 数据 与 ACDM 模型 在 大 角度 端的 轻微 
不 符 看 上 去 比 实际 上 更 严重 . 

转 置 角 相关 函数 可 以 得 到 三 维 功率 谱 , 从 APM 巡天 得 到 的 具体 结果 参见 图 9.6 
的 上 图 . 我 们 将 在 第 11 章 讨论 转 置 方法 . 在 此 , 大 家 姑且 认为 图 9.6 中 的 点 是 一 系 
列 文章 的 结果 , 但 中 间 部 分 数据 的 误差 棒 被 明显 低估 了 . 在 大 尺度 部 分 , 非 线性 效应 
可 以 忽略 , 并 且 质 量 密度 扰动 和 星系 密度 扰动 之 间 的 关系 很 简单 , 因此 , 我 们 仅 使 用 
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b/() 
图 9.5 APM x 巡天 中 的 角 相关 函数 和 两 个 理论 模型 . 结果 显示 , 标准 冷 暗物质 模型 
(sCDM)( 实 线 所 示 ) 与 数据 符合 较 差 , 宇宙 学 常数 (QA = 0.7) 的 模型 与 数据 符合 较 好 . 数据 与 
A CDM 模型 在 小 尺度 与 大 尺度 端 存在 明显 不 符 
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9.6 从 APM 巡天 (Efstathiou and Moody, 2001) 中 得 到 的 结果 . LE aT MASE 
数 中 得 到 的 三 维 功率 谱 . 曲线 表示 在 (œ Anh) =0.2 的 CDM 模型 中 , 通过 归 一 化 来 拟 合 数 
H. 下 图 展示 了 通过 功率 谱 对 CDM 模型 所 做 的 限制 . 其 中 的 形状 参数 T. 振幅 cs、 原初 功率 
谱 n 是 三 个 变化 的 参数 . 等 高 线 分 别 是 1 个 、2 个 和 3 个 o 区 间 . 左下 图 表示 对 n 积分 后 的 
限制 ; 右 下 图 表示 对 振幅 积分 后 的 限制 . 标准 CDM 模型 规定 n=1,0=0.5, 归 一 后 的 
os 一 1.15 
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大 尺度 的 结果 . 基于 这 一 思想 , Efstathiou 和 Moody 用 大 尺度 数据 在 2001 年 的 工 
作 中 对 CDM 模型 进行 了 限制 , 结论 展示 在 图 9.6 的 下 图 中 . 在 第 7 章 中 , RIE 
现 ,CDM 转移 函数 只 依赖 于 k/keg， 因 为 ka 的 尺度 等 同 于 mhk, 又 因为 巡天 中 
对 波 数 的 计算 所 采用 的 单位 是 h Mpc-!, 因此 mh 决定 了 功率 谱 的 形状 . 正 是 
因为 这 个 原因 , 在 拟 合 大 尺度 结构 数据 时 通常 设 定 结构 参数 = Qmh( 有 时 为 了 解 
释 重子 效应 要 做 一 些 修正 , 参加 练习 8). h=0.5,Q0n = 1 的 标准 CDM 模型 对 应 
T = 0.5; 假设 原初 功率 谱 的 系数 n = 1, WE 9.6 的 下 部 右 侧 图 说 明 sCDM 被 排除 
在 2 个 sigma 之 外 . 而 ACDM 模型 得 到 下 ~ 0.2, Æ n 接近 1 的 情况 下 , 这 是 一 个 
更 好 的 拟 合 结果 . 
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在 线性 理论 中 , 速度 与 它 周围 的 高 密度 有 简单 的 对 应 关系 . 首先 , 我 们 在 本 节 
导出 该 对 应 关系 ; 然后 , 围绕 该 问题 做 更 深 一 步 的 讨论 . 我 们 将 会 发 现 , 通过 计算 本 
动 速度 场 和 密度 场 , 我 们 可 以 推测 物质 密度 Amn 现在 时 刻 的 值 . 

在 线性 理论 中 , 我 们 已 经 推导 出 速度 场 方程 . 在 进入 视界 后 , 连续 性 方程 (4.103) 
式 简化 为 

+ ikv = 0. (9.15) 
我 们 已 经 知道 在 晚期 delta 的 演化 与 增长 因子 Di AX, 因此 
id | 6 iô(k, n) dDy 


Di 
通常 定义 一 个 无 维度 的 线性 增长 率 将 速度 与 密度 联系 起 来 ， 


f= =. (9.17) 


因为 d/dn = a? Hd/da, 所 以 速度 和 密度 的 关系 为 


wea) = eo) 


(9.18) 

通过 (7.77) 式 可 以 计算 出 线性 增长 率 . 关于 速度 场 的 大 多 数 探测 都 被 限制 在 
z < 0.1 的 范围 内 , 因此 可 以 忽略 增长 率 的 宇宙 学 演化 , 从 而 得 出 合理 的 f 近似 值 . 
9.7 表明 现时 刻 的 线性 增长 率 是 物质 密度 的 函数 . 对 于 Am 值 很 小 的 情况 是 不 
存在 增长 率 的 , 这 是 因为 , 靠 质量 志 缩 形成 的 高 密度 区 域 速 度 低 于 假设 存在 临界 物 
质 密度 的 情况 . 这 意味 着 , 低 密度 宇宙 中 的 密度 扰动 对 南 缩 中 正在 下 落 的 物质 施加 
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了 更 弱 的 引力 拖 搜 力 . 图 9.7 RH, 增长 率 仅 依赖 于 物质 密度 , 或 者 说 不 依赖 于 宇 
宙 学 常数 . 其 近似 表示 为 

f=aes (9.19) 
练习 7 展示 了 一 种 更 为 精确 的 拟 合 形式 . 
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图 9.7 作为 物质 密度 函数 的 线性 增长 率 . 图 中 展示 了 三 条 曲线 , 由 于 距离 太 近 而 几乎 不 能 
DP. 实 线 对 应 开放 宇宙 (Qa = 0); 点 -虚线 对 应 平坦 宇宙 (QA = 1- Om); 虚线 表示 NGS 


(9.18) 式 表 示 的 密度 -速度 关系 中 有 两 点 需要 特别 注意 . 第 一 点 ,(9.18) 式 中 的 
速度 项 指 的 是 平行 于 k 的 速度 的 傅 里 叶 部 分 . 在 低 红 移 处 , (9.18) 式 可 以 变 为 


ak) =i fH06( 同 十. 
第 二 点 , 上 文 所 讨论 的 密度 -速度 关系 只 在 线性 理论 中 成 立 . 这 就 意味 着 那些 意图 
从 对 速度 的 研究 中 提取 信息 的 人 们 遇 到 了 一 个 大 问题 , 即 速度 最 易 从 小 尺度 结构 中 
获得 , 但 是 却 最 适用 于 大 尺度 理论 . 
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众多 巡天 直接 计算 了 本 动 速度 . 计算 径 向 速度 是 相对 简单 的 : 这 只 需要 观测 星 
系 光谱 的 红 移 即 可 . 困难 的 是 , 单独 计算 组 成 径 向 速度 的 两 个 部 分 , 即 哈 勃 膨胀 引 
起 的 径 向 速度 和 星系 的 本 动 速 度 引 起 的 径 向 速度 . 为 了 扣除 哈 勃 膨胀 带 来 的 对 径 向 
速度 的 影响 , 我 们 需要 知道 除 红 移 之 外 的 其 他 的 星系 距离 信息 . 那么 , 距离 指针 的 
精度 多 高 才 有 效 呢 ? 让 我 们 做 一 个 简单 的 估算 ,典型 的 本 动 速度 约 是 500 km/s; 对 
于 一 个 位 于 距离 x 处 的 星系 而 言 , 哈 勃 速度 是 Hox = 100 km sec™th(x/Mpc). Al 
此 , 假设 一 个 星系 距 我 们 的 距离 是 50 Mpc, 那 它 的 哈 勃 膨胀 速度 大 约 是 本 动 速度 的 


(9.20) 


93 ”本 动 速 度 的 直接 测量 yE 


10 倍 . 在 这 种 情况 下 , 该 星系 距离 指针 的 精度 大 约 要 到 10% 的 量 级 . 事实 上 , 这 是 
人 们 所 能 希望 的 最 好 情况 . 因此 , 在 速度 巡天 中 , 50Mpc 大 约 是 可 期 望 的 最 远 距 离 . 

存在 很 多 种 方法 可 以 从 速度 巡天 中 提取 有 用 的 宇宙 学 信息 , 其 中 我 所 关心 的 
是 : 两 点 函数 . 大 速度 情况 下 , 巡天 可 以 用 来 计算 相关 函数 ， 


Eu (Z1, Z2) = (UD): £10(Z2) - £2), (9.21) 


RE, 径 向 部 分 .3 的 出 现 是 因为 v 和 zx 是 仅 有 的 可 以 用 红 移 计算 的 量 . 让 我 们 
用 线性 理论 计算 这 个 相关 函数 . 我 们 将 会 看 到 它 是 功率 谱 的 积分 . 和 我 们 在 9.1 节 
中 讨论 的 星系 角 相 关 函 数 类 似 , 径 向 速度 相关 函数 是 功率 谱 的 探 针 . 高 精度 的 本 动 
速度 测量 面临 诸多 观测 方面 的 障碍 . 然而 , 物质 功率 谱 测量 的 希望 很 诱 人 (该 速度 
来 自 物质 , 跟 星系 可 能 一 致 也 可 能 不 一 致 ), 就 如 对 应 于 描述 星系 功率 谱 的 w(9), 本 
动 速度 巡天 很 可 能 将 继续 在 宇宙 学 中 占有 很 重要 的 地 位 . 

为 计算 速度 相关 函数 , 我 们 对 (9.21) 式 中 出 现 的 速度 项 作 傅 里 时 变换 , 得 到 


dk ik-Zy 3k’ ek 2 


&y(#1, 22) = Gays Ons 2(G(k) - £10" (R’) - £2). (9.22) 


利用 (9.20) 式 和 一 个 等 式 关 系 (5(k)5*(k’)) = (2)363(K — k’)P(k), 可 以 得 到 


€y(#1, #2) = f° HÈ 4 oS P(k) j dpe E: mibki, (9.23) 
一 种 进行 角度 积分 的 方法 是 在 积分 中 写 出 丈 
FeiZ — (9.24) 
这 里 ， 
Z= — i. (9.25) 


然后 对 角度 进行 积分 , 注意 这 里 的 e 指数 不 存在 方位 角 依 赖 性 ， ee 对 u 的 积分 
是 Anjo(kx),((C.15) 式 ) 因此 得 到 ， 


oo 2 
Eu (21, Z2) = —f? Hê 这 2 f O] (9.26) 
这 里 的 一 阶 偏 微分 是 
Ojo(k O(k ; 
ES) = DEE (en) = Kiji (ka) (9.27) 
KE j 的 意思 是 对 kz RS. 二 阶 导数 可 表示 为 
0 


Oa; [aoe | = te — 8487} ED 2 + bit; jq (ka) | . (9.28) 


- 230 ， 第 9 章 ” 非 均匀 性 的 探测 


速度 相关 函数 变 为 
he = ee dk E O haaa i 
u (T1, £2) = - Hiring | anal (k) g = zaen + £14559 (kx) 
o 27 T 
= #1 489,5{ di; = Bids bE, i + £1 iF2,jiF5 Ey, (9.29) 


上 式 表明 , 等 号 右边 的 第 一 项 对 平行 于 视线 方向 的 速度 敏感 , 第 二 项 对 垂直 于 视线 
方向 的 速度 敏感 . 最 后 , 我 们 来 定义 角度 ， 


cosĝı 三 仑 1 :人 ;Cos02 = %o°-&. (9.30) 
参照 图 9.8, 我 们 可 以 看 到 21 -22 等 于 cos(91 — 62), 因此 ,(9.29) 式 可 写 为 


Eu (T1, Z2) = sin A; sin 02éy,1 + cos 01 cos O2€, |. (9.31) 


9.8 ”速度 相关 函数 的 矢量 和 角度 . TEREZ, 0 的 补 角 是 x 一 01, 三 角形 内 角 和 是 180°, 
两 星系 之 间 的 角度 是 0: — 02 


依据 功率 谱 对 & 的 两 个 方向 作 积分 , 可 以 得 到 


E(x) k? jo(kx) 
éle) | = [ SPU) —f?Hejh(ka)/a |. (9.32) 
Ev, (2) -f° Hf kjg (ka) 


图 9.9 中 展示 了 有 权重 的 核 函 数 , 并 且 与 密度 相关 函数 作 了 比较 . 需要 注意 的 
是 , 在 固定 距离 x 处 , 密度 相关 函数 在 小 尺度 上 比 速度 相关 函数 有 更 强 的 功率 . 另 
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一 方面 , 速度 巡天 被 限制 在 一 定 的 距离 内 , 但 是 对 长 波长 的 模式 更 敏感 . 这 是 因为 
速度 正比 于 6/k. 额外 的 因子 1/k 给 大 尺度 以 更 高 的 权重 . 


z=50 h? Mpc 
J 


dé/din(k) 未 归 一 化 


k/(h Mpc“) 


图 9.9 波 数 k 对 不 同 相关 函数 的 贡献 . 注意 , 与 密度 相关 函数 相 比 , 小 量 级 为 速度 相关 函 
数 贡献 了 绝 大 多 数 功 率 


在 做 进一步 讨论 之 前 , 我 先 偏离 一 下 主题 , 指出 图 9.9 中 一 个 重要 问题 . SH 
度 相 关 函 数 不 同 , 在 固定 距离 处 , 众多 的 传 里 时 模式 对 密度 相关 函数 有 贡献 . 该 图 
表明 对 €(50h-1Mpc) 的 贡献 . 我 们 天 真 地 期 望 对 €(50h-'Mpc) 的 贡献 主要 来 自 于 
k ~ a! = 0.02h Mpc 的 传 里 叶 模式 . 这 是 因为 , 在 线性 区 域 , 高 密度 值 是 很 小 的 ， 
在 这 个 尺度 上 , 我 们 天 真 地 期 望 (50h Mpe) 代表 了 线性 功率 谱 . 但 是 , 图 9.9 证 
明 这 种 期 望 是 错误 的 . k~ 0.02h Mpc! 的 模式 对 相关 函数 有 所 贡献 , 但 有 贡献 的 
模式 可 以 扩展 到 k~ 0.3h Mpc! 甚至 更 大 . 这 意味 着 即使 在 你 认为 的 完全 线性 尺 
EE, 相关 函数 仍 依赖 小 尺度 功率 . 最 后 , 我 们 期 望 比较 理论 与 观测 的 结果 . 相关 函 
数 是 线性 与 非 线性 模式 混合 的 结果 , 因此 很 难 比 较 理 论 与 观测 的 差别 . 因为 这 个 原 
因 , 对 大 尺度 结构 的 选择 统计 使 我 们 可 以 得 到 更 完美 的 功率 谱 . 

现在 重新 回 到 速度 相关 函数 , 参照 图 9.10. 该 图 展示 了 Freudling 等 1999 年 
尝试 从 速度 巡天 中 提取 宇宙 学 信息 的 结果 , 该 巡天 从 全 天 SFI 目录 (Haynes et al., 
1999)( 该 目录 的 源 距离 超过 70h-1 Mpc) 中 使 用 了 1300 个 速度 源 . 功率 谱 在 BBKS 
转移 函数 中 通过 振幅 AAT 参数 化 . 结果 展示 在 图 9.10 +, 其 中 原初 谱 的 系数 设 
为 1. 密度 取 临 界 密度 、h = 0.5、 振幅 A = 0.294o((7.9) Ñ), 形状 参数 工 = 0.5 的 标 
准 COBE 归 一 化 CDM 模型 . SFI 巡天 的 结果 显示 该 模型 被 排除 在 几 个 o 之 外 . 
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9.10 从 SFI 速度 巡天 中 得 到 的 关于 功率 谱 的 振幅 4 与 形状 参数 工 = Amh 的 似 然 函数 
等 高 线 图 . 其 中 振幅 4 以 Ao = 2 x 105(j Mpc)* 为 单位 , 等 高 线 表 征 了 likelihood 函数 随 
连续 因子 1/e 的 变化 . 图 中 心 显 示 的 香 菩 形状 的 等 高 线 图 区 域 满 足 ACDM 模型 , 与 
r =0.5, A = 0.294o 的 标准 CDM 模型 很 不 相符 , 来 自 于 文献 (Freudling et al., 1999) 


9.4 红 移 空间 畸变 


红 移 巡天 提供 了 径 向 位 置 , 即 红 移 的 信息 , 补充 了 星系 的 角度 信息 . 对 于 红 移 z 
处 星系 的 径 向 位 置 最 简单 的 猜想 是 它 与 我 们 的 距离 为 


Xs(z) = = (9.33) 


其 中 下 标 “s” 表 示 红 移 空间 . 红 移 空 间 对 应 于 把 星系 分 配 在 直角 坐标 系 中 ， 


T= F (sin 8 cos ¢, sin 8 sin ¢, cos 8). (9.34) 
0 


这 种 分 配 忽视 了 许多 现实 问题 . 第 一 个 问题 , 只 有 在 相对 低 的 红 移 处 , 红 移 z 处 星 
系 的 共 动 距离 等 于 z/Ao. 回溯 图 2.3 可 以 看 到 , 在 z = 1 时 这 种 近似 只 有 真实 值 
的 一 半 左 右 . 幸运 的 是 , 目前 绝 大 多 数 巡 天 的 红 移 小 于 0.1, 因此 这 个 问题 是 可 以 忽 
略 的 . 

第 二 个 问题 是 致命 的 , 即 在 红 移 空间 ,(9.33) 式 中 得 到 的 距离 忽略 了 本 动 速度 的 
影响 . 图 9.11 展示 了 红 移 空间 发 生 的 畸变 . 一 个 刚 开始 南 缩 的 轻微 高 密度 区 域 在 红 
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移 空间 表现 出 被 挤 压 的 特征 : 最 靠近 我 们 的 星系 朝 高 密度 中 心 区 移动 , 远离 我 们 而 
去 , 因此 它们 看 起 来 比 实际 离 我 们 更 远 ( 即 更 靠近 高 密度 区 的 中 心 )， 相 似 地 , FE 
动 区 域 中 离 我 们 更 远 一 侧 的 星系 向 我 们 运动 , 所 以 它们 看 起 来 比 实际 离 我 们 更 近 . 
本 动 速度 的 综合 效应 是 在 一 个 球形 的 高 密度 区 域内 导致 了 四 极 矩 的 产生 


实 空间 
C) 
noon 


图 9.11 红 移 空间 畸变 . 在 每 种 情况 下 , 常数 密度 等 高 线 在 红 移 空 间 形 变 (在 实 空 间 是 圆 形 
的 ) 为 不 对 称 的 形状 . 箭头 表明 速度 的 方向 和 大 小 . EREET, 速度 如 此 之 大 以 至 于 
底部 的 点 转 到 了 相反 的 方向 (比较 左 图 与 右 图 底部 实心 点 的 位 置 ) 


当 这 个 区 域 的 密度 更 大 时 , 红 移 空间 畸变 的 性 质 发 生 改变 . 图 9.11 底部 的 两 幅 

图 表现 出 一 个 替 缩 的 更 厉害 的 物体 以 一 个 不 同 的 方式 畸变 . 它 在 视线 方向 被 拉 长 . 

定量 的 说 , 它 的 四 极 矩 与 线性 密度 扰动 符号 相反 . 可 以 明确 的 是 , 解释 红 移 空间 畸 

变 是 一 个 非常 复杂 的 事情 , 不 仅 涉及 线性 密度 扰动 的 效应 , 还 需要 考虑 更 复杂 的 非 

线性 效应 带 来 的 影响 . 接 下 来 我 们 定量 地 讨论 线性 红 移 畸变 效应 , 因为 这 适用 于 宇 

HAREM, 并 且 是 所 有 未 来 工作 的 起 点 . 

假定 我 们 在 红 移 空间 计算 功率 谱 . 这 种 畸变 的 功率 谱 如 何 与 实 空 间 的 真实 功率 

谱 相 联系 呢 ? Kaiser(1987) 首先 应 用 线性 理论 解决 了 这 一 难题 . 首先 假设 无 论 我 们 
使 用 红 移 空间 还 是 实 空 间 坐 标 , 特定 区 域 的 星系 数目 相同 . 因此 ， 

ns(#5)d°a, 一 m( 直 daz (9.35) 

这 里 , n 是 实 空间 中 z 处 的 星系 数 密度 ,n。 是 红 移 空间 的 星系 数 密度 . 在 红 移 空间 

H, 以 一 点 为 中 心 的 无 限 小 体积 元 的 体积 是 dazs=dzsz2 sin 6d9dy; 在 实 空间 中 , 以 

一 点 为 中 心 的 无 限 小 体积 元 的 体积 是 daz=dzz2 sin gdbdd. 角 体 积 是 相同 的 , 所 以 

ri E, (9.36) 


红 移 空间 


观测 者 
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这 里 Jacobian 矩阵 J 表示 为 
_| dec] da 2? 
la as (9.37) 
为 了 计算 Jacobian HH, 我 们 认为 观测 到 的 红 移 是 下 面 两 项 的 和 : 
;= (9.38) 


第 一 项 是 标准 的 哈 勃 定律 , 即 红 移 正比 于 距离 ; 第 二 项 是 沿 视线 方向 的 速度 . 再 次 
声明 , 红 移 空间 对 应 的 星系 离 我 们 的 距离 等 于 

T-ĉ 
m 


zs =+ (9.39) 


Jacobian 和 矩阵 可 表示 为 


ð [v-#]\* CA 

J= (1 + Oz Ea) (1 F an) š (9.40) 
Kaiser 意识 到 速度 导数 的 改正 项 远 比 7- ĉ/Hor 项 重要 . 对 于 一 个 平面 波 扰动 , 速 
度 导 数 项 的 量 级 是 v'/Ho ~ kv/Ho, 而 其 他 修正 的 量 级 是 v/Hor. 也 就 是 说 , 第 一 
个 修正 项 比 第 二 个 修正 项 大 kz SRR. 为 什么 我 认为 第 一 项 更 大 呢 ? 或 者 说 , 为 
什么 kz 大 于 一 个 单位 ? Kaiser 认为 , x 代表 巡天 的 尺度 , k 代表 该 巡天 中 我 们 期 望 
的 傅 里 时 模式 的 量 级 . 最 大 尺度 的 扰动 表示 为 k~i, 这 种 扰动 很 难 确定 , 因为 
仅 存 在 少量 的 这 个 量 级 波长 的 传 里 叶 模式 . 由 于 存在 大 量 短波 长 的 模式 , 因此 这 样 
的 模式 更 易 被 计算 , 所 以 我 们 可 以 有 效 地 平均 这 些 模式 来 估计 功率 谱 . 我 们 真正 感 
兴趣 的 是 那些 kz > 1 的 模式 . 在 v = 0 处 展开 剩余 的 分 母 , 得 到 


ð [v-z@ 

J~ (1 — S|) ; (9.41) 

实 空 间 和 红 移 空间 的 数 密度 分 别 为 n = n(1+6),ns=A(1+6,), 其 中 元 是 平 
均 数 密度 . 根据 (9.36) 式 , 红 移 空间 的 密度 扰动 为 


146 = [1-441 (1-515). (9.42) 
展开 到 一 阶 , 我 们 可 以 看 到 红 移 空间 的 高 密度 实际 上 是 实 空间 高 密度 和 本 动 速度 修 
正 综合 作用 的 结果 ， 


6,(Z) = 6(Z) — 2 S : | , (9.43) 


现在 我 来 介绍 远 距 离 观测 者 的 情况 . 这 个 想法 是 大 多 数 我 们 感 兴趣 的 情况 , 方向 矢 
Bt RAEN, 类 似 于 星系 到 星系 的 方向 . 现在 回 到 图 9.2, 方向 矢量 z 主要 是 径 向 
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方向 的 分 量 , 在 横向 方向 只 有 一 小 部 分 分 量 (EEF 0 和 0). 当 平面 上 的 星系 互 
相 之 间 的 距离 相对 较 小 时 , 我 们 可 以 近似 认为 2.5 一 3. 这 里 的 3 是 指向 星系 中 
心 的 径 向 方向 . 

在 远 距离 近似 下 , 我 们 可 以 计算 红 移 空间 密度 扰动 的 侍 里 叶 变 换 , (为 了 避免 混 
YA, 在 此 用 6, 表示 健 里 叶 变 换 密度 ) 


~ d, E a 3h! iT/ ==> 入 
= 6(k) —if Í dêze-i¥ z 2 | f ak gf gaa ; (9.44) 


上 式 第 一 个 等 号 右边 的 内 容 来 自 于 傅 里 叶 变换 的 定义 和 (9.43) A, 第 二 个 等 号 来 
AF (9.20) 式 所 表示 的 线性 速度 . KE x 的 导数 作用 在 指数 上 ， 得 到 ik’. 2, 还 可 
以 设 为 i .2, 因此 


a <ó, ~ =, 3k/ ~ a od a a 
6s(k) = 6(k) + f GIENE 2] ji d3zei(k =F) E, (9.45) 
关于 z 的 积分 给 出 了 一 个 Dirac delta BA, k’ = k. 因此 , 应 用 远 距 离 观 测 近 似 ， 
6s(K) = [1 + fugld(k). (9.46) 


这 里 的 jw 被 定义 为 3.%, 是 视线 方向 和 波 数 的 夹 角 的 余弦 .(9.46) 式 定量 展示 了 
(线性 ) 红 移 空间 畸变 可 以 预见 的 一 些 问 题 . 首先 , 因为 fu > 0, 可 以 看 出 在 红 移 空 
间 的 密度 扰动 大 于 实 空间 . 这 一 点 从 图 9.12 中 可 以 清晰 地 看 出 . 在 红 移 空间 星系 
的 中 心 区 域 的 密度 明显 高 于 实 空间 , 这 是 因为 一 种 错觉 : 正在 下 落 的 星系 位 于 更 靠 
近 中 心 的 位 置 . (9.46) 式 第 二 个 值得 注意 的 地 方 是 , 红 移 空间 高 密度 的 增强 是 平行 
视线 方向 的 波 矢量 . 垂直 于 视线 方向 平面 波 的 扰动 不 会 引起 红 移 空间 畸变 . 


实 空间 红 移 空间 
2 . ete ih « 
wi PS a AM vea 

Gras 


K912 ” 实 空间 的 一 百 个 星系 由 于 线性 速度 影响 在 红 移 空间 中 产生 挤 压 效应 . 在 中 心 区 域 ， 
红 移 空间 的 密度 扰动 明显 远大 于 实 空间 . 观测 者 位 于 下 方 


红 移 空间 的 功率 谱 不 仅 依赖 于 的 大 小 , 还 依赖 于 天 的 方向 , 该 方向 我 们 用 y 
来 参数 化 . 根据 (9.46) 式 得 到 


P,(k) = P(k)[1 + bp}. (9.47) 
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这 里 引入 了 参数 b, 你 也 许 认为 它 简 单 地 等 于 线性 增长 率 f. 其 实在 6 中 额外 存在 
一 个 因子 , 这 是 因为 质量 密度 扰动 6 不 等 于 星系 密度 扰动 bo. 用 速度 场 来 划分 质量 
密度 扰动 . 我 们 定义 偏差 (bias)， 


_56 
b= = (9.48) 
Tx 6 x bg/b. 因此 ,(9.47) 式 中 显示 的 红 移 空间 畸变 产生 的 相关 正比 于 
f (0.6 
pope (9.49) 


(9.47) 式 所 展示 的 功率 谱 中 的 红 移 空间 畸变 有 正 负 两 方面 的 影响 . 正面 影响 是 ， 
通过 计算 红 移 空间 功率 谱 的 畸变 , 我 们 可 以 计算 6, 这 就 建立 了 密度 与 偏差 的 联系 . 
定量 的 做 法 是 计算 功率 谱 四 极 矩 与 单 极 矩 的 比值 : 


=e ns (9.50) 


再 次 重申 P 是 1 阶 勒 让 德 多 项 式 ,已 LAURIN. 所 以 (练习 11) 
+a = [i+ ietie] Pon) + [56+ 56°] Palin) + ePm), (0:51) 


勒 让 德 多 项 式 ((C.2) R) KELNE AEREE HR RS AARE e 
值 是 


4 4 
PO(k) gh te 


PL (k) TERET 


(9.52) 


Hamilton 通过 两 个 红 移 巡 天 计算 四 极 矩 与 单 极 矩 功率 谱 的 比值 ( 见 图 9.13). 在 
两 个 巡天 中 ， 非 线性 效应 都 非常 明显 ， 必 须 谨 慎 对 待 . 左 图 展示 了 红外 巡天 的 结 
果 ,Hamilton 定义 了 一 个 参数 o 来 研究 非 线 性 , 该 参数 用 来 计算 小 尺度 速度 弥散 . 
在 假设 8 ~0.7 的 情况 下 , 只 有 当 尺度 在 k ~ 0.1h Mpe! 的 量 级 时 , 这 个 比率 接近 
0.75. 右 图 展示 了 光学 巡天 的 结果 . 其 中 , 该 比值 不 能 用 渐 近 线 近似 表示 ( 低 处 的 曲 
线 ), 除非 非 线性 结构 被 人 为 去 除 掉 (高 处 的 曲线 ). Hamilton 发 现 , 在 假设 6 = 0.3 
的 情况 下 , 四 极 矩 与 单 极 矩 功率 谱 的 比值 接近 0.4. 图 9.14 展示 了 从 红 移 和 本 动 速 
度 巡 天 中 计算 6 的 结果 . 


9.4 红 移 空间 畸变 3 = 


半 波 长 /k/(h- Mpc) 
20 50 5 10 


1 05 0.2 01 T 0.5 0.2 0.1 0.05 
波长 以 (RMpc- 
图 9.13 ”两 个 红 移 巡天 计算 的 功率 谱 四 极 抢 与 单 极 矩 的 比值 (Hamilton,1998). 左 图 数据 来 
自 两 个 红 移 巡 天 (红外 天 文 卫星 IRAS): QDOT(Lawrence et al., 1992) 选取 了 1/6 的 亮 于 
0.6 央 斯 基 的 星系 ;1.2Jy 巡天 (Strauss et al., 1996) ART MARTRANSAR. 右 图 展示 了 
Stromlo-APM 巡天 (Loveday et al., 1996) 中 红 移 等 于 1 的 20 个 星系 (图 9.1) 


以 上 是 好 的 一 面 . 坏 消息 是 , 即使 我 们 放弃 从 红 移 巡天 中 计算 6 的 希望 , 为 了 
计算 功率 谱 , 我 们 仍然 需要 解释 红 移 空间 畸变 . 通过 平均 各 个 方向 的 jw 计算 功率 
谱 只 适用 于 线性 理论 . 此 时 ， 


Po) = |1+ 36+ $6°| PW), (0.53) 


这 意味 着 ,已 (0) 高 估 了 实际 功率 谱 (高 出 了 2 倍 ). 根据 图 9.13, 即便 在 中 等 尺度 上 ， 
也 必须 考虑 非 线性 效应 . Peacock 和 Dodds 的 结果 (图 7.11) 采用 了 为 小 尺度 速度 
建立 模型 的 方法 解决 这 一 问题 . 


图 9.14 从 红 移 和 本 动 速 度 巡 天 中 得 到 的 6 的 似 然 函 数 的 汇总 (Strauss and Willick, 1995) 
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到 目前 为 止 , 我 们 仅 研 究 了 两 点 相关 函数 : 角 相 关 函 数 、 速 度 方差 和 功率 谱 . 你 
也 许 很 疑惑 : 为 什么 不 提 及 一 点 相关 函数 ? 例如 , 星系 的 数 密度 . 为 了 解答 这 一 问 
题 , 我 们 先 来 看 一 个 极端 的 例子 . 宇宙 中 究竟 有 多 少 生命 ? 很 显然 , 在 现 有 科技 条 
件 下 , 这 是 一 个 不 可 能 回答 的 问题 . 先 把 如 何 定义 “生命 ”这 样 一 个 问题 抛 到 一 边 ， 
我 们 仍 需 要 研究 恒星 形成 、 行 星 形成 、 各 个 生物 过 程 的 生命 演化 等 诸多 课题 . 因此 ， 
宇宙 中 的 “生命 密度 ”: 这 样 一 个 概念 远 远 超出 了 本 书 的 研究 范围 . 

类 似 但 不 那么 极端 的 情况 是 从 我 们 所 研究 的 物质 扰动 中 预测 星系 数 密度 涉及 
一 系列 复杂 情形 , 这 些 是 我 们 目前 不 能 解决 的 .多 大 比例 的 物质 去 缩 成 非 线 性 结 
构 ? 这 些 非 线性 结构 如 何 演化 ? 星系 尺度 的 非 线性 结构 会 并 合 吗 ? 如 果 是 这 样 , 通 
常 如 何 并 合 ? HAR, 恒星 如 何 形成 ? 恒星 如 何 分 布 ? 是 洲 涡 状 还 是 椭圆 状 ? SAN 
奋 的 是 , 20 世纪 90 年 代 科 技 的 发 展 回答 了 这 些 问 题 . 除了 数值 模拟 的 brute-force 
方法 之 外 , 许多 研究 小 组 (例如 , Kauffman et al., 1999; Somerville and Primack, 1999; 
Colberg et al., 2000; Benson et al., 2001; Cooray and Sheth, 2002) 使 用 半 解 析 技 术 
成 功 地 预测 了 不 同类 型 星系 的 特征 和 丰 度 . 尽管 我 们 不 会 在 这 里 学 习 这 些 方 法 , 但 
是 我 们 会 用 到 Press-Schechter 理论 一 一 该 理论 是 这 个 工作 的 基础 . 

星系 数 密度 难以 预测 的 根本 原因 是 星系 量 级 的 尺度 涉及 非 线 性 演化 ， 回 顾 练 
习 7.9, 尺度 小 于 ~ 10h Mpc-! 就 进入 非 线 性 演化 . 无 扰 宇宙 中 多 大 尺度 可 以 代表 
一 个 典型 星系 的 质量 ,M = 1012Mo ? 一 个 半径 是 R 的 球状 空间 的 密度 是 


M 
Pm = R3 ais 
Mh 1/3 
= —1 
R= 0.951h-!Mpc (smo) (9.55) 


因此 , 半径 大 约 为 1 Mpc, 也 就 是 尺度 涨 落 对 应 于 上 ~ 1h Mpc-! 时 , 演化 进入 非 线 
性 阶段 . 

这 就 回答 了 该 问题 : 为 什么 不 预测 星系 的 数 密度 ; 但 是 回避 了 另 一 个 问题 : 对 
于 那些 接近 线性 演化 尺度 的 天 体 , 我 们 可 以 预测 它们 的 丰 度 吗 ? 现在 我 们 将 (9.55) 
式 转 化 成 RR 半径 内 的 质量 


3 
M =1.16 x 10 Qah Me (ms) (9.56) 


可 以 发 现 , 质量 小 于 1015Me 的 星系 团 处 于 线性 演化 尺度 内 . 
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那么 , 怎样 预测 星系 团 的 丰 度 呢 ? 基本 的 思想 来 自 于 Press 和 Schechter(1974), 
由 此 产生 的 理论 被 称 为 Press-Schechter 理论 . 想 要 了 解 该 理论 , 先 参考 图 9.15 所 示 
的 一 维 密度 场 . 当然 , 非 均匀 性 的 平均 等 于 零 . 但 在 正 、 负 方向 都 有 相对 大 的 偏离 . 
当 密 度 等 于 0 时 , 低 密度 不 会 小 于 -1. 但 是 , 图 中 显示 一 些 区 域 的 密度 大 于 3 倍 的 
平均 密度 . 这 些 密度 扰动 区 域 正 是 我 们 感 兴趣 的 : EK RIS, 积累 了 如 此 
多 的 物质 以 至 于 局 部 的 引力 作用 大 于 哈 勃 流 . 该 区 域 的 粒子 互相 之 间 停 止 远离 , 被 
拖 入 本 地 引力 势 场 . 


图 9.15 “一 维 不 均匀 性 . 深 色 的 曲线 是 场 在 大 尺度 的 平滑 . 小 尺度 扰动 造成 瓜 缩 , 大 尺度 密度 
场 的 高 密度 不 会 高 于 去 缩 的 临界 密度 de 


Press-Schechter HEE FAW ANIA AAR BE 

feot(M(R), z) = oe [ dõe—??/20? (R2), (9.57) 
这 里 R 是 半径 , 超过 这 个 半径 密度 场 开 始 平滑 .该 半径 用 来 计算 o(R, z) 下 
滑 密度 场 的 均 方 根 (练习 7.9)， 图 9.15 所 示 为 可 见 平滑 尺度 的 物质 ， 典 型 地 , 大 
尺度 的 非 均 匀 性 小 于 小 尺度 的 非 均 匀 性 , 所 以 , 物质 先 在 小 尺度 上 开始 夫 缩 . 随 着 
时 间 的 演化 , 高 密度 增长 (正比 于 增长 函数 ), 最 后 , 一 些 大 尺度 的 非 均匀 性 物质 开 
始 替 缩 .(9.57) 式 等 号 右边 统计 了 所 有 密度 扰动 大 于 临界 密度 jc 的 高 斯 分 布 的 部 
分 .该 方程 有 许多 不 可 思议 的 地 方 . 首先 , 它 假设 非 均匀 性 的 分 布 是 高 斯 分 布 , 但 
这 是 不 成 立 的 . 因为 根据 定义 , 6 不 可 能 小 于 -1. 实际 上 , 引力 偏离 了 初始 的 高 斯 
分 布 , 产生 了 更 多 的 低 密 度 区 域 和 不 可 忽视 的 高 密度 区 域 . 第 二 点 , 归 一 化 需要 一 
些 手段 : 人 们 天 真 地 不 包括 因子 2. 最 后 , 公式 中 的 均 方 差 o 是 线性 均 方 差 , 忽视 
了 非 线性 的 影响 . 在 小 尺度 上 , 使 用 线性 功率 谱 计算 o 与 用 真实 的 非 线性 功率 谱 
计算 相 比 存在 很 大 差别 . Press-Schechter HU AWAD RA WIA o 得到. 
当然 ,Press-Schechter 理论 的 这 些 不 足 之 处 并 不 能 贬低 它 的 作用 .数值 模拟 (例如 ， 
White, Efstathiou and Frenk, 1993) 证 明 Press-Schechter 理论 还 是 很 有 效 的 . 一 
些 研究 组 (Heavens, 1990; Bond et al., 1991) 进一步 从 理论 上 证 明了 该 公式 的 某 些 
方面 . 
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为 了 将 夫 缩 分 数 更 好 地 与 观测 比较 , 首先 作 feon 相对 于 M 的 微分 , 然后 再 乘 
以 一 个 小 区 间 dM. 这 表示 了 在 质量 M 与 M + dM 之 间 的 志 缩 成 天 体 的 体积 分 
数 . 再 乘 以 该 类 天 体 的 平均 数 密度 om/M 就 得 到 质量 M 与 M + dM ZAMS 
天 体 的 数 密度 


dn(M, z) = — Pea Seon 2) ial 2am. (9.58) 
其 中 的 负 号 表示 fon 是 一 个 关于 质量 M 的 减 函 数 . 对 M RKF, 并 且 dM/dR = 
3M/R, 得 
dn(M, z) _ /2 Pmðc 一 52/12a2 _Rdo 
dM Viia R | o A l 人 


对 于 大 多 数 模型 来 说 , 方 括号 里 面 的 一 项 近似 等 于 1. 对 于 大 质量 天 体 来 说 ，(9.59) 
式 中 起 主要 贡献 作用 的 因子 是 其 指数 项 . 如 果 o 很 小 的 话 , WIKRE LASIK AN 
数 密度 是 指数 衰减 的 . 

到 目前 为 止 , 我 回避 了 超过 它 天 体 就 会 南 缩 的 临界 密度 扰动 i 的 数值 . 有 两 种 
方法 可 以 得 到 de 一 种 方法 是 依赖 于 简单 的 球 替 缩 模 型 . 在 该 模型 中 , SRE HE 
6 二 1.686(pm =por). 另 一 种 方法 是 把 be 看 作 一 个 自由 参量 , 然后 用 数值 模拟 进行 校 
准 (例如 ,Eke,Cole and Frenk,1996). 通过 这 种 方法 得 到 的 de AER REEF ERI SF 
模型 得 到 的 1.686. 

计算 星系 团 的 丰 度 , 以 此 用 (9.59) 式 检验 Press-Schechter 理论 , 这 是 一 个 复杂 
的 问题 . 困难 之 一 是 如 何 分 辨 一 个 星系 团 . 目前 已 经 开发 出 复杂 的 计算 程序 在 星系 
巡天 中 寻找 星系 团 . 第 二 个 困难 是 如 何 决定 星系 团 的 质量 . 这 里 有 许多 方法 来 确定 
星系 团 的 质量 : 

. X 射线 温度 星系 团 中 的 热电 离 气 体 发 出 的 辐射 有 一 个 频率 截断 , 这 个 截 

断 由 气体 的 温度 决定 . 在 特定 的 假设 下 , 这 个 温度 与 星系 团 的 质量 相关 . 

e Sunyaev-Zeldovich MR 穿 过 星系 团 的 CMB 光子 被 热气 体 散射 . 这 种 
散射 使 CMB 光谱 发 生 改 变 , 该 改变 是 频率 的 函数 , 包括 低频 辐射 减少 、 高 
频 辐射 超出 ( 即 低能 光子 从 热气 体 电子 中 得 到 能 量 ). 这 种 改变 的 形状 是 固 
定 的 ; 改变 的 幅度 是 另 一 种 气体 温度 的 计算 方法 , 在 特定 假设 下 , 可 被 转化 
成 气体 质量 的 计算 . 

。 弱 引力 透镜 背景 星系 的 图 像 由 于 前 景 星系 团 的 作用 而 发 生变 形 . 星系 团 
的 质量 越 大 , 发 生 的 变形 越 强烈 . 弱 引 力 透 镜 因 此 成 为 极 好 的 、 不 通过 温度 
而 计算 星系 团 质量 的 工具 . 

前 两 种 方法 是 通过 直接 计算 星系 团 的 温度 来 推算 质量 .让 我 们 在 简单 假设 下 
利用 质量 与 温度 的 关系 来 计算 星系 团 的 质量 . 假设 一 个 星系 团 是 维 理化 系统 , 这 样 
它 的 动能 是 势能 的 -1/2 倍 . 又 假设 该 星系 团 是 半径 为 Ry 的 球状 结构 , 它 的 势能 
等 于 -3GM?/5Ryir. BA, 


95 星系 DAT- 


preg (9.60) 
星系 团 的 密度 扰动 是 Aa = pex/pm, 接 下 来 我 们 消 掉 半径 . 因为 
M 


Aa = 一 一 一 一 一 . .61 
4rRvirpm/3 ii 


温度 平均 地 分 配 在 三 个 方向 上 , 因此 平均 速度 的 平方 是 vz = 3T/m, 这 里 的 m, 是 
质子 质量 . 温度 可 以 用 整个 系统 的 质量 来 表示 


2/3 
t= = cara (3 (9.62) 


3/2 
M = 8.2 x 10h“! Mo (=) a, 
cl 


BUTERA (om = Per) 归 一 化 Aa WE, 尽管 模拟 验证 了 这 个 
数值 . 

9.16 展示 了 用 温度 表示 的 星系 团 密度 , 采用 标准 CDM 模型 , 即 Om = 1. 最 
重要 的 一 点 是 ,1992 F COBE 关于 各 向 异性 的 探测 表明 这 种 plain-vanilla 模型 预测 
了 过 多 的 星系 团 . 实际 上 , 今天 星系 团 的 丰 度 通常 使 用 归 一 功率 谱 的 方法 . 从 星系 
团 丰 度 (例如 ,Wand and Steinhardt,1998) 得 到 的 og 的 典型 值 是 

os = 0.5Q-0.33-0.359m (9.64) 
REY 20%, 后 者 更 精确 地 反映 了 质量 函数 的 不 确定 性 . 


质量 (10° y” Moiar) 


当 Qm = 1 时 , 得 到 


(9.63) 


0.5 


COBE 归 一 化 
CDM(os=1.15) 


0g=0.6 


a Henry & Arnaud 


2 4 6 8 
温度 /keV 


9.16 ”用 温度 表示 的 星系 团 密度 . 数据 来 自 文献 (Henry and Arnaud, 1991). 两 条 理论 曲 
线 代表 Press-Schechter 理论 的 预测 ((9.59) sh), 模型 选取 On = 1, h = 0.5, Qs = 0.05. 两 条 
曲线 唯一 的 不 同 来 自 归 一 化 
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Press-Schechter 理论 另 一 个 激动 人 心 的 应 用 是 它 预测 的 星系 团 随 红 移 的 演化 . 
基本 的 一 点 来 自 于 (9.59) 式 所 示 的 指数 依赖 ， 在 高 红 移 处 , o(R,z) 会 变 小 , 但 究 
竟 多 小 取决 于 宇宙 学 模型 . 增长 最 快 的 是 m = 1 的 标准 宇宙 学 模型 ( 见 图 7.12), 
因此 , 我 们 固定 今天 的 星系 团 丰 度 , 在 该 模型 中 我 们 预测 得 到 的 星系 团 数目 更 少 . 
9.17 说 明了 这 一 问题 .Q,, = 1 的 模型 展示 了 质量 大 于 3.5 x 1014Mo 的 星系 团 在 
红 移 0.5 处 的 数 密度 比 红 移 0 处 少 1/700. 相 比 较 而 言 ,ACDM 模型 的 比值 是 1/4. 
随 着 地 面 观 测 数 据 的 增多 , 我 们 期 望 在 未 来 几 十 年 可 以 给 出 更 强 的 宇宙 学 限制 . 


1014 1045 104 10% 
M ioiar) Mh Meier) 


图 9.17 不 同 红 移 处 大 于 质量 M 的 星系 团 的 数 密度 . 左 图 : CDM 模型 
(Om = 1,h = 0.5, 0% = 0.05), Æ z = 0(og = 0.5) 处 给 出 了 归 一 化 的 正确 丰 度 . 几 条 曲线 依次 
代表 红 移 从 0 到 0.5, 邻近 曲线 代表 0.1 的 红 移 间隔 . BA: ACDM 模型 
(Om = 0.35, h = 0.7, Mh? = 0.02). 与 临界 密度 模型 相 比 , 星系 团 的 演化 速度 相对 较 慢 , 质量 
约 少 3 x 104 Mo 


推荐 读物 


The Lange Scale Structure of the Universe (Peebles) 很 好 地 描述 和 导出 了 角 相 
关 函 数 , 使 用 了 Limber(1953) 最 初 的 推导 . 9.1 节 给 出 的 推导 基于 Kaiser 在 1992 
年 关于 弱 引 力 透 镜 工作 的 附录 . 该 推导 具有 直观 性 和 可 适用 性 强 等 优点 , 它 也 有 助 
于 我 们 计算 将 在 第 10 章 遇 到 的 弱 引 力 透 镜 相关 函数 . 

9.1 节 中 讨论 的 数据 来 自 APM 巡天 (Maddox et al., 1990). 其 他 最 近 的 角度 
结果 来 自 Edinburgh/Durham 南天 星系 目录 (EDSGC, Collins, Nichol, and Lums- 
den, 1992) 和 斯 隆 数字 巡天 (York et al., 2000), 最 初 的 分 析 来 自 文献 (Scranton 
et al., 2002). 就 像 我 在 文章 中 暗示 的 那样 , 数据 的 分 析 随 着 时 间 的 前 进 越 来 越 精 确 . 
Baugh 和 Efstathiou 1993 年 首次 转 置 了 APM AMARA, 并 且 提 取 了 3 维 功率 
We, 证 明 在 大 尺度 上 标准 CDM 功率 谱 存 在 很 大 不 同 . Dodelson 和 Gaztanaga 2000 
年 指出 功率 谱 的 结果 误差 是 相关 的 并 且 进 行 了 修正 , 进一步 解释 了 w(9) 的 误差 也 
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是 相关 的 .Eisenstein 和 Zaldarriaga (2001), 随后 Efstathiou 和 Moody (2001) 解 
释 了 这 些 相关 导致 了 图 9.6 所 示 的 结果 . Eisenstein 和 Zaldarriaga 的 文章 还 清楚 讨 
论 了 w(9) 和 2 维 功 率 谱 (BN Ci) 的 关系 . 他 们 观测 到 Ci 的 误差 关联 性 很 低 , 这 就 
意味 着 CO 将 会 代替 w(b) 作为 角度 巡天 的 统计 . 实际 上 , Huterter, Knox 和 Nichol 
(2001) 用 Ci 分析 了 EDSGC 巡天 , Tegmark 等 2002 年 从 早期 的 SDSS 数据 中 得 到 
T Qe 

Cosmological Physics (Peacock) 是 一 本 研究 本 动 速度 和 其 对 红 移 巡天 的 影响 的 
好 书 . 有 两 篇 重要 且 信 息 量 很 大 的 综述 文章 : 文献 (Strauss and Willick, 1995) 和 
(Hamilton, 1998), 前 者 在 涉及 本 动 速 度 的 实验 方面 很 有 新 意 , 后 者 分 析 了 星系 巡天 
的 红 移 空间 畸变 . 这 个 领域 的 另 一 位 领导 者 Dekel 1997 年 写 了 一 篇 关于 本 动 
速度 场 的 宇宙 学 影响 的 很 有 价值 的 综述 . 

Kaider(1987) 同样 做 了 关于 红 移 空间 畸变 的 意义 重大 的 工作 , 在 低 红 移 近似 下 
解决 了 远 距 离 观测 者 在 傅 里 叶 空 间 线性 红 移 畸变 的 问题 . Hamilton(1992) 在 实 空间 
找到 了 相似 的 解决 办 法 . 最 近 , 大 视 场 、 深 度 巡 天 的 开展 , 宇宙 学 修正 的 一 般 化 ( 例 
如 , 当 z 值 较 大 时 , 距离 不 等 于 cz/Ho) 和 全 天 分 析 吸 引 了 很 多 研究 者 . 例如 , 该 领 
域 近期 的 工作 Szalay, Matsubara 和 Landy(1998) 把 Kaiser 的 工作 推广 到 大 角度 ， 
同时 Magira,Ying 和 Suto(2000) 解释 了 宇宙 学 畸变 和 非 线 性 及 其 演化 . Peacock 和 
Dodds(1994) 分 析 了 不 同 种 类 的 巡天 , 通过 论证 红 移 空间 畸变 、 非 线性 、 偏 祖 性 质 ， 
使 功率 谱 得 以 很 好 地 进行 测量 . BBS, 随 着 斯 隆 数字 巡天 、 二 度 视 场 巡天 以 及 
其 他 巡天 , 未 来 可 以 探测 到 更 多 关于 功率 谱 的 信息 . 书 中 238 页 涉及 的 半 解 析 内 容 
基于 White 和 Rees(1978), 以 及 White 和 Frenk(1991) 的 工作 . 不 同 于 这 些 半 解 析 
模型 的 相关 模型 是 晕 模 型 (Cooray and Sheth, 2002), 这 种 模型 假定 所 有 的 暗物质 都 
存在 于 学 中 , 因此 可 以 把 关于 星系 团 的 问题 缩减 成 (1) FA (IT) 晕 中 物质 和 星系 的 
分 布 . 关于 坚 模 型 的 描述 以 及 如 何 利 用 它 来 比较 理论 与 红 移 巡 天 参见 文献 (White, 
2001; Seljak, 2000; Berlind and Weinberg, 2001). 

星系 团 直 度 的 预测 参见 Cosmological Physics (Peacock) 和 Cosmological Inflation 
and Lange Scale Structure (Liddle and Lyth).Padmanabhan 的 Structure Formation 
in the Vniverse 详细 地 描述 了 球状 南 缩 模型 , 它 是 9.5 节 中 数据 的 来 源 ， 除 了 以 
上 列 出 的 文献 , 另 一 些 关于 星系 团 归 一 化 的 重要 文章 包括 文献 (Viana and Liddle, 
1996,1999; Pierpaoli,Scott and White, 2001). 
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1. 假设 相关 函数 定义 为 
El) = (6(£)6(# + F)). (9.65) 
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傅 里 叶 展 开 每 一 个 ô, 使 用 (C.20) 式 , 证 明 该 定义 说 明 相 关 函 数 是 功率 谱 的 传 里 叶 变换 . 

2. 当 ks = 0 时 , 根据 (9.9) 式 , 展开 3 维 功率 谱 . 第 一 项 是 我 们 所 考虑 的 . 证 明 与 第 一 项 
HE, 后 一 项 的 量 级 是 (1/1). 

3. BS (9.14) 式 所 示 的 核 函 数 , 使 其 对 x 积分 . 证 明 F 仅 是 k6 的 函数 . 

4. 对 角 相 关 函 数 的 核 函数 给 出 量 级 大 小 的 估计 . 

(a) 在 傅 里 叶 空间 考虑 一 个 半径 为 k, 宽度 为 dk WE. 问 该 壳 的 多 大 部 分 体积 满足 ks < 
ee 
(b) 讨论 仅 |ks| < x-! 的 传 里 叶 模式 对 权重 是 A?(k) = k° P(k)/2n? 的 角 相 关 函 数 有 贡 
MR. 将 该 讨论 与 (a) 部 分 的 分 数 计 算 联 系 起 来 估计 P(k) 的 核 相 关 w(9). 将 该 估计 与 (9.13) 
式 进行 比较 . 

5. 将 角 相关 函数 分 解 为 球 谐 函 数 的 和 


w(0) = > TH opererp, (cos 8), (9.66) 
l 


这 里 角 标 “matter” 用 来 区 别 CMB 各 向 异性 中 的 CP, 是 勒 让 德 多 项 式 . 将 Or 表示 成 
3 维 功率 谱 的 积分 . 证 明 在 小 尺度 上 orate = Pp (1), 这 里 P 是 9.1 节 介 绍 的 2 维 功率 谱 . 

6. 在 9.1 节 中 , 我 们 忽视 了 功率 谱 的 演化 . 也 就 是 , 我 们 假设 Pk) 是 常数 . 现在 , 假设 功 
率 谱 是 (1 + z)2 的 函数 . 在 平坦 的 、 物 质 为 主导 的 宇宙 中 6 是 什么 值 时 满足 线性 模型 ? 重 写 
对 z 积分 的 核 函数 , 解释 这 一 演化 . 

7. (数值 ) 计算 开放 宇宙 中 今天 的 线性 增长 率 f, 与 Qos 相 比较 . 近似 与 精确 值 之 间 的 差 
别 有 多 大 ? 现在 假设 宇宙 是 平坦 的 , Qm, + QA = 1. 再 次 比较 精确 的 线性 增长 率 与 Qo.6. 证 明 

了 = 00.6 十 =A (1 + =) (9.67) 

是 一 个 更 好 的 近似 , 当 Am > 0.025 时 精度 不 低 于 4%. 

8. 使 用 CMBFAST, 计算 标准 CDM(Qm = 1, h = 0.5) 模型 的 转移 函数 , HO, 分 别 等 于 
0.01,0.05 和 0.1. 证 明 BBKS 转移 函数 在 满足 下 式 的 情况 下 是 合理 的 


I = mh > Nmhe 2%, (9.68) 


9. (EH CMBFAST 或 BBKS 转移 函数 , 计算 ACDM(h = 0.7,QA = 0.7,Qm = 
0.26, Qs = 0.04) 的 COBE 归 一 化 的 cg， 使 用 图 9.6 底部 左 侧 图 模型 ， 这 暗示 了 我 们 刚 计 
算 了 的 结构 质量 的 cs 和 APM 巡天 敏感 的 星系 的 (08), 之 间 怎 样 的 关系 ? 

10. 假设 宇宙 是 平坦 的 , 由 物质 和 宇宙 学 常数 组 成 .展开 共 动 距离 到 红 移 z 处 的 星系 ( 忽 
略 本 动 速度 ). 展开 中 的 一 阶 项 给 出 了 红 移 空间 答案 . 那 二 阶 项 呢 ? 对 红 移 空间 的 修正 ? M Am 
的 形式 给 出 你 的 答案 . 

11. 使 用 Pa(z) = 35z4/8 — 15z2/4 十 3/8 来 推导 (9.51) sh. 证 明 (9.59) 式 中 的 定义 
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——P(k) = (21 + 1) / : (duk/2)Pi(uk)P:(k, uk) 意味 着 
Ps (k, pe) = 2 Pi (pe) P (k). (9.69) 
L 
12. 在 本 章 中 我 们 展示 了 红 移 空间 畸变 如 何 影响 功率 谱 . 证 明 红 移 空间 畸变 如 何 影 响 相关 


函数 . 假设 是 线性 理论 . 你 也 许 需要 参考 文献 (Hamilton, 1992), 它 将 Kaiser 的 结果 转化 为 相 
关 函 数 的 问题 . 


第 10 章 ” 弱 引 力 透 镜 与 极 化 


角 巡 天 和 红 移 巡天 是 传统 的 计算 星系 团 功率 谱 的 有 效 工 具 , 但 也 存在 一 些 不 足 
之 处 . 这 些 方法 计算 的 是 星系 的 分 布 , 而 不 是 质量 的 分 布 . 早期 宇宙 理论 可 以 很 精 
确 地 对 质量 分 布 做 出 预测 , 然而 却 对 星系 分 布 无 能 为 力 . 本 章 我 们 介绍 一 种 令 人 兴 
奋 的 新 技术 一 一 它 可 以 标示 质量 而 不 是 光度 的 分 布 . 我 们 将 会 看 到 物质 分 布 的 不 
均匀 性 导致 远 距离 星系 发 生 畸 变 , 这 就 是 引力 透镜 效应 . 进一步 , 对 这 些 畸 变 的 统 
计 与 物质 功率 谱 有 直接 的 联系 . 

CMB 各 向 异性 不 受制 于 CMB 功率 谱 的 不 确定 性 , 这 种 不 确定 性 会 对 密度 场 
的 构建 带 来 灾难 性 后 果 . 

。 我们 明确 知晓 CMB 的 起 源 (来 自 于 最 后 散射 截面 ), 因此 这 里 不 存在 类 似 

的 由 本 动 速度 引起 的 畸变 . 
。 这 里 不 存在 质量 与 光度 分 布 不 对 等 的 问题 ， 而 该 问题 恰恰 是 星系 巡天 解释 
的 难点 . 
。 另外 , 质量 分 布 函数 是 非 线性 的 , 因此 , 第 7 章 所 示 的 由 线性 功率 谱 得 到 质 
量 分 布 函数 是 不 科学 的 .CMB 各 向 异性 是 十 万 分 之 一 的 量 级 , 因此 非 线性 是 
可 以 忽略 的 . 
然后 , 可 以 很 容易 地 解释 角 功 率 谱 O 并 从 中 提取 信息 . 除 此 之 外 , 我 们 可 做 的 研 
究 还 有 很 多 . 到 目前 为 止 , 我 们 关注 了 温度 的 各 向 异性 . 退 耦 之 前 的 康 普 顿 散射 也 
会 引起 极 化 的 各 向 异性 . 极 化 开启 了 CMB 研究 的 一 个 新 的 方向 . 至 少 , 它 使 得 从 
CMB 中 提取 的 信息 量 翻 倍 . 在 本 章 , 我 们 将 会 看 到 , 极 化 带 来 的 信息 会 更 多 . 张 量 
扰动 一 一 引力 波 产生 了 特殊 的 极 化 产物 , 该 产物 不 能 由 标量 扰动 获得 . 因此 , 极 化 
为 我 们 提供 了 一 个 独一无二 的 研究 暴 胀 时 期 产生 的 引力 波 的 方法 . 

将 引力 透镜 与 极 化 放 在 一 章 进行 讨论 主要 是 因为 在 数学 上 它们 的 描述 是 近似 
的 . 它们 的 影响 可 以 被 2 x 2 的 对 称 矩 阵 定量 描述 . 在 透镜 中 , 这 个 矩阵 是 张 量 畸 
变 , 该 张 量 畸变 带 来 了 图 像 畸 变 的 信息 . 极 化 张 量 有 更 久远 的 历史 , 并 用 Q UX 
表述 . 这 在 数学 上 是 独一无二 的 . 因此 , 研究 这 两 种 效应 的 方法 是 类 似 的 . 


10.1 图 像 的 引力 畸变 


宇宙 中 的 引力 场 使 得 经 过 它 的 光线 的 路 径 发 生 畸 变 . 这 一 事实 开启 了 一 系列 的 
宇宙 学 研究 . 最 重要 的 是 光线 路 径 依赖 于 质量 的 思想 . 如 果 这 种 畸变 可 以 计算 , 我 
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们 就 可 以 推测 宇宙 中 质量 的 分 布 . 该 推论 的 重要 性 不 能 被 夸大 : 我 们 对 质量 分 布 的 
了 解 主要 来 自 于 对 星系 分 布 的 观测 . 我 们 期 望 , 至 少 在 大 尺度 上 , 质量 分 布 与 星系 
分 布 不 会 有 太 大 差别 . 如 果 我 们 直接 通过 光线 的 畸变 来 观测 质量 分 布 , 则 不 需要 再 
假设 上 述 期 望 . 进而 , 我 们 可 以 直接 比较 观测 与 理论 预测 . 因此, 对 宇宙 学 来 说 , 我 
们 期 望 光线 畸变 可 以 产生 弱 引 力 透 镜 效 应 , 即 由 于 前 景 的 质量 高 密度 而 使 远 距离 星 
系 的 形状 发 生 畸 变 . 我 们 从 图 像 畸 变 概述 开始 讨论 , 同时 探究 一 些 其 他 效应 . 

引力 场 可 以 使 远 处 的 图 像 发 生 畸 变 的 思想 与 广义 相对 论 同 时 诞生 . 实际 上 , 爱 
因 斯 坦 在 完成 广义 相对 论 之 前 , 就 认识 到 计算 这 种 畸变 的 重要 性 .他 早期 的 笔记 
包含 了 图 像 放 大 率 的 计算 和 一 个 源 成 两 个 像 的 可 能 性 (Renn, Sauer and Stachel, 
1997). 另 一 方面 , 对 引力 畸变 的 探测 又 验证 了 广义 相对 论 .1919 F, 爱 丁 顿 带领 一 
队 人 到 南半球 观测 日 食 期 间 星 光 的 偏 移 . 这 种 效应 的 大 小 (Dyson, Eddington and 
Davidson, 1920) 正好 符合 爱 因 斯 坦 的 新 理论 . 

引力 可 以 弯曲 光线 路 径 的 最 特别 的 表现 之 一 是 强 引力 透镜 效应 .1979 年 ,Walsh， 
Carswell 和 Weymann 观测 到 一 个 类 星体 的 多 重 像 , 这 验证 了 爱 因 斯 坦 的 早期 推断 . 
向 各 个 方向 发 出 的 类 星体 的 光线 通过 中 间 星 系 会 聚 到 一 点 (观测 者 ). 从 那 以 后 , 还 
观测 到 了 数 十 个 类 星体 的 多 重 像 , 在 不 远 的 将 来 我 们 有 望 观测 到 更 多 的 强 引 力 透 镜 
现象 . 具体 多 大 比例 的 类 星体 可 以 呈 多 重 像 是 一 个 疑问 , 这 依赖 于 背景 宇宙 学. 曾 
经 讨论 过 有 宇宙 学 常数 的 模型 比 没有 宇宙 学 常数 的 模型 存在 更 多 的 呈 多 重 像 的 类 
星体 ( 见 练习 1 和 Kochanek,1996). 

还 存在 其 他 的 引力 透镜 对 宇宙 学 有 影响 的 例子 ， 通 过 不 同 路 径 到 达 一 点 的 光 
线 有 不 同 的 到 达 时 间 . 因此 , 我 们 探测 到 的 来 自 于 不 同方 向 的 同一 个 源 在 同一 时 间 
发 出 的 两 束 光线 由 于 透镜 效应 将 会 在 不 同 的 时 间 到 达观 测 者 .通过 研究 源 天 体 在 
不 同方 向 发 射 的 光线 我 们 可 以 计算 时 间 延 迟 . 该 延迟 的 结果 依赖 哈 勃 常数 , 因此 天 
文学 家 可 以 通过 时 间 延 迟 精确 地 计算 Ho(Kundic et al., 1997). 另 一 个 例子 是 微 引 
JER, 即 一 个 透镜 天 体 移 动 到 源 与 观测 者 的 连 线 上 . 这 种 情况 下 , 图 像 被 放大 , 这 
样 我 们 能 够 观测 到 远 距 离 源 的 不 同 特性 . 近 些 年 微 引 力 透 镜 被 用 来 寻找 银河 系 中 
大 质量 的 学 天 体 (MACHOs)(Alcock et al., 1993). 现在 看 来 晕 天 体 不 是 组 成 银河 系 
暗物质 的 主要 成 分 . 然而 , 曼 天 体 的 组 成 和 分 布 仍然 是 宇宙 学 中 的 重要 谜 题 . 

另 一 个 引力 透镜 的 实例 展现 在 图 10.1 中 . 前 景 是 大 质量 星系 团 Abell 2218, 它 
扭曲 了 背景 星系 的 形状 . 这 导致 星系 团 中 心 区 域 的 周围 出 现 椭 弧 . 为 什么 背景 星系 
会 延展 为 图 10.1 所 示 的 椭 弧 ? 考虑 一 个 位 于 大 质量 密度 区 域 后 面 的 圆 形 星系 , W 
测 者 位 于 本 页 底部 , 如 图 10.2(a). 由 于 光线 发 生 畸 变 , 我 们 不 期 望 看 到 圆 形 的 图 像 . 
进一步 说 , 来 自 于 源 底部 ( 即 接近 于 质量 区 域 中 心 的 部 分 ) 的 光线 比 起 那些 来 自 于 
远离 质量 区 域 中 心 的 光线 更 易 发 生 弯曲 . 这些 光 线 是 如 此 的 弯曲 以 至 于 源 的 底部 
看 起 来 与 我 们 的 距离 更 远 .( 这 仅仅 是 讨论 的 一 部 分 : 光线 依据 质量 分 布 而 发 生 弯曲 ， 
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我 们 依据 观测 到 的 光线 反 推 得 到 的 源 的 位 置 比 实际 的 位 置 离 我 们 更 远 . 见 图 10.4). 
因此 观测 到 的 图 像 发 生 畸 变 , 如 图 10.2(b) 所 示 . 结果 就 是 我 们 观测 到 的 一 段 弧 代 
替 了 原本 是 圆 形 的 星系 , 见 图 10.2(c). 


Gravitional Lens in Abell 2218 HST - WFPC2 
PF95-14-ST Scl OPO-april,1995-W-Couch (UNAW),NASA 
图 10.1 星系 团 Abell 2218 中 的 前 景 星系 使 背景 星系 的 图 像 发 生 畸 变 . 见 右 部 星系 团 中 心 
区 域 周围 的 椭 弧 
AP 


图 10.2 (a) 源 是 一 个 圆 形 星系 , 位 于 前 景区 域 之 后 . 前 景 质量 分 布 区 域 , 用 底部 的 黑 点 表示 . 
观测 者 位 于 下 方 , 因此 前 景 质量 区 域 位 于 源 和 观测 者 之 间 . (b) 源 发 出 的 光线 在 通过 质量 分 布 
区 域 时 发 生 弯曲 . 最 接近 质量 分 布 区 域 的 光线 弯曲 得 最 严重 . (c) 最 终结 果 是 观测 者 观测 到 
一 段 弧 线 


研究 中 一 个 非常 活跃 的 领域 是 利用 背景 星系 来 推断 星系 团 的 质量 分 布 (例如 ， 
Clowe et al., 1998). 绝 大 多 数 情况 下 ,引力 透镜 图 像 并 不 像 图 10.1 所 示 的 那样 明 
显 . BE, 大 量 背 景 星系 的 存在 可 以 弥补 这 种 不 足 ， 通过 许多 小 畸变 , 观测 者 可 以 
成 功 地 得 到 星系 团 的 质量 估计 . 这 种 对 小 畸变 进行 统计 平均 的 思想 是 弱 引 力 透 镜 的 
标志 . 对 于 宇宙 学 家 来 说 , 质量 估计 是 重要 的 信息 : 许多 宇宙 学 限制 都 基于 星系 团 
的 质量 分 布 与 丰 度 (例如 , 9.5 节 , Carlberg et al., 1997; Bahcall et al., 2000). 

我 们 对 弱 引 力 透 镜 感 兴趣 不 是 因为 类 似 于 星系 团 这 样 的 单个 透镜 体 , 而 是 由 于 
它 可 以 标示 宇宙 的 大 尺度 结构 , 得 出 暗物质 的 分 布 (例如 , 指向 天 空中 某 点 ,把 它 
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认为 高 密度 区 域 ) 不 是 必须 的 目标 . 然而 , 我 们 更 期 望 计 算 一 些 相对 简单 的 统计 , 比 
如 相关 函数 及 其 傅 里 时 变换 、 功 率 谱 . 实际 上 , 这 些 才 是 我 们 作为 宇宙 学 家 真正 关 
心 的 方面 . 我 们 并 不 关心 高 于 平均 密度 或 低 于 平均 密度 的 区 域 的 具体 方位 , 我 们 只 
是 简单 地 希望 将 观测 与 理论 结合 . 因此 , 我 们 在 此 的 目标 是 建立 星系 图 像 畸变 的 观 
测 与 质量 功率 谱 的 联系 . 

最 后 , 我们 关注 的 是 从 引力 透镜 中 找到 畸变 的 相关 性 . 假设 两 个 圆 形 星系 的 
上 方 或 下 方 存在 一 个 密度 扰动 区 域 , 我们 期 望 观测 到 这 个 星系 对 的 畸变 图 像 如 图 
10.3(a) Fim. 如 果 密 度 扰动 区 存在 于 星系 对 的 中 间或 一 侧 , 我 们 会 看 到 类 似 于 图 
10.3(b) 所 示 的 图 像 . 但 是 , 透镜 效应 不 会 产生 图 10.3(c) 所 示 的 图 像 . 在 以 后 的 章节 
我 们 将 证 明 上 述 效应 经 常 被 用 来 检验 系统 问题 , 这 类 问题 对 观测 有 一 定 影响 . 


a (b) (©) 
图 10.3 不 同 的 透镜 模型 ，(a), (b) 可 能 由 于 质量 分 布 产 生 ; (a) 在 畸变 的 图 像 之 上 或 之 下 ， 
(b) 在 图 像 之 间或 在 一 侧 ; (c) 是 不 可 能 出 现 的 情况 
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我 们 希望 能 够 解决 远 距 离 源 发 出 的 光线 穿 过 不 均匀 的 宇宙 时 的 路 径 问 题 

图 10.4 显示 了 该 路 径 的 几何 学 示意 图 ， 这 类 似 于 我 们 讨论 过 的 角 相关 函数 ， 光 

子 在 任意 时 刻 的 位 置 用 z 表示 ,zs 等 于 径 向 距离 x, 切 向 部 分 等 于 X8 我 们 观测 到 
的 源 的 强度 是 

Iovs(0) = Itrue(9s); (10.1) 


位 于 6 处 的 图 像 代表 的 源 的 位 置 实际 是 Os. 
为 了 解决 光线 的 路 径 问 题 , 我 们 需要 使 用 广义 相对 论 的 知识 .回顾 第 4 章 , 我 

们 使 用 测 地 线 方程 的 时 间 项 得 到 dp/dt 一 一 动量 大 小 随时 间 的 变化 率 . 这 里 , 我 们 

感 兴趣 的 是 偏 斜 度 , 广义 相对 论 的 空间 部 分 表示 为 
da gg Ce ae 
da2 7 dA dX’ 

我 们 需要 得 到 切 向 部 分 ， 让 我 们 来 考虑 方程 的 左边 . 用 仿 射 参 量 和 来 表示 x 的 

导数 ， 


(10.2) 


dx _ dx dt 


dà dt dd 
= =pl =Ü}, (10.3) 
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源 : xs 


观测 者 , 今天 


图 10.4 离开 遥远 的 源 的 光线 经 过 高 密度 区 域 时 发 生 偏 折 . 任何 时 候 , 光线 的 位 置 可 以 用 标 
定 距 透 镜 中 心 的 角 距 离 的 二 维 矢量 来 表示 . 光线 从 角 矢 量 fs 发出. 但 在 我 们 看 来 ， 
光线 来 自 于 9 


这 个 等 式 的 第 一 部 分 (dz/dt = 一 1/a) 得 自 方程 (2.42), 等 式 的 第 二 部 分 得 自 方程 
(4.14). Z 的 切 向 部 分 为 x, 所 以 测 地 线 方 程 的 左边 可 以 表示 为 
d'r? 1 d 2 d 


2 0)| ; (10.4) 


D ady 
这 里 , 由 于 乘 以 了 小 量 0, 所 以 忽略 了 二 级 小 量 的 引力 势 这 一 项 . 我 们 进一步 化 简 ， 
由 于 动量 p RD a 保持 常数 , 因此 把 pa 从 导数 中 提取 出 来, 得 


dr? ,dfid, 4 
| . . 
ae =P ay E ay x )| (10.5) 


现在 , 让 我 们 来 关注 测 地 线 方程 的 右边 项 . 把 对 和 的 求 导 转 变 为 对 x 的 求 导 ， 
得 到 P P 
i dz do spy? , dr” dz 
tear ax = (2) H= ee a 
a 和 8 有 三 种 类 型 : a = p = 0; 一 个 表征 空间 , 一 个 表征 时 间 ; 两 个 都 表征 空间 . 在 
(5.7) AP, 我 们 已 经 导出 了 相应 的 克 氏 符 . 现在 , 我 们 依次 来 看 这 三 种 情况 : 


(10.6) 
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e 4a=6=08, ， 
Too (=) =WV;,=—-®,. (10.7) 
晚期 宇宙 中 不 存在 各 向 异性 压 , 因此 更 = 一 亚 . 


当 一 个 参数 表征 空间 时 , RA i= j 时 Tb 是 非 零 值 . 因此 , 空间 参数 j 的 切 向 
部 分 为 x? =x. 因为 09 是 小 量 , 我 们 可 以 忽略 克 氏 符 中 的 引力 势 


> dt dz7 d i 
eae ee She 


当 两 个 参数 都 是 空间 量 时 , 克 氏 符 正 比 于 引力 势 . 当 乘 以 小 的 切 向 距离 时 , 这 
些 项 可 以 被 忽略 , 所 以 我 们 只 需要 考虑 Tik(dz;/dx)(dz*/dx) 这 一 项 , 其 中 , 沿 
径 向 方向 ,j =k = 3. 此 时 ,z3 = x, 导数 是 微不足道 的 , 我 们 可 以 得 到 


, dz’ dz 
We = (10.9) 
将 这 些 项 代入 测 地 线 方程 进行 切 向 运动 ， 
a fi 2, | 2 le. dg 
T [Zgo )| = 区 nS [x65] | . (10.10) 


方程 左边 作用 于 a? 的 导数 项 消 掉 了 方程 右边 正比 于 aH 的 这 一 项 , 所 以 , 切 向 转 
置 的 最 后 方程 为 st 
ae) = 26. (10.11) 


测 地 线 方程 告诉 我 们 , 在 均匀 势 中 , 角 方位 (x0)! 保持 常数 . 但 是 , 变化 的 势 可 以 对 
其 产生 扰动 . 符号 是 正确 的 , 即位 于 z = y = 0 的 高 密度 中 心 的 势 8 > 0, 因此 , 势 
对 于 z 的 导数 在 > > 0 时 是 负 值 . 正 因为 如 此 , 光线 穿 过 高 密度 区 域 时 在 > 轴 正 方 
向 所 受 的 力 是 负 的 . 

对 (10.11) 式 进行 积分 , 可 以 得 到 源 角度 的 函数 表示 像 角度 . 积分 得 到 


X 
Ee’) = 2 | dy’ ® ;(£(x’)) + constant; (10.12) 
0 


将 常数 项 固定 . 再 次 积分 得 到 
= z [ dy” i dy’ ® ;(£(x’)) + constant (10.13) 


因为 9:(x) = 06, 8 的 值 取 自 源 天 体 . 现在 我 们 看 到 , 常数 等 于 观测 到 的 角度 0. 在 
不 存在 扰动 的 情况 下 , 该 角度 保持 它 的 初始 值 . 对 x’, x” 的 积分 如 图 10.5 的 阴影 部 
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分 所 示 , 所 以 我 们 将 x” 的 积分 范围 从 x’ 改 为 x. 忽略 对 x” 的 积分 (因为 ©, 仅 
依赖 于 x’) 


: . x A 
6, =6' +2 i dx ® i(Z(x’)) (1 = x) (10.14) 
0 


s 


图 10.5 (10.13) 式 所 示 的 双重 积分 的 积分 范围 . 阴影 部 分 可 以 表示 为 0 < X <x, 
0<X <x", Rx’ <x" <xX,0<xX <x. 由 于 对 x” 的 积分 可 以 被 忽略 , 所 以 后 者 更 适用 


为 了 描述 光线 的 角度 改变 , 我 们 定义 一 个 2 x 2 的 对 称 转换 矩阵 ， 


_ 205 
As = g 


pi ( lii sifa ) (10.15) 
-72 l-Kk+m 人 
参数 n 被 称 为 汇聚 度 , 它 描述 了 图 像 的 放大 程度 . 尽管 这 种 放大 衍生 出 许多 重要 分 


X (例如 , 微 引力 透镜 和 多 重 像 ), 它 最 重要 的 应 用 还 是 对 于 弱 引 力 透 镜 畸 变现 象 的 
研究 . 进一步 指出 , 这 些 畸 变 由 剪 切 的 两 个 部 分 来 表述 ， 


加 三 一 412， (10.16) 


(10.15) 式 表明 剪 切 的 组 成 部 分 涉及 (10.14) 式 所 示 的 对 5 的 导数 @, 对 5 的 依赖 仅 
存在 于 对 势 的 讨论 中 , 即 Z) = W/O (对 切 向 部 分 来 说 ). 因此 , 对 9; 的 导数 可 以 表 
@ 该 导数 是 对 观测 角度 6 的 导数 ,(10.14) 式 右边 依赖 于 光线 真实 位 置 处 的 势能 . 原则 上 讲 ,Ai; 的 导数 


十 分 复杂 . 然而 实际 上 , 变形 量 足 够 小 , 我 们 可 以 忽略 最 后 的 角度 6 和 真实 角 的 区 别 . 因此 ,(10.14) 式 右 边 
我 们 估计 沿 无 畸变 路 径 的 势能 由 6 参数 化 . 


10.3 ”作为 前 切 估 计量 的 椭 率 :53 


示 为 x; :Xx'. 因此 


= = 
As 65 ( Ya K+7 
say = 1 


=2 dx (ax) (1-2). 


其 中 , y, y 是 已 定义 的 势 函数 , 下 一 节 将 展示 它们 如 何 影响 星系 所 成 像 的 形状 . 
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我 们 认为 透镜 可 以 把 圆 形 图 像 变 为 椭圆 图 像 . 为 了 描述 这 个 效应 , 我 们 需要 定 
量 地 描述 椭 率 , 然后 进一步 得 到 椭 率 与 上 述 剪 切 部 分 的 相关 性 . 椭 率 最 简单 的 计 
算 就 是 首先 定义 图 像 的 四 极 矩 . 设想 图 像 的 中 心 位 于 bz — Oy, 则 它 不 存在 偶 极 甜 
((02) = (Oy) = 0, 这 里 , 尖 括 号 代表 强度 的 平均 ). 四 极 矩 定义 为 


a = f d?0Iovs(0)0;0;. (10.18) 


如 果 是 圆 形 图 像 , 则 gee = gyy, gzy = 0. 因此 , 计算 椭 率 的 两 个 有 效 方法 是 
el 三 dzz 一 lyy 
qzrz 十 lyy 
— 20zy 
qzz + 9yy 
图 10.6 展示 了 不 同方 位 的 椭圆 图 像 及 其 与 si,ez 值 的 联系 . 根据 这 些 定义 , 我 们 可 
以 对 10.1 节 最 后 阐述 的 椭 率 相关 性 进行 更 详细 的 讨论 . 图 10.3(a) 在 01, Oo 存在 两 
个 星系 , 每 个 的 si 是正 值 ; (b) 中 两 个 的 抽 ERE. 在 各 种 可 能 的 情况 下 , 如 果 两 
个 星系 的 连 线 方 向 沿 z 轴 方 向 , 则 €1(61)e1 (82) 是 正 值 . (c) 中 的 情况 不 可 能 出 现 ， 
在 (c) 中 , 乘积 为 负 值 . 因此 , 我 们 不 要 期 望 透镜 现象 会 产生 sl(f)sl(p2) < 0 的 
情况 . 


(10.17) 


(10.19) 


&1>0 €.=0 El<0 es=0 
了 
€\=0 s2>0 €\=0 e€z<0 


图 10.6 HÆ c 和 ss 的 定义 . 对 于 圆 形 图 像 来 说 , 这 两 个 椭 率 都 等 于 0 
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ABA (10.19) 式 中 定义 的 椭 率 与 (10.16) 式 中 定义 的 剪 切 怎样 联系 起 来 呢 ? 我 
们 假设 源 天 体 是 球状 的 , 现在 计算 所 成 的 像 的 椭 率 . 对 于 sl 有 


| Polres) — 0y0,l 
ej SS E 


j (10.20) 

J d?OItrue(9S) [0292 + 0,0,] 
这 里 代入 了 (10.1) R. 这 里 的 积分 是 对 观测 角度 6 的 积分 , 该 积分 部 分 依赖 于 发 射 
光子 的 源 的 角度 Os. 当 角 度 很 小 时 , 两 个 角度 通过 0; = (4-!)i;0s; 联系 起 来 . 积分 
时 , 用 (4-19s); 代替 0, 得 到 


YA )ai(A as ‘of (AD y(A ys] [a0 Terve(Os) 0505; 
as A. (10.21) 
D(A) 2i(A as + (A)y(AY yp] | 9s True (Gs)0sibs; 
ij 
i=j, 对 真实 圆 形 图 像 的 积分 等 于 0; 因此 , 它 正比 于 6;;， 由 于 积分 既 出 现在 分 
子 上 又 出 现在 分 母 上 , 因此 比例 常数 是 不 固定 的 ， 
(A~*) ( A zi 一 (Ahal A Ty 
(Aml A oi + Ata AT ys 
E (A =A 
(A + (Ap)? EAR poas 
对 4 这 个 2x2 的 矩阵 取 逆 是 比较 容易 的 : 


1 LA T2 
A 1 e T 一 PE = 3 (10.23) 
Y =A Y2 l-k- 


El = 


由 此 可 以 得 到 用 前 切 表述 的 椭 率 si 
aati tla mF 
a +n yy pag 


= 4y1(1 — k) 
2(1— K)? +27? + 242° 0 


当 所 有 的 畸变 很 小 时 , 得 到 


El = 


6y = Ayi (10.25) 


co 有 相似 的 处 理 方法 .通过 计算 远 距 离 星系 的 椭 率 , 我们 可 以 得 到 对 剪 切 场 的 估 
计 , 该 剪 切 场 主要 依赖 于 引力 势 ( 见 (10.17) 式 ). 
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10.4 弱 引 力 透镜 的 功率 谱 


现在 , 我 们 通过 计算 背景 星系 的 椭 率 来 计算 最 简单 的 前 切 场 . 将 下 列 等 式 从 转 
换 矩 阵 4 PBR, 
Vig = Ag = Oy: (10.26) 


随 着 不 均匀 性 的 消失 , 观测 角度 9 等 于 源 角度 Os, 因此 A = 工 IEE 4 中 移 
除 同一 矩阵 , 我 们 可 以 提取 由 于 不 均匀 性 造成 的 光线 路 程 畸变 的 信息 . 同样 的 , 我 
们 把 y 作为 畸变 张 量 .(10.17) 式 的 最 后 一 项 即 为 yi;, 对 应 于 距离 我 们 x(z) 的 一 个 
或 多 个 背景 星系 . 一 般 来 说 , 巡天 包含 红 移 的 分 布 .我 们 将 其 定义 为 W(x), RRR 


们 在 第 9 章 中 研究 角 相关 函数 那样 . 将 W 进行 归 一 化 , 使 得 / dxW(x) = 1. 因此 ， 
该 畸变 张 量 为 


Xoo x 1 
ee i dxW (x) f axd y EN (1-2). (10.27) 
简化 (如 图 10.5 所 示 ), 得 
x Xoo 
w= f dx ;(#(x))9(x) (10.28) 
0 


这 里 , 我 们 定义 
= om og x , 
(x)= 2x f dx (1 一 x) W(x’). (10.29) 


平均 来 看 , 畸变 张 量 的 各 部 分 等 于 0: (wi;) = 0. 我 们 需要 做 的 与 分 析 CMB 和 
星系 分 布 数据 时 所 做 的 一 样 , 即 计 算 两 点 相关 函数 , 可 以 是 ii 不 同 部 分 的 角 相 关 
函数 , 也 可 以 是 它们 的 仁 里 叶 变 换 一 一 功率 谱 . 为 了 计算 两 点 相关 函数 , 我 们 直接 
使 用 9.1 节 中 的 结论 . 
要 计算 畸变 张 量 的 功率 谱 Piu, 我 们 回顾 分 析 星 系 角 相关 函数 的 步骤 ( 见 
表 10.1). 
。 因为 关于 势 的 讨论 规定 Z= x(01, 2,1), 所 以 (10.28) 式 中 的 畸变 张 量 是 一 
个 2 ERE 9 的 函数 .因为 在 星系 密度 场 情况 下 , 我 们 可 以 对 pi BETTE 
里 叶 变 换 , 因此 它 依赖 于 与 THAR 2 ERE. 

。 在 星系 角度 密度 扰动 情况 下 , 我 们 用 3 维 密度 扰动 的 积分 和 权重 函数 来 表 
述 2 维 密度 扰动 (I (9.3) R). ERE, 情况 是 一 样 的 : (10.29) 式 中 的 9 代 
替 了 选择 函数 W; 同时 , 这 里 的 3 维 场 不 是 密度 扰动 ó, 而 是 Dij. 
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。 我们 发 现 , 在 小 角度 极限 下 ,2 维 功率 谱 可 以 通过 对 3 维 功率 谱 的 积分 得 到 ， 
见 (9.10) Ñ. 在 这 里 , 同样 ,yw; 的 2 维 功率 谱 可 以 通过 对 引力 势 8 的 3 维 
功率 谱 的 积分 得 到 . 唯一 的 不 同 是 计算 ©, 的 3 维 功率 谱 .B,;; 的 健 里 叶 变 
换 是 —kjkjb, 方差 是 


kik; kik’, (©(k)®*(k’)) = (27)? kikjkikmð? (k — k’)Ps(k). (10.30) 


所 以 我 们 需要 的 、 与 Diy 的 傅 里 叶 变 换 相 关 的 3 维 功率 谱 是 kikjkikm Ps(k). 
表 10.1 星系 的 角 相关 与 弱 引 力 透 镜 的 相似 性 


星系 角 分 布 595 | iA 
2D observation 52(8) Distortion tensor Wij (0) 
Weighting function W(x) g(x) 
3D field ô Dij 
3D power spectrum (66*) ~ P(k) (8,15 9%) ~ kikjkikmPa(k) 


2D power spectrum P2(l) P vim (Ü 
二 CD Ee) 


我 们 继续 关注 Ps. 如 果 读 者 更 倾向 于 使 用 密度 功率 谱 , 你 可 以 参见 (7.7) Ñ, 
将 Ps 乘 以 992 Ha (1 + z)?/(4k*). 根据 (9.10) 式 , 有 


(ij (Dim (?)) = (20) T- V) PX, (Ü (10.31) 


2 维 功率 谱 为 


= Xen 2(x) lil;lilm 
Pim = S a 20 A patti). (10.32) 


(10.32) 式 是 畸变 张 量 的 不 同 部 分 的 功率 谱 的 表达 式 . 通过 (10.16) 式 , 我 们 将 
(10.32) 式 表 述 成 与 « 和 前 切 的 两 个 不 同 部 分 相关 的 功率 谱 . 让 我 们 准确 地 计算 
出 剪 切 的 一 个 部 分 ; 其 余 的 两 个 量 与 一 个 问题 有 关 . 因为 y = (woz 一 wi1)/2, 所 以 
y 的 功率 谱 是 1/4 倍 的 Pho + Pt, 一 2P%11. 我 们 把 2 维 功率 谱 分 解 为 径 向 方向 
7 与 角度 部 分 如, BA ly = 1cos 91,l2 = lsin 1, 因此 


4 Xeo 2 
Pr (lu) = (sinf di + cost gi — 2sin? gr cos?) [E [7 ax 和 的 本 (| - (10.8) 
0 
由 于 sin4 pricos4 drH2 cos? ¢ sin? ¢, =1, 上 式 中 圆 括号 中 的 项 等 于 M sin? ¢; cos? 办 三 


1—sin?(2¢,) 或 者 cos?(291). 在 练习 6 中 你 将 会 看 到 , 上 式 方 括号 中 的 项 等 于 汇聚 
场 功率 谱 ， 


10.4 弱 引 力 透 镜 的 功率 谱 ,8 


gx a a dx Ri. (10.34) 
因此 ,mm 的 功率 谱 为 
Py,(l, $1) = cos? (2¢1) Px (I). (10.35) 
你 将 会 在 练习 6 中 看 到 y 的 功率 谱 同样 正比 于 P.， 
P,, (1, $1) = sin?(2¢1) Px (1). (10.36) 


所 以 , 前 切 两 部 分 的 功率 谱 不 仅 依赖 于 1 的 大 小 , 还 依赖 于 它 的 方向 . 图 10.7 展现 
了 两 种 模型 的 汇聚 场 功率 谱 . 我 们 注意 到 , 与 CMB 或 物质 功率 谱 不 同 , 剪 切 场 功率 
谱 特征 不 明显 . 


(I+1)P,/27 


MAP degenerate 
(0.1c) 


10 100 1000 
l 


图 10.7 两 种 CDM 模型 的 汇聚 场 功率 谱 (Hu and Tegmark,1999). 仅 靠 CMB 数据 不 能 区 
分 这 两 种 模型 , 因此 , 未 来 的 弱 引 力 透 镜 数 据 (图 中 由 误差 框 描绘 ) 将 增加 非常 有 价值 的 信息 . 
投射 的 误差 框 假设 了 一 个 极限 星 等 到 25 等 的 3° 的 巡天 


剪 切 两 个 部 分 的 功率 谱 都 正比 于 P., 其 因子 依赖 于 7 与 z 轴 之 间 的 角度 . 我 
们 可 以 假设 前 切 两 部 分 的 线性 组 合 仅 依赖 于 P.(1), 而 不 依赖 于 角度 o 这 是 正确 
的 . 更 有 趣 的 是 , 不 同 的 线性 组 合 有 可 能 会 消 掉 功率 谱 信 息 . 这 同样 是 正确 的 , 而 且 
非常 有 用 . 这 样 的 模式 不 存在 期 望 的 宇宙 学 信号 . 通过 分 析 这 种 “ 零 ” 模 式 , 我 们 
可 以 辨别 并 消除 试验 中 的 污染 因素 . 我 想 花 一 些 时 间 把 这 些 模式 分 为 两 种 一 一 有 
信和 号 的 模式 与 没有 信号 的 模式 . 之 所 以 这 样 区 分 不 仅 是 因为 它们 在 弱 引 力 透 镜 中 
的 重要 作用 , 还 因为 CMB 极 化 中 也 存在 类 似 的 情况 (我 们 将 在 以 下 章节 中 进行 讨 
论 ). 在 极 化 的 例子 中 , 只 有 在 标量 扰动 情况 下 “ 零 ” 模式 等 于 零 , 张 量 扰动 对 模式 
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是 有 贡献 的 . 接 下 来 , 我 们 将 会 在 10.9 节 中 看 到 这 种 分 解 对 探测 原初 引力 波 的 重 
要 意义 . 


剪 切 的 两 个 线性 组 合 : 
E(I) = cos(2¢,) 71 (1) + sin(2¢1)y2(0), 
BÜ = —sin(2¢,)y1 (I) + cos(2¢1)y2 (Ù. (10.37) 


Ki y 的 谱 中 可 以 轻松 得 到 这 些 模式 的 功率 谱 . 首先 得 到 EB 模式 : 
Pg = cos? (2¢1)Py, + sin?(2¢)) Py, + 2sin(2¢;) cos(291) Py, y,. (10.38) 


该 种 表述 涉及 (y) WRB, CHF cos(291) sin(291) 乘 以 普遍 存在 的 汇聚 场 功率 
谱 . 因此 ,Ps 正比 于 Pe, 比例 常数 是 cost(291) + sint(2¢1) + 2 cos?(291) sin?(2¢,) = 
(cos?(291) 十 sin?(291))? = 1, 或 者 


Pr = Py, (10.39) 
上 式 与 角度 6 无 关 . B 模式 的 计算 是 类 似 的 : 


Pg = sin?(291)Py, + cos”(2¢1) Py, — 2 sin(2¢1) cos(291) Py, +, 
=0. (10.40) 


读者 也 可 以 检验 (EB) 的 交叉 功率 谱 为 零 . 

用 弱 引 力 透 镜 场 探测 大 尺度 结构 的 研究 还 处 在 起 步 阶 段 .2000 年 时 这 一 结论 首 
次 被 4 个 独立 的 研究 小 组 发 现 (Van Wearbecke et al., 2000; Bacon, Refregier and 
Ellis, 2000; Wittman et al, 2000; Kaiser, Wilson and Luppino, 2000). 他 们 描述 了 前 
WAKER, 其 中 的 一 组 研究 结果 展示 在 图 10.10 中 . 我 们 可 以 轻松 地 将 功率 谱 转 
换 为 角 相 关 函 数 , 这 样 更 便于 与 数据 进行 比较 . 

我 们 重点 考虑 yi 的 角 相 关 函 数 ,Pi 的 仁 里 叶 变换 是 


_ I o 4 mia 2 
wn = f ae" 024) É T T] | (10.41) 
这 里 , 我 们 积分 的 变量 4 是 2 ARET e 轴 之 间 的 夹 角 . 如 果 我 们 对 by 进行 角 


积分 , 情况 会 变 得 很 复杂 : i cos(91 — 6) UA 10.8). 因此 , 我 们 改 为 对 7 了 与 6 之 间 
的 角度 o 进行 积分 ， 


= se qd g Xoo 2 27 _ 5 
or 全 = 人 ga EPt | ap osag + o). 
(10.42) 


10.4” 弱 引力 透镜 的 功率 谱 .259. 


上 述 积 分 中 cos 的 平方 等 于 


[cos(2¢’) cos(2¢) — sin(2¢’) sin(29)]? 
= cos? (2¢') cos?(2¢) — sin(4¢’) sin(4¢) /2 + sin? (2¢’) sin? (2¢). (10.43) 


这 里 有 三 项 要 被 积分 . 对 于 cos?(29') 的 积分 , 首先 将 其 写成 (1 + cos(4¢’))/2; BF 
K, cos(n¢' Jez st 的 积分 等 于 2xi?.(z) ( 见 (C.21) R). ATLA, cos?(29') 的 积分 
给 出 一 个 因子 : x RA 0(10) + J10). 应 用 相同 的 结论 , 我 们 可 以 看 到 sin? (2¢’) 
的 积分 给 出 因子 x RA 0(10) 一 J4(19).sin(49') 的 积分 被 消 掉 (变换 积分 变量 为 
o" = 9' — n, 被 积 函数 是 反对 称 的 ). 因此 


wy (Ë )= 记 人 dl 5 [ax Ps (l/x) 


x {cos?(2¢)[Jo (10) + pies + sin? (2¢)[Jo(10) — Ja(10)]}. (10.44) 


这 里 存在 很 多 角度 , 我 们 重申 了 = (9 cos¢, sing); 也 就 是 说 ,6 是 g 与 > 轴 之 间 的 
夹 角 . 通过 把 对 | 的 积分 转化 为 对 3 维 波 数 k = 1/x 的 积分 , 我 们 可 以 把 核 函数 引 
入 角 相 关 函 数 ， 


wyi( 的 = i 7 dkks Ps (k)[F(k0) cos” (2) + F- (k0) sin? (29)]. (10.45) 


图 10.8 cy 轴 坐 标 系 中 0 与 了 的 夹 角 . 6 与 7 的 夹 角 被 称 为 由 
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注意 , 这 里 假设 势 不 随 时 间 变 化 . 由 于 非 线性 或 非 物质 主导 的 出 现 , 这 一 假设 在 晚 
期 宇宙 中 不 成 立 . 对 径 向 距离 x 积分 的 核 函数 通过 贝 塞 尔 函 数 进行 调整 ， 


Fa (k6) = -+ / * axg?(x)[Jo(kx?) + Ja(kx8)]. (10.46) 


10.9 展示 了 红 移 z = 0.9 处 背景 星系 的 两 种 核 函数 . 

如 果 我 们 选择 x 轴 平 行 于 星系 对 的 连 线 方向 , 那么 我 们 可 以 计算 F= (0,0) 处 
( 即 = 0) 的 相关 函数 . 在 这 种 情况 下 , 图 10.9 表明 wy. 永远 是 正 值 , 在 10.1 节 中 
已 经 对 该 结果 做 出 了 预测 . 男 一 方面 ,yz 的 相关 函数 与 (10.45) 式 给 出 的 表达 式 相 
等 , 只 不 过 F 要 变换 位 置 . 因此 ,wy2 通常 在 大 尺度 范围 内 是 负 值 . 最 后 一 点 要 指 
出 的 是 , 剪 切 在 0.1 个 角度 处 (对 应 kk ~1h Mpc-! 的 功率 谱 ) 存在 一 个 核 函数 的 截 
断 ( 见 图 10.9). 


0.01 0.1 
KO/(h Mpc™ degrees) 


10.9 ” 剪 切 相关 函数 的 核 函 数 (假设 所 有 背景 星系 位 于 z = 0.9 处 ). 虚线 部 分 表征 负 的 核 
函数 . 如 果 将 z 轴 看 作 星系 对 的 连 线 方向 , 那么 对 于 (y) 来 说 是 正 的 核 函数 , 对 于 (7272) 
是 负 的 核 函数 . 注意 , 前 者 永远 是 正 值 


参见 图 10.10, 它 展 示 了 近 些 年 对 没有 星系 团 存 在 的 场 进行 长 达 几 年 的 巡天 结 
FR. 假定 由 于 宇宙 学 剪 切 , 可 以 探测 椭 率 . 前 切 的 均 方 根 幅度 是 y 轴 典 型 数值 的 方 
AR, 大 约 在 0.01 左右 . 因此 , 前 切 对 大 尺度 结构 的 贡献 约 在 振幅 10-7 的 量 级 ( 角 范 
围 从 1 到 1°) 可 以 被 探测 到 . 未 来 的 巡天 会 得 出 更 有 意义 的 结论 ; 从 这 些 巡 天 中 我 
们 可 以 得 到 更 多 的 宇宙 质量 分 布 的 信息 . 
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log ellipticity correlation 


positive 


negative 


10 100 
@/(arcmin) 
图 10.10 用 145000 个 背景 星系 计算 剪 切 相关 函数 (Wittman et al., 2000). 图 中 展示 了 3 
个 不 同 的 CDM 模型 ; 最 上 图 是 标准 的 CDM 模型 , 被 排除 在 几 个 o 之 外 . 可 以 注意 到 ， 
wy = (elel) 在 所 有 角度 范围 内 都 是 正 值 


10.5 RWE: 四 极 矩 与 Q/U 分 解 


由 于 退 耦 时 期 的 康 普 顿 散射 ,CMB 辐射 被 极 化 . 极 化 与 剪 切 有 很 多 相同 的 数学 
特征 . 除数 学 上 的 相似 性 外 , 它们 也 具有 相似 的 实验 历史 .CMB 温度 的 各 向 异性 和 
密度 场 的 非 均匀 性 在 20 世纪 被 观测 到 . 大 尺度 结构 的 弱 引 力 透 镜 现象 和 CMB 的 
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极 化 也 已 经 被 探测 到 , 它们 是 21 世纪 的 产物 . 因此 , 它们 还 需要 我 们 的 不 断 探 索 : 
我 们 刚刚 开始 对 它们 的 观测 , 这 些 现象 都 有 望 传 递 大 量 的 宇宙 学 信息 . 

沿 z 轴 方 向 行进 的 光 相 当 于 电场 与 磁场 在 y-z 轴 平 面 振荡 , 即 与 传播 方向 相 
切 . 如 果 两 个 切 向 方向 的 强度 相等 , 光 不 会 被 极 化 . 到 现在 为 止 , 当 我 们 考虑 CMB 
时 , 我 们 研究 过 这 个 情况 . 我 们 必须 解释 两 个 切 向 方向 的 强度 不 相等 的 可 能 性 , 这 
种 情况 下 辐射 被 极 化 了 . 

初步 看 来 , 康 普 顿 散射 是 产生 极 化 辐射 的 完美 机 制 . 它 允 许 所 有 的 横向 辐射 无 
阻碍 地 穿 过 , 同时 不 允许 平行 于 射出 方向 的 辐射 穿 过 . 可 参见 图 10.11, 该 图 展示 了 
RA r 轴 正 方向 入 射 的 光线 . 这 束 没 有 极 化 的 光线 在 y 轴 与 z 轴 方 向 有 相同 的 
强度 . 它 在 原点 方向 散射 了 一 个 电子 后 转向 z 轴 正 方向 中. 因为 出 射 的 方向 沿 z 轴 
方向 , 入 射 的 强度 不 可 能 沿 z 方向 传播 . 相反 , 所 有 沿 y 轴 方 向 的 强度 (垂直 于 入 
射 和 出 射 方向 ) 都 可 以 传播 . 这 表明 出 射 极 化 在 y 轴 方 向 . 


z 


图 10.11 沿 z 轴 方 向 行进 的 非 极 化 辐射 被 电子 散射 到 z 轴 正 方向 . 散射 后 , 仅 辐射 的 y 轴 
部 分 存在 . 因为 没有 入 射 的 z 轴 方 向 的 极 化 , 所 以 出 射 的 辐射 在 y 轴 方 向 是 极 化 的 


很 明显 , 我 们 不 能 仅 研究 入 射 光线 ; 我 们 应 该 把 研究 推广 到 所 有 方向 . 首先 要 
认识 到 极 化 的 产生 并 不 像 图 10.11 所 示 的 那样 简单 . 现在 参见 图 10.12, 该 图 展示 
了 一 个 带 有 夸张 性 质 的 更 实质 性 的 事例 : 从 电子 各 个 方向 入 射 的 各 向 同性 辐射 . 这 


@ 当 然 辐射 散射 到 各 个 方向 的 可 能 性 不 同 . 在 这 里 为 了 简化 我 们 只 考虑 一 个 出 射 方 向 . 在 下 一 节 中 , 我 
们 解释 了 这 一 可 能 性 . 
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里 “和 专 张 ”是 因为 我 所 展示 的 入 射 光 线 仅 来 自 于 z、y 轴 的 正方 向 . 沿 > 轴 的 出 射 
强度 来 自 于 y 轴 方 向 的 入 射 辐射 ; 同时 , y 轴 方 向 的 出 射 强度 来 自 于 z 轴 方 向 的 入 
射 辐射 . 这 两 个 轴 方 向 的 辐射 强度 相等 (各 向 同性 辐射 ), 出 射 波 的 强度 也 相等 , 即 
无 极 化 现象 . 


z 


图 10.12 入射 的 各 向 同性 辐射 不 会 产生 极 化 . 这 里 , 由 于 从 z 轴 、y 轴 方 向 的 入 射 幅度 是 
相等 的 , 所 以 这 两 个 方向 的 出 射 强度 是 相等 的 ,是非 极 化 辐射 


各 向 异性 辐射 会 产生 极 化 吗 ? 最 简单 的 各 向 异性 例子 是 偶 极 矩 模 式 , 图 10.13 
是 它 的 夸张 示意 图 . RAF y 轴 正 、 负 方向 的 入 射 辐射 沿 z 轴 方 向 出 射 , 出 射 辐射 
具有 平均 温度 . 沿 y 轴 方 向 的 出 射 辐 射 强度 是 来 自 z 轴 负 方向 的 低温 点 与 来 自 zx 
轴 正 方向 的 高 温 点 的 结合 , 因此 也 具有 平均 温度 . 因此 , 偶 极 矩 模 式 不 会 产生 极 化 
出 射 辐射 . 

为 了 产生 极 化 辐射 , 入 射 辐射 必须 具有 非 零 的 四 极 矩 . 图 10.14 展示 了 入 射 的 
四 极 辐射 产生 极 化 . KAF z 轴 (y 轴 ) 方向 的 高 温 (低温 ) 入 射 辐射 产生 了 沿 y 轴 
方向 的 高 ( 低 ) 强度 的 出 射 波 . 因此 , 沿 y 轴 方 向 出 射 波 的 强度 强 于 z 轴 方 向 : 出 射 
辐射 被 极 化 . 

仅 当 入 射 场 是 四 极 矩 时 康 普 顿 散射 才 可 以 产生 极 化 这 一 事实 对 宇宙 学 来 说 是 
一 重要 结论 . 我 们 需要 康 普 顿 散射 产生 极 化 , 意味 着 我 们 需要 关注 电子 和 光子 完全 
退 耦 之 前 的 这 一 宇宙 时 期 . 然而 , 这 一 时 期 电子 与 光子 紧密 地 结合 在 一 起 , 这 导致 
了 非常 小 的 四 极 量 . 因此 , 我 们 从 标准 的 退 耦 时 期 预测 的 极 化 比 起 各 向 异性 量 级 要 
小 . 再 电离 在 大 尺度 上 增强 了 极 化 , 但 并 不 能 改变 极 化 信号 的 量 级 很 小 这 一 结论 . 
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10.13 入射 的 偶 极 矩 辐射 也 不 会 产生 极 化 . 粗 ( 细 ) 线 代 表 高 温 (低温 ) 点 . 这 里 , KAF e 
轴 正 方向 的 入 射 辐射 的 温度 高 于 平均 温度 (平均 温度 用 中 等 粗细 的 线 表示 ), RAT x 轴 负 方 
向 的 温度 低 于 平均 温度 . 这 样 , 来 自 于 x 轴 正 、 负 两 方向 的 辐射 产生 的 平均 辐射 强度 沿 y 轴 方 
向 辐射 出 去 . 同样 , 来 自 于 y 轴 正 、 负 两 方向 产生 的 辐射 强度 沿 o 轴 方 向 传播 出 去 . 由 于 它们 
是 平均 强度 , 所 以 沿 z 轴 出 射 的 辐射 强度 也 是 平均 的 辐射 强度 . 这 导致 出 射 的 是 非 极 化 的 光线 


z 


图 10.14 ”入射 的 四 极 矩 辐射 产生 出 射 的 极 化 光线 . 沿 y 轴 的 出 射 辐射 比 z 轴 有 更 强 的 强度 . 
这 是 由 于 来 自 x 轴 方 向 的 入 射 辐射 有 更 高 的 温度 


图 10.14 说 明 极 化 出 现在 z-y FE, 特别 是 y 轴 方 向 . 入 射 光线 也 可 以 在 z-y 
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平面 旋转 45° fa, 则 出 射 极 化 沿 z,y 轴 倾 斜 45° 射出 . 因此 , 极 化 可 以 被 描述 成 一 
个 “无 出 发 点 向 量 ”, 它 的 长 度 对 应 于 它 的 大 小 , 它 的 方向 对 应 于 最 大 强度 的 方向 . 
在 垂直 于 传播 方向 的 2 维 平面 , 我 们 将 强度 分 解 为 


{THQ U 
seal 89 e T 


对 角 部 分 的 元 素 T 是 第 8 章 中 我 们 研究 的 温度 (有 一 个 不 变 的 项 和 一 个 扰动 量 ); 
两 个 新 变量 Q 5 U 描述 了 极 化 . 图 10.14 中 的 模式 是 Q < 0,U = 0. 注意 ,Q 与 U 
的 定义 对 10.2 节 中 定义 的 前 切 与 椭 率 来 说 是 完全 一 致 的 . 参见 图 10.6, 可 以 简单 
地 用 Q 代替 c, 用 U 代替 sa. 最 后 要 注意 的 是 : 电磁 学 的 学 生 毫 无 疑问 可 以 认 出 
T,Q,U 是 描述 极 化 现象 的 4 个 斯 托 克 斯 参量 中 的 3 +. 第 四 个 参量 一 一 V, 只 有 
在 极 化 是 圆 形 偏振 的 情况 下 不 为 零 . 圆 偏振 不 会 出 现在 早期 宇宙 中 , 所 以 我 们 假设 
V =0. 
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之 前 的 研究 对 定性 地 理解 康 普 顿 散射 如 何 产生 极 化 非常 重要 , 但 并 不 是 定量 研 
究 极 化 现象 的 有 效 工 具 ， 有 效 工 具 是 玻 尔 效 曼 方程 . 接 下 来 我 们 仅 通 过 写 下 描述 
Qs U 极 化 态 的 玻 尔 兹 曼 方 程 来 继续 我 们 的 研究 进程 . 但 是 , 我 们 要 握 弃 以 前 的 一 
些 直觉 . 因此 , 我 将 会 采取 折 中 的 做 法 . 我 们 将 要 考虑 各 个 方向 的 光线 , 而 不 仅 针 
对 于 少量 辐射 . 这 将 使 我 们 把 © 的 分 布 与 光子 的 特性 联系 起 来 . 

我 们 首先 需要 定义 普遍 意义 上 ( 当 入 射 光子 来 自 于 多 方向 ) 的 极 化 轴 . 当 方 向 
EA z 轴 时 (与 之 前 章节 一 致 ), 很 明显 极 化 定义 为 两 个 垂直 方向 一 与 2 一 的 强度 
的 不 同 . 普遍 意义 上 来 说 , 如 图 10.15 所 示 , 入 射 光子 的 方向 由 A 来 描述 , 我 们 必须 
积分 所 有 方向 的 入 射 光子 . 垂直 于 该 方向 的 两 个 轴 用 ô 与 8' 来 表示 , 它们 是 垂直 
于 位 置 矢量 方向 的 标准 单位 矢量 . 被 称 为 8 Be. 我 们 同样 关心 z 方向 出 射 光子 
的 极 化 , 所 以 我 们 可 以 选 定 两 个 出 射 极 化 轴 £ = 2,2. = 9. 简单 的 说 , 入 射 极 化 矢 
BE ê, 出 射 极 化 矢量 是 ê. 

康 普 顿 散射 允许 垂直 于 出 射 方 向 的 场 不 受阻 碍 地 穿 过, 同时 禁止 平行 于 出 射 方 
向 的 场 被 穿 过 . 上 述说 法 可 以 概述 为 在 £ 方向 被 极 化 的 出 射 光 子 的 横 截 面 正比 于 


2 
DO ECA) EAN. (10.48) 
j=l 
Q 极 化 指 对 于 i = 1 与 i=2 的 横 截面 的 不 同 , 即 在 z、y 方向 场 强 的 不 同 
2 2 2 
Da) — D> E) e EAN = (se a 5H’) 7). (10.49) 
j=l j=l 


j=l 
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10.15 RAF AY 方向 的 入 射 光子 在 原点 位 置 康 普 顿 散射 出 一 个 电子 后 在 多 三 过 方向 出 射 
光子 . 垂直 于 入 射 方 向 的 平面 用 两 个 极 化 矢量 名 = 9', ez = 9' 来 表示 . 出 射 光子 位 于 z 方向， 
因此 极 化 矢量 是 ê = 2,é2 = 了 乡 

对 所 有 的 入 射 方向 A 积分 


2 


QG) =A f dw fH) DE SIP = 0 EN. (10.50) 


j=l 


其 中 ,4 是 归 一 化 常数 , 目前 我 们 不 需要 考虑 ;j( 久 ) 是 从 mn 方向 入 射 的 辐射 的 强度 ， 
我 们 从 各 方向 对 其 积分 . 注意 ,f MS n AK, 与 a’ 没有 关系 : 这 在 入 射 辐射 是 非 
极 化 的 假设 下 成 立 . 
关于 (10.50) 式 中 的 点 乘 ， 我 们 发 现在 笛 卡 儿 坐 标 中 可 以 方便 地 用 它 来 描述 
21,25. 因为 它们 等 于 和 G, 我 们 得 到 
êi (0, g) = (cos 6’ cos ¢’, cos 6’ sin ¢’, — sin 6’), 
ê (0, o) = (— sind’, cos ¢’, 0). (10.51) 
现在 , 点 乘 变 得 很 简单 , 可 以 得 到 
Q(z) =A | dQ f (7’) [cos? 6’ cos? ¢’ + sin? ¢' — cos? 6’ sin? ¢’ — cos? ¢’] 
= -A fay f(@) sin? 6 cos 2¢’. (10.52) 


大 家 注意 到 , 这 里 的 角度 的 组 合 正比 于 球 谐 函数 Yoo + Yo,-2 ((C.10) 式 ) 的 和 . BR 
谐 函 数 是 正 交 的 , 所 以 积分 将 会 保留 f 分 布 的 1 = 2,m = +2 部 分 . 也 就 是 , 只 有 
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当 入 射 辐射 有 四 极 矩 时 才 会 得 到 非 零 的 Q. 这 证 明了 此 前 章节 的 结论 . 现在 可 以 直 
接 导出 极 化 的 U 部 分 的 表达 式 (参见 练习 10), 


mia = -A f aws) sin? 6’ sin(2¢’). (10.53) 


这 里 sin 部 分 的 组 合 正比 于 Yoo —Yo,-2. 同样 ,只 有 四 极 矩 可 以 产生 U 极 化 . 

我 们 现在 可 以 把 出 射 的 Q,U 与 入 射 的 非 极 化 分 布 联系 起 来 . 通常 通过 以 下 
四 步 . 

一 , 考虑 z 轴 方 向 的 波 矢 太 产生 的 极 化 . 
二 ,天 可 以 位 于 2-2 平面 的 任 一 位 置 . 
, 考虑 普 适 的 波 矢 . 

四 , 通过 前 三 步 可 以 得 到 沿 z 轴 方 向 的 出 射 辐射 的 @ 与 U. 我 们 需要 把 结果 
推广 到 所 有 的 出 射 方向 . 

我 们 进展 缓慢 的 原因 是 由 于 光子 分 布 fA) 要 从 波 矢 的 方向 中 得 到 . 回顾 第 4 
章 , 光子 分 布 是 零 阶 普 朗 克 分 布 与 扰动 O(k, u) 的 和 ( 见 (4.35) R). 这 里 ,y BRA 
Bk 与 传播 方向 的 点 乘 . 我 们 将 入 射 光子 的 传播 方向 标记 为 N, Wp =k a. 所 
以 ,(10.52) 式 中 的 f(A’) 是 一 个 辐 角 为 尺 .i 的 勒 让 德 多 项 式 的 展开 . 由 于 0 是 > 
轴 与 a! 之 间 的 角度 , 所 以 该 辐 角 不 等 于 cos9'. 因此 将 u 与 %、 几 联系 起 来 并 不 简 
单 , 我 们 将 会 慢 慢 导出 . 

首先 认为 波 矢量 大 位 于 z 轴 方 向 . 此 时 有 

LEk- =(A')e 
= sin 0’ cos ¢’. (10.54) 
先前 我 们 将 扰动 9 分 解 为 勒 让 德 多 项 式 的 和 , 所 以 
O(k, kA’) = > (~) (2l + 1)Or(«)(k)Pi(k A’) 
l 


— —502(k)P2(sin 0 cos ¢’), (10.55) 


这 里 , 最 后 一 行 代入 u 的 表达 式 (10.54), 并 且 只 考虑 了 和 的 四 极 矩 部 分 . 
因此 , & 轴 方 向 的 波 矢 的 平面 波 : 


ll | 


n 2 
Q(é, k||@) = 5492(k) fi db sin 6’ f d¢’P2(sin 6’ cos ¢’) sin? 6’ cos2¢’. (10.56) 
0 0 


回顾 Po(u) = (3p? —1)/2. 由 于 一 1/2 的 部 分 对 cos(29') 的 积分 为 零 . 所 以 , 上 式 化 
简 为 


n 2 
Q(é, k\|@) = f dé’ sin 6’ f d¢’ cos? dy cos 2¢’. (10.57) 
0 0 
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对 o 的 积分 是 r/2, 定义 jw = cosh, 则 对 9' 的 积分 等 于 16/15. 因此 
Q(é, k\|@) = 4rAO2(k). (10.58) 


通过 上 式 我 们 建立 了 极 化 (用 Q 表述 ) 与 各 向 异性 (通常 用 O, 6s 代表 四 极 矩 ) 之 
间 的 部 分 联系 . 该 表述 仅 适用 于 特殊 情况 , 即 波 矢 垂直 于 视线 方向 , 指向 z 轴 方 向 . 
让 我 们 将 该 表述 推广 到 波 矢 指向 2-2 平面 内 任 一 方向 的 情况 : & = (sin Ox, 0, 
cos9k)， 在 这 种 情况 下 , KAF Pa 的 (k- i’)? 的 因子 是 sin? 04 sin? 6’ cos? + 
cos? gk cos? 0'， 第 一 项 与 & || 的 情况 相同 , BFW sin? 9%， 第 二 项 没有 引入 新 
的 对 o 的 依赖 ; 由 于 对 cos(2¢’) 的 积分 被 消 掉 , 所 以 它 对 8 没有 贡献 . 因此 ， 


Q(é,k LD = 4nAsin? 0kO2(k). (10.59) 


在 练习 10 读者 将 会 证 明 这 种 情况 下 (k 在 2-2 平面 ) 不 存在 U 极 化 : 所 有 的 极 化 
都 是 Q， 

对 于 任何 一 个 单一 的 单 色 平 面 波 , 我 们 总 是 可 以 绕 z 轴 旋 转 坐 标 系 使 得 该 平 
mei 2-2 PH, 4€ (10.59) 式 可 以 适用 . 但 是 , 真实 的 宇宙 中 存在 许多 重 欠 的 平 
面 波 扰动 , 这 使 得 我 们 不 能 简单 地 应 用 (10.59) 式 . 相应 的 , 我 们 需要 考虑 更 普 适 性 
的 平面 波 (方向 为 有 = (sin gk cos dp, sin Ox sin gx,cosgk))， 对 于 这 种 更 普 适 性 的 扰 
动 , 我 们 可 以 参见 练习 9 


> 


) = 4n Asin? 6; cos(2¢,)O2(k), 


Q(z, k) = 
) = 4n A sin? 6; cos(2¢%)O2(k). (10.60) 


Z,k 

U(z,k 

我 们 进行 最 终 的 归纳 . 到 目前 为 止 , 我 们 只 考虑 了 出 射 辐射 沿 z 轴 的 情况 . 当 

然 , 并 非 所 有 的 出 射 辐射 都 沿 z 轴 方 向 (这 就 是 我 们 所 探讨 的 : 作为 角度 函数 的 极 

化 的 不 同 ). 为 了 探讨 任意 方向 的 极 化 , 我 们 需要 把 (10.60) 式 中 的 极 化 角 94 转化 成 

MWA h È ZERRE. 因此 cos 0, > ô- h, 当然 sin? pk 变 为 1—(A-k)?. 所 
DA, 对 于 近 z 轴 的 观测 来 说 , 引起 出 射 极 化 的 入 射 非 极 化 辐射 是 


Q(f, k) = 4r4[1 — (i. k)?] cos(2¢x)O2(k), 
U (ñ, k) = 4n A[1 — (ft - &)*] sin(2¢,)O2(k). (10.61) 


上 述 表达 式 仅 对 接近 2 轴 的 方向 A A. 该 限制 是 因为 对 方位 角 oe 的 依赖 性 所 
致 . 当 远离 z 轴 时 ,cos(29k), sin(28k) 更 为 复杂 地 依赖 于 à Al k. 但 是 , 当 接 近 > 轴 
时 , 相对 简单 的 sin 与 cos 的 表述 即 可 描述 对 方位 角 的 依赖 . 因此 , 我 们 将 遵循 这 一 
小 角度 限制 ( 即 观测 方向 接近 于 z 轴 ) 来 继续 我 们 的 研究 . 
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(10.61) 式 表 明 对 于 任意 有 模式 我 们 可 以 得 到 z 轴 附 近 的 极 化 模式 ， 参见 

图 10.16 所 示 的 4 种 模式 . 在 每 一 个 模式 中 , z 轴 位 于 每 幅 图 的 中 央 、 指 向 读者 . 对 

于 天 位 于 -平面 的 情况 (BH 9 = 90°), 根据 (10.61) 式 , 作为 Ar, A, 的 函数 的 极 
化 的 强度 的 差别 是 

1—(A-k)? =1— (ske + fiyky)?. (10.62) 


也 就 是 说 , 在 ês =f, = 0 时 的 偏差 很 小 ， 这 些 例子 中 极 化 的 方向 是 Q( 左 上 图 ， 
k = 0) 或 U( 左 下 图 , oe = 45°). 对 于 天 垂直 于 2-9 FRNA, 我 们 会 观测 到 极 
化 强度 的 变化 . 图 10.16 中 右 侧 两 幅 图 展示 了 这 一 变化 . 它们 同样 属于 Q RU 极 
化 . 它们 最 显著 的 特征 是 极 化 强度 一 直 在 平行 或 垂直 于 极 化 的 方向 发 生变 化 . 在 右 
ER, 极 化 沿 z 轴 方 向 排列 , 这 同样 是 极 化 强度 发 生变 化 的 方向 . 在 右 下 图 , 极 化 沿 
十 立方 向 排列 , 极 化 强度 变化 的 方向 沿 其 垂直 方向 , 即 $ 一 乡 方向 . 我 们 将 极 化 分 
解 为 ERAS B 模式 , 如 同 我 们 在 弱 引 力 透 镜 中 对 剪 切 的 分 解 一 样 . 图 中 的 模式 
都 是 ERR. 实际 上 , 标量 扰动 只 会 产生 ERR. 


y 
4,=90° 


= 45" 


图 10.16 WE k H 4 种 平面 波 扰动 得 到 的 z 轴 附近 的 4 种 极 化 模式 . ALAR ke 
轴 的 情况 (Ok = 90°, 8k = 0). 对 于 天 位 于 2-9 平面 的 情况 (左面 两 幅 图 对 应 9 = 90°), 极 化 
在 z 轴 有 最 大 值 , 因此 在 图 上 看 不 出 差别 . 右 侧 图 中 的 箭头 表示 极 化 增强 的 方向 . 这 个 方向 
(或 垂直 于 极 化 沿 它 保持 常数 的 方向 ) 与 极 化 模式 排 成 直线 . 这 种 排列 是 E 模式 的 标志 


我 们 开始 理解 E/B 分 解 . 标量 扰动 产生 的 极 化 一 一 E 模式 在 相同 方向 (产生 
方向 ) 的 强度 不 同 . 可 以 想象 一 个 电场 . 从 一 个 点 源 产生 的 电场 一 巨 = gf/r? 一 的 强 
度 随 离开 点 源 的 远近 发 生变 化 . 该 电场 指向 同一 方向 : 从 点 源 放射 状 地 发 出 . 当 在 
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电场 方向 移动 时 , 场 强 减弱 . 在 10.9 节 中 , 我 们 将 会 讨论 B 模式 ; 并 将 会 发 现 , 极 
化 的 B 模式 与 磁场 一 样 , 它 的 强度 在 不 同方 向 都 有 差别 . 


10.7 玻 尔 兹 曼 方 程 的 解 


为 了 定量 地 预测 CMB 中 的 极 化 , 我 们 必须 更 进一步 . 这 里 , 我 们 将 一 个 单独 的 
电子 放 在 原点 , 开始 考虑 一 个 给 定 分 布 的 入 射 辐射 产生 的 极 化 . 真正 的 问题 是 演化 
的 光子 分 布 中 涉及 多 个 电子 . 因此 , 我 们 需要 用 到 玻 尔 效 曼 方程 . 在 第 4 章 中 , 我 
们 已 经 列 出 了 相关 的 一 些 方程 ; 接 下 来 , 我 们 将 要 在 这 些 方程 中 引入 Q U 这 些 参 
量 . 第 4 章 中 的 相关 方程 是 


Op 十 这 UP = 一 7 |-Op + z0 = Pacu) , (10.63) 
II = ©: + Op2 + Opo. (10.64) 

XB u= k- h, Opo 与 Op. PARRA N BES RE. 
接 下 来 我 们 探讨 ep 与 8、U 之 间 的 关系 .9p 是 极 化 的 强度 ,Q 与 U 一 起 描述 


了 强度 与 方位 . 在 第 4 章 中 , 我 们 选择 k 位 于 2-2 平面 . 在 那 种 情况 下 , 极 化 全 部 
Æ Q, 


Qk) = Op(2,k) 
U(2,k)=0, kLG. (10.65) 
更 一 般 的 说 , 对 于 任意 k ma (至 少 其 方向 à 接近 2 轴 ), 我 们 得 到 
Q(k, à) = Op(k - A) cos(2¢x), 
U(k, ñ) = Op(k- A) sin(2¢x). (10.66) 


(10.66) 式 展 示 了 我 们 感 兴趣 的 极 化 模式 Q) Ul) 5 Oplu =k- ñ) 之 间 的 重要 
联系 . 现在 , 我 们 要 解决 的 问题 只 是 通过 解 玻 尔 兹 曼 方 程 得 到 Op, 然后 通过 (10.66) 
式 建立 Q 5 U 的 功率 谱 . 我 们 在 本 节 解 决 第 一 个 问题 , 在 下 节 解 决 第 二 个 问题 . 
首先 , 尽管 建立 了 ep 与 @ AU 的 联系 , 再 次 由 玻 尔 兹 曼 方程 得 到 以 前 章节 
中 提 到 的 入 射 非 极 化 波 的 结果 是 非常 必要 的 . 我 们 发 现 ((10.59) R) 出 射 极 化 (对 
应 于 天 在 2-2 平面 的 情况 ) 正比 于 (1 - 12)6，。, 其 中 是 与 之 间 夹 角 的 余弦 . 
我 们 可 以 从 玻 尔 兹 曼 方 程 得 到 结果 吗 ? 在 没有 先 验 极 化 的 情况 下 ,(10.63) 式 化 简 为 


= 


= 一 (1 一 102)62. (10.67) 


10.7 玻 尔 兹 曼 方 程 的 解 Sa 


对 7 积分 , 我 们 发 现 由 入 射 的 非 极 化 辐射 的 康 普 顿 散射 产生 的 极 化 是 
By Tl ~ Gy, (10.68) 


即 用 几何 因子 1 - /2 SRA RR, 与 之 前 不 那么 正式 的 推导 一 致 . 
我 们 注意 到 极 化 的 强度 正比 于 光 深 r, r 是 沿 视线 方向 的 自由 电子 密度 与 汤姆 孙 散 
射 截 面 的 乘积 的 积分 . 

现在 , 我 们 来 解 极 化 玻 尔 效 曼 方程 . 与 (8.64) 式 类 似 ,(10.63) 式 的 正式 解 是 


Op(f, k) = f ” ane EA- Sp(k, p,n), (10.69) 
0 
其 中 8 这 一 项 表述 为 
Sp(k, p,n) = —Z7(1 — p°). (10.70) 


可 视 函 数 的 定义 为 -ie-", 所 以 

Op(û, k) = Sa —p’) 人 dne’ n-m) 9(n)T1(K, n). (10.71) 
一 个 合理 的 假设 是 , RIIT WTA RS) (快速 变化 的 可 视 函 数 除 外 ). 可 
见 度 函 数 积分 归 一 , 得 


Op(fi, k) ~ ety — p?jei Ë ô=), (10.72) 


与 m 相 比 n 可 以 忽略 , 将 u 改写 为 导数 , 得 到 


3II(k, ns a \ , 
Op(k, u) ~ a T) (1+ Tie) knon, (10.73) 


AT BAA Op, 我 们 必须 将 (10.73) RRA Pilu), 然后 对 u 进行 积分 (参见 
(4.99) 式 ). 得 到 (参见 (C.15) 式 ) 


2 
Gril) & > Ts) (1 + aim) imd: (10.74) 


球 贝 塞 尔 函 数 和 它 的 二 阶 导数 的 和 可 以 用 球 贝 塞 尔 方程 (C.13) 式 表示 


271-1 + HEU, 
kno (ko)? (kno)? 


上 式 右边 三 项 中 , 最 后 一 项 在 小 尺度 作用 显著 . 这 是 由 于 , 球 贝 塞 尔 函 数 的 峰 大 致 
位 于 kno ~ 1. WAE, 这 意味 着 在 角 尺 度 | 处 的 各 向 异性 由 波长 为 k ~ no/l 
的 扰动 造成 . 对 于 我 们 的 量 级 估计 , 这 表明 , 对 于 右边 三 项 , 我 们 可 以 认为 kno A 


+H = (10.75) 


<7 第 10 章 ” 弱 引 力 透 镜 与 极 化 


Bl 的 量 级 ， 因 此 , 第 一 项 的 量 级 是 7, 第 二 项 的 量 级 是 M, 第 三 项 的 量 级 是 
l?/(kno)? ~ 1: 最 后 一 项 贡献 最 大 . 因此 
3II(k, nm) 1 
4 (kno)? 
在 紧密 耦合 极限 下 , 我 们 可 以 用 与 偶 极 矩 相关 的 四 极 矩 来 表示 I. 读者 将 会 
在 练习 12 中 证 明 , I = 502/2. 因此 , 今天 的 极 化 力矩 为 
~ 1502(k, se) P 


Opi(k) > 8 ej E) (10.77) 


Opi(k) > 


ji(kno). (10.76) 


进一步 的 研究 , 四 极 矩 正比 于 偶 极 矩 ((8.34) Ñ). 所 以 


5kOi(k, ne) P. 
te) Gene 


在 退 耦 极限 下 ,(10.78) 式 是 现时 刻 极 化 力矩 的 最 终 表 述 , 有 三 个 特征 值得 注意 . 
一 , 最 重要 的 是 , 退 耦 时 期 的 极 化 谱 看 起 来 比 各 向 异性 谱 小 k/t HER. 我 们 将 在 
下 一 节 详 细 阐 述 这 个 问题 . 我 们 现在 知道 这 是 四 极 矩 产生 极 化 和 早期 宇宙 中 康 普 顿 
散射 抑制 四 极 矩 的 必然 结果 . 二 , 我 们 预测 由 于 Op, x O1, 极 化 功率 谱 会 产生 振荡 . 
更 具体 地 说 , 我 们 预计 , 与 偶 极 矩 一 样 , 极 化 振荡 与 单 极 矩 相位 不 同 . 单 极 矩 振荡 产 
生 的 温度 各 向 异性 谱 中 的 峰 和 谷 与 极 化 功率 谱 中 的 峰 与 谷 有 不 同 的 相位 . =, 这 里 
并 不 存在 类 似 Sachs-Wolfe 这 种 影响 温度 各 向 异性 的 效应 . 光子 穿 过 变化 的 引力 势 
并 不 能 产生 极 化 . 因此 , 现时 刻 的 极 化 功率 谱 在 某 种 程度 上 是 早期 宇宙 的 表现 , 并 
没有 被 后 期 演化 所 影响 . 


Opi(k) = 


(10.78) 


10.8 极 化 功率 谱 


(10.78) 式 描 述 了 单一 平面 波 产 生 的 极 化 力矩. 实际 情况 是 , 在 宇宙 中 不 存在 单 
一 平面 波 , 而 是 不 同 幅度 Op(k,n) 的 许多 波 的 又 加 .与 温度 各 向 异性 的 计算 类 似 
(JL (8.68) 式 ), 登 加 平面 波 的 角 功率 谱 是 


2 co 
Cp, = = | dk k?|@,i(k)|?. (10.79) 
0 


很 长 一 段 时 间 内 , 宇宙 学 家 计算 该 功率 谱 时 并 不 涉及 8 与 U0.1997 F, 大 量 涉及 Q 
5 U 的 功率 谱 的 文章 涌现 . 这 里 利用 了 (10.66) 式 或 它 的 大 角 尺 度 推 广 . 

基于 10.4 节 中 的 剪 切 的 不 同 部 分 的 功率 谱 的 解法 , 我 们 对 Q 与 UV 的 功率 谱 
有 一 定 的 了 解 . 参考 图 10.17. 在 小 角度 极限 下 , Q 是 2 维 矢量 0 的 函数 ,n 的 投影 
在 垂直 于 2 轴 的 平面 上 . 因此 , 我 们 可 以 对 Q 进行 储 里 叶 变 换 , 正如 之 前 对 前 切 场 
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作 健 里 叶 变 换 一 样 ; 该 变换 依赖 于 5 ! FEST). 依据 研究 弱 引 力 透 镜 的 经 
验 , 我 们 预测 @ 的 功率 谱 不 仅 与 7 了 的 大 小 有 关 , 还 与 它 的 方向 有 关系 . 回顾 (10.66) 
式 , 我 们 很 自然 地 认为 功率 谱 Cool 正比 于 Cry. 其 比例 常数 是 cos?(291), 其 中 
b 是 7 与 z 轴 的 夹 角 . 因此 , 当 我 们 计算 的 和 时 ,(10.66) RP cos(2¢,) 的 因子 变 
成 cos(291). 相似 的 , U NRW sin? (2¢,)Cp. 


7 


10.17 极 化 的 不 同 矢量 . 我 们 观测 入 射 方向 为 A 的 辐射 , A 也 可 以 被 2 维 角 9 参数 化 . 
BR k 的 方位 角 是 ox 


让 我 们 导出 Q U 的 功率 谱 与 Op 的 联系 . 我 们 将 Q 极 化 写 为 所 有 平面 波 的 
和 的 形式 
e( 肪 = J Gj or i) contd): (10.80) 
我 们 仅 从 一 个 位 置 z = 0 进行 观测 , 所 以 这 里 的 修正 因子 ez* BH 1. 对 于 因子 
cos(2gh), 注意 它 等 于 cos? Gi — sin? ph, 或 以 笛 卡 儿 分 量 k 的 形式 表示 为 


k2 — k? 
cos(2ġp) = Pen 72" 
erm 


(10.81) 


HF Op 包含 指数 因子 em (例如 (10.69) R), 又 因为 ûs = Ox, fy = Oy ,所 以 
我 们 可 以 重新 给 出 其 在 笛 卡 儿 坐 标 下 8 的 导数 的 形式 . 例如 , ks 一 [-ino]-10/00-. 
因子 cos(29k) 可 以 写成 仅 对 9 求 导 : 


a IE , i f? P 
cos(2¢,) = Da( ) 三 E = A (Fe = A A (10.82) 
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上 式 的 表述 看 起 来 很 复杂 , 但 却 是 计算 各 种 上 模式 的 和 的 有 力 工 具 . 我 们 可 以 据 此 
重 写 (10.80) 式 


= Doop (Ù. (10.83) 


将 Q(0) 与 op BEAT EBM EM, (10.83) 式 变 为 


2 ee > as 
J ggo = Do(® J aa nw (10.84) 


9 空间 中 表述 复杂 的 Do 现在 变 得 简化 起 来 , 当 它 作用 于 指数 er2 时 我 们 可 以 清晰 
地 知道 它 的 表达 式 . 在 这 种 情况 下 , 它 简化 为 cos(291), 这 里 的 $1 是 2 维 矢 量 ! 与 
z 轴 的 夹 角 . 因此 , Q(O 的 伟 里 叶 变 换 是 


Q(1) = Opi cos(2¢1). (10.85) 
U(Ì = Op sin(2¢,). 因此 , Q A U 的 功率 谱 是 


Cool = Cp, cos*(2¢1) 
Cuu (1) = Cp, sin? (241). (10.86) 
回顾 在 弱 引 力 透 镜 的 例子 中 , 我 们 注意 到 当 将 7, 进行 线性 组 合 时 , 其 中 一 


个 线性 组 合 的 功率 谱 被 消 掉 ( 见 (10.40) R), 另 一 个 等 于 汇聚 场 功率 谱 (I (10.39) 
式 ). 这 里 , 我 们 做 同样 的 计算 . 假设 


E(Ü = Q() cos(2¢1) + Ü (Ü sin(2¢1), 
B(I) = —Q(i) cos(2¢1) + Ü (Ü cos(291). (10.87) 
然后 
cpp(i) =0. (10.88) 
在 小 尺度 限制 下 ,已 模式 的 功率 谱 等 于 Cp: 


=~ 


lim Ope (I) = Ory. (10.89) 


图 10.18 展示 了 一 系列 功率 谱 的 组 合 , 包括 精确 的 数值 结果 和 积分 所 有 模式 
(JL (10.79) R) 得 到 的 近似 结果 ( 见 (10.78) R). RES 8 章 得 到 的 温度 各 向 异 
性 谱 也 被 展示 在 图 中 ， 由 于 极 化 在 紧密 耦合 极限 下 被 抑制 , 所 以 温度 各 向 异性 谱 
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高 于 极 化 谱 . 因此 可 以 预测 , 极 化 功率 谱 中 的 振荡 与 温度 谱 中 的 振荡 不 同 相 .2002 
年 ,DASI 实验 声称 首次 探测 到 极 化 , 见 图 10.18. 这 类 似 首 次 探测 到 大 尺度 剪 切 , 为 
宇宙 学 研究 开辟 了 一 条 新 的 道路 


[KH1) 01/27)" /pK 


200 400 600 800 1000 


图 10.18 标准 CDM 模型 下 的 温度 功率 谱 与 E 模式 极 化 功率 谱 . 粗 线 表 示 真 实 的 结果 ; MA 
是 (10.78) 式 所 示 的 近似 结果 . 如 果 仅 存在 标量 扰动 , 则 没有 B 模式 功率 谱 . 在 10kK 附近 的 
直线 是 Hedman 2002 年 文章 中 给 出 的 上 限 , 斜 条 纹 盒子 由 DASI 实验 
第 一 次 探测 到 (Kovac et al., 2002) 


图 10.18 只 展示 了 小 尺度 功率 谱 ; 大 尺度 功率 谱 需 要 进行 修正 (Kamionkowski, 
Kosowsky and Stebbins, 1997a; Seljak and Zaldarriaga, 1997). Z, 组 合 功率 
谱 在 大 尺度 端 衰减 很 快 . 由 于 极 化 正比 于 偶 极 矩 , 偶 极 矩 在 大 尺度 模 中 可 以 被 消 掉 ， 
因此 我 们 可 以 很 好 地 预测 结果 . 尽管 我 没有 系统 研究 过 大 角度 功率 谱 , 但 基本 的 思 
想 不 同 于 作 勒 让 德 展开 或 求 普通 的 球 谐 函数 , 而 是 要 用 到 张 量 球 谐 函 数 . 

到 目前 为 止 , 我 们 感 兴趣 的 是 标量 扰动 . 在 计算 平面 波 扰动 ((10.55) 式 ) 时 我 
们 就 引入 了 这 个 假设 . 如 果 是 张 量 扰 动 , 则 分 解 时 还 要 考虑 对 方位 角 的 依赖 (回顾 
(4.115) xX). 
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前 面 章节 中 探讨 的 标量 扰动 与 张 量 扰动 存在 根本 不 同 . 标量 平面 波 扰 动 只 与 一 
个 方向 有 关 , 即 波 矢 k 的 方向 . 一 旦 该 方向 被 固定 , 则 所 有 光子 力矩 仅 依赖 于 波 矢 
与 入 射 光子 的 夹 角 . 一 旦 夹 角 被 固定 , 则 存在 一 个 关于 处方 向 的 方位 角 对 称 . 旋转 
对 称 是 标量 扰动 仅 产生 E 模式 的 原因 . 一 个 极 化 场 存 在 两 个 方向 : (i) 极 化 强度 改 
变 的 方向 ;(i) 极 化 的 方向 . 对 于 标量 扰动 , 我 们 在 图 10.16 中 看 到 这 两 个 方向 是 同 
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向 的 (或 互相 垂直 ). 直观 上 看 , 每 个 方向 都 仅 依赖 于 的 方向 . 同 向 是 媚 模式 的 显 
著 标 志 . 

张 量 扰动 的 光子 分 布 不 存在 对 于 大 方向 的 旋转 对 称 . 引力 波 是 度 规 脉动 , 这 导 
致 方位 角 依赖 于 光子 分 布 . 回顾 (4.115) 式 , 得 到 的 分 布 是 sin(26) 或 cos(24), 其 中 
o Æ k 轴 方 位 角 的 角度 . 分 布依 赖 于 o 意味 着 得 到 极 化 场 时 存在 一 个 额外 的 可 供 
选择 的 方向 . 我 们 可 以 期 望 极 化 方向 不 再 平行 于 极 化 强度 改变 的 方向 . 也 就 是 , 我 
们 可 以 期 望 引 力 波 产 生 B 模 极 化 . 这 就 是 我 们 将 要 在 本 节 展 示 的 内 容 . 

在 进行 数学 计算 之 前 , 我 们 需要 了 解 张 量 扰动 产生 B 模式 的 重要 性 . 首先 从 
难以 通过 模式 探测 到 张 量 说 起 . 标量 和 张 量 都 对 妃 模式 有 贡献 , 唯一 可 以 分 别 
提取 二 者 的 方法 是 利用 它们 功率 谱 的 差别 , 该 功率 谱 是 关于 | 的 函数 . 在 温度 各 向 
异性 中 我 们 可 以 看 到 , 这 是 一 个 微妙 的 游戏 , 因为 其 他 参量 可 以 引起 类 似 于 张 量 的 
对 功率 谱 的 变化 . 因此 , 就 算 我 们 可 以 完美 地 得 到 Ce 功率 谱 (不 存在 噪声 ), 我 
们 也 不 知道 是 否 存在 张 量 扰动 . 但 是 ,B 模式 就 不 同 . 由 于 不 存在 标量 扰动 的 污染 ， 
只 要 探测 到 B 模式 极 化 , 就 可 以 说 它 来 自 引力 波 . 也 就 是 说 , 不 论 来 自 暴 胀 的 张 量 
信号 多 么 小 (不 论 H/m 多 么 小 ), 我 们 最 终 都 可 以 通过 B 模式 探测 到 该 信号 . 实 
际 上 , 由 于 非 线 性 存在 信号 的 污染 , 但 这 种 污染 的 影响 很 小 . 预测 (Knox and Song， 
2002; Kesden, Cooray and Kamionkowski, 2002) 给 出 张 量 /标量 的 比率 r 的 探测 极 
限 的 量 级 是 1074. 

让 我 们 来 计算 由 于 张 量 扰动 产生 的 单 平 面 波 的 极 化 模式 该 问题 的 处 理 与 
10.6 节 一 样 . 为 了 得 到 z 轴 附 近 的 出 射 极 化 , 我 们 需要 积分 入 射 光 子 分 布 . 参见 
(10.52),(10.53) 式 


Q Js - f are" (0) sx? 6’ oer 
U sin(2¢’) 


(10.90) 
Y2,2(’) + Y2,-2(2’) 
x - f axo) | 1 | 


i 


[Y2,2(0’) — Yo,-2(’)] 


这 里 , 由 于 存在 张 量 扰动 967 引入 了 光子 分 布 项 ; 认识 到 sin? o 和 方位 角 的 组 合 依 
RUT Yoo + Yo,-2 ; 并 且 忽 略 极 化 的 完全 标准 化 . 

为 了 完成 计算 , 我 们 需要 确定 OF 对 于 角度 的 依赖 . 这 比 原 先 预 计 得 要 困难 . 
尽管 我 们 知道 对 于 大 沿 z 轴 的 情况 该 角度 依赖 于 sin? 9' cos(2¢’) (对 于 hy) 或 
sin? 6’ sin(2¢’)(hx) ,我 们 仍 需 要 得 到 对 于 普遍 的 波 矢量 的 依赖 关系 . 找到 这 种 
依赖 关系 的 方法 之 一 是 旋转 坐标 系 , 使 得 一 个 指向 z 轴 方 向 的 单位 矢量 旋转 到 指 
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向 大方 向. 相关 的 旋转 矩阵 是 


cosOk cos@, —sing, sind, cos øk 
R= | cosO,singd, cosg sinO,sing, |- (10.91) 
一 Sin Ox 0 cos Ox 


读者 可 以 通过 R 的 导数 (参见 练习 13) 来 证 明 R 确实 从 z 方向 旋转 到 方向 . 
我 们 希望 了 解 R 如 何 对 67 起 作用 . 具体 说 来 , 让 我 们 关注 hx, 因此 67 x 
sin? 6’ sin(2¢’). 首先 , 我 们 可 以 用 角 对 单位 矢量 A! 的 依赖 来 重新 表述 入 射 光子 的 
方向 : 


sin? 6’ sin(2¢’) = 2 sin? 6’ sin ¢’ cos d’ 
= 2A, fi, (10.92) 
现在 , 旋转 坐标 系 , 使 z 轴 方 向 指向 方向 . 由 于 hx 模式 产生 的 各 向 异性 谱 正比 
于 aniy 在 新 的 坐标 系 中 ， 
OT x (R'n’)2(R'A')y (10.93) 
这 里 上 标 “t” 表 示 转 换 和 矩阵 . 
现在 , 我 们 通过 和 矩阵 乘法 运算 得 到 
OT ec (cos 0% cos dy sin 6’ cos ¢’ + cos Oy sin dy sin 6’ sin ¢’ — sin 6; cos 6’) 
x (— sin 6’ sin pk cos ¢’ + cos pr sin @’ sin ¢’) 
= sin f’ sin(¢’ — $p) (cos 6; sin 6’ cos(¢’ — Pk) — sin Ox cos 6’) 
= 3 cos 6, sin? 6’ sin[2(¢’ — $x)] — sin 6’ cos 6’ sin 6; sin(¢’ — dx). (10.94) 
最 后 一 项 可 以 用 球 谐 函 数 重 新 表述 : 它 是 Yoo, 到 ,+ 和 Yoo 的 线性 组 合 , 即 当 大 党 
z 轴 方 向 时 , 由 于 引力 波 (hx 模式 ) 引起 的 波 矢 的 各 向 异性 谱 依赖 于 Yo22- Y2 -2 
x k 取 普 遍 方向 时 , 这 种 依赖 混合 了 Yom 的 影响 . 我 们 感 兴趣 的 是 由 OT 产生 的 
极 化 模式 ; 由 (10.90) 式 和 球 谐 函数 的 正 交 态 特 征 , 这 意味 着 我 们 感 兴趣 的 仅 是 OT 


的 Yoo. 现在 , 我 们 可 以 从 (10.94) 式 中 进行 提取 .等 号 右边 最 后 一 项 的 因子 是 
sin(¢’ 一 9k) , 它 正 比 于 Yz, 我 们 可 以 忽略 之 . 第 一 项 是 


; cos Ox sin? 6’ sin[2(¢' — $x)] 
32% COB Okr oid. «re eo 
-~ 0 em (10.95) 


为 了 得 到 Q 5 U, 我 们 将 其 表示 成 Yo,2 + Yo,-2, 因此 对 (10.90) 式 积分 得 到 
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Q8) x OF cos 0k “ey . (10.96) 
U(2) cos(29k) 
如 果 我 们 移 除 z 轴 的 小 角度 , 方位 角 的 依赖 性 将 不 再 变化 ,cos pk > ñ- k, 因此 
( an) x OTN ( “inp | (10.97) 
U (ñ) cos(2¢x) 


(10.97) 式 描 述 的 极 化 模式 包含 非 零 的 B 模式 ， 为 了 研究 这 一 点 , 首先 考虑 
(10.87) RF B 模式 的 定义 . 该 定义 应 用 于 健 里 叶 空间 , 但 是 , 通过 Dov, 我 们 可 以 
HER k RE L 因此 , 对 于 大 位 于 ê- 面 的 情况 ps = 0,B 模式 只 对 应 于 U 极 化 . 
实际 上 , 这 也 是 (10.97) 式 所 精确 表示 的 ， 即 它 由 引力 波 的 hy 模式 产生 . 引力 波 
导致 的 各 向 异性 谱 确 实 会 产生 极 化 的 B 模式 . 

10.19 展示 了 对 于 4 个 不 同 的 波 矢 k 由 于 单 平 面 波 hx o eE? 产生 的 极 化 
模式 . 例如 , 左上 图 考虑 无 沿 o 轴 的 情况 . 在 这 种 情况 下 , 由 于 办 = 0, 由 (10.97) 
式 可 知 极 化 都 是 U 模式 并 且 增 强 的 尺度 为 

fi k = ûre. (10.98) 
当 远离 y 轴 时 , 极 化 强度 增加 . 这 种 情况 的 显著 特征 是 , 在 > 轴 方 向 极 化 的 强度 不 
同 , 其 方向 位 于 249 7A. 这 两 个 方向 (不 同 的 强度 与 极 化 方向 ) 互相 之 间 既 不 平 
行 也 不 垂直 . 其 余 的 模式 展示 了 同样 的 特征 . 


图 10.19 在 一 个 垂直 于 z 轴 的 平面 由 单 平面 波 hz(k) 产生 的 极 化 模式 . 图 中 展示 了 4 个 
WER k 产生 的 模式 ,箭头 方向 代表 极 化 增强 的 方向 , 该 方向 不 平行 于 极 化 的 方向 
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图 10.20 展示 了 标准 CDM 模型 中 由 于 等 量 的 标量 与 张 量 扰动 (r = 1) 产生 的 
各 向 异性 谱 . 其 中 T, E 谱 与 不 存在 张 量 扰动 的 图 10.18 相似 . 当 存 在 张 量 扰动 时 ， 
尽管 B 谱 量 级 很 小 , 但 是 非 零 . 研究 表明 极 化 研究 对 探测 较 小 的 ” 非常 有 帮助 . 
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= 
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& EE 
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= | BB 
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l 
图 10.20 标准 CDM 模型 中 由 于 等 量 的 标量 与 张 量 扰动 (r= 1) PERR HA ER.T E 
谱 来 自 于 标量 、 张 量 共同 作用 的 结果 ,B 模式 仅 由 于 张 量 扰动 产生 
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引力 透镜 在 Gravitational Lenses 一 书 (Schneider, Ehlers and Falco) 中 有 优美 
的 描述 ，Bartelmann 和 Schneider (2001) 对 弱 引 力 透 镜 做 了 精彩 、 详 细 的 概述 . 
电磁 极 化 在 一 些 课 本 中 有 涉及 , 例如 Classical Electromagnetic (Jackson), Radiative 
Processes in Astrophysics (Rybicki and Lightman). 关于 大 尺度 结构 引力 透镜 的 早期 
文章 包括 文献 (Blandford et al., 1991; Miralda-Escude, 1991; Kaiser, 1992). 目前 涉 
及 透镜 观测 数据 对 宇宙 学 参数 限制 的 文章 包括 (Jain and Seljak, 1997; Bernardeau, 
van Waerbecke and Mellier, 1997; Hu and Tegmark, 1999). 进入 21 世纪 以 来 首次 探 
测 到 大 尺度 结构 的 透镜 现象 , 例如 (van Waerbecke et al., 2000; Kaiser, Wilson and 
Luppino, 2000; Maoli et al., 2001). 工作 进展 仍 在 继续 . 毫 无 疑问 , 未 来 将 会 有 大 量 
大 视 场 弱 引 力 透 镜 的 观测 . 其 中 的 两 个 观测 项 目 是 SuperNova Acceleration Probe 
(SNAP; http://snap.Ibl.gov) (该 项 目 目前 计划 将 其 观测 时 间 的 20% 分 给 弱 引 力 透镜 
WW) 和 Large Scale Synaptic Telescope (LSST; http://www.dmtelescope.org). 

20 世纪 80 年 代 出 现 了 研究 CMB 极 化 的 文章 : (Bond and Efstathiou, 1984; 
Polnarev, 1985). Kosowsky 的 理论 (1996) 是 关于 该 工作 的 玻 尔 兹 曼 的 详细 讨论 . 
首先 认识 到 E/B 分 解 重要 性 的 是 Stebbins (1996); Seljak (1997); Kamionkowski, 
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Kosowsky 和 Stebbins (1997a,b), Zaldarriaga 和 Seljak (1997)， 本 书 中 我 选择 了 
Seljak 的 小 角度 限制 , 因为 该 限制 在 数学 上 表述 简单 . Hu 和 White (1997b) 的 综述 
文章 也 许 是 了 解 CMB 极 化 进展 的 理想 综述 , 但 是 CMB 极 化 仍然 是 一 个 难以 理解 
的 领域 . 尽管 该 综述 包含 了 许多 富 于 启发 意义 的 图 , 我 们 仍 需 要 付出 巨大 努力 才能 
真正 理解 这 一 现象 . 

DASI (Kovac et al., 2002) Æ 5 个 sigma 范围 内 探测 到 极 化 . 在 此 之 前 , 极 化 的 
严格 上 限 (其 在 大 尺度 仍然 有 效 ) 由 Hedman (2000) 和 Keating 等 (2001) 得 到 


Zo J 


1. 位 于 红 移 z 的 类 星体 与 我 们 之 间 存 在 一 个 大 质量 透镜 星系 的 可 能 性 大 致 正比 于 我 们 与 
类 星体 之 间 的 体积 . 计算 


V(z) = daz. (10.99) 
Z<X(z) 


该 积分 是 平凡 的 , 但 不 依赖 于 红 移 z. 在 存在 宇宙 学 常数 的 平坦 宇宙 中 数值 计算 V(z). 画 出 红 
E z= 2,3,4 处 的 V(z) 随 QA 的 变化 图 . 假设 星系 密度 不 依赖 于 宇宙 学 模型 ， 则 可 以 简单 地 
根据 体积 预测 透镜 数目 ,当红 移 z = 3 时 ,OA = 0.7 的 平坦 宇宙 学 模型 下 的 透镜 数目 与 物质 为 
主导 的 平坦 宇宙 学 模型 中 透镜 数目 的 比 是 多 少 ? 

YER, Keeton (2002) 指出 透镜 频率 不 会 如 此 戏剧 性 地 随 宇 宙 学 改变 , 因为 不 同 模型 中 的 
星系 密度 不 同 . 

2. 用 汇聚 r 与 前 切 y, y 来 计算 图 像 的 放大 率 . 在 弱 场 情况 下 , 放大 率 u 通过 下 式 与 汇 
RHK 

p1 +2K. (10.100) 


3. 给 定 一 个 引力 势 $, 写 出 透镜 的 显著 特征 (如 偏 角 和 前 切 ) 是 非常 必要 的 . 
(a) 应 用 (10.14) R, 计算 gs —0+ Vo 中 的 办 其 中 V 是 关于 2 维 角 变量 6 的 梯度 . 
(b) 用 投影 势 来 描述 (10.15) 式 中 的 转 置 矩 阵 . 
4. 固定 红 移 zz 处 的 透镜 离 我 们 的 共 动 距离 是 Xz, 证 明 前 面 所 述 问题 中 的 投影 势 $ 可 以 
表述 为 
(8; zr) = w f d?RD(R) ln |È — xz. (10.101) 


其 中 ys 是 距离 源 的 共 动 距离 ;及 是 在 垂直 于 视线 方向 的 平面 中 的 半径 ;3( 五 ) 是 在 该 平面 的 投 
影 面 密度 . 
5. 从 一 个 圆 形 源 中 计算 一 个 椭 率 ez 的 观测 部 分 ; 将 其 表述 成 转 置 矩阵 、s、71、?2 的 函数 . 
6. (a) 证 明 汇聚 场 功 率 谱 可 以 用 方程 (10.35) 式 表述 . 证 明 yo 的 功率 谱 可 以 用 (10.36) 
式 表述 . (b) 用 CMBFAST 或 BBKS 转移 函数 来 数值 计算 P. (KK Am = 1,h = 0.5,n = 1 
的 标准 宇宙 学 模型 ). 假设 所 有 的 背景 星系 位 于 z = 1 处 . 在 线性 功率 谱 基础 上 ，! 为 何 值 时 由 
于 非 线性 效应 而 使 计算 的 Pe 无 效 ? 
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7. (10.34) 式 给 出 了 小 角度 极限 (! > 1) 下 的 汇聚 场 功率 谱 . 更 一 般 的 表达 形式 是 (Steb- 
bins, 1996, 由 于 存在 不 同 的 功率 谱 的 表示 法 则 而 多 出 了 (2r)” 的 额外 因子 ) 


d3k 


Cy = 4n? (L4 1)? / Saya hl (kx) Pa (h) (10.102) 
此 时 所 有 的 背景 星系 在 共 动 距离 x 处 并 且 
nia) = | Pa -vile (10.103) 


(a) 解析 或 数值 地 证 明 在 小 角度 极限 下 ,(10.102) 式 可 以 化 简 为 (10.34) RP PP.(1) 的 表 
达 式 . 

(b) 重新 计算 练习 6 中 sCDM 模型 下 的 汇聚 场 功率 谱 . 这 次 使 用 (10.102) 式 的 一 般 表 达 
xX. 

8. 在 本 书 中 , 我 们 计算 了 星系 的 角 相 关 函 数 (第 9 章 ) 和 弱 引 力 透 镜 相 关 函 数 (AB). 
我 们 也 可 以 计算 交叉 相关 , 即 测量 星系 怎样 与 质量 相关 . 一 种 方法 是 将 星系 样本 分 为 前 景 星 
系 和 背景 星系 , 然后 在 两 个 样本 中 计算 交叉 相关 . 由 于 它们 之 间距 离 很 远 , 所 以 唯一 可 能 的 相 
关 原 因 是 前 景 质量 对 背景 星系 有 放大 作用 . 该 问题 使 我 们 可 以 计算 背景 /前 景 相关 函数 (例如 
Moessner and Jain, 1998). 另 一 方面 ,QSO/ 星 系 相关 函数 也 可 以 被 用 来 计算 交叉 相关 函数 . 假 
设 前 景 星系 的 2 维 密度 扰动 由 内 秉 的 非 均匀 性 引起 , 见 (9.3) 式 . 又 假设 背景 星系 的 2 维 密度 
扰动 由 透镜 放大 现象 引起 , 即 本 来 由 于 暗 于 极限 星 等 而 不 能 被 探测 到 的 星系 因为 被 放大 而 变 
得 明亮 . 如 果 放 大 率 是 u 在 一 个 角 片 内 的 背景 星系 的 数目 是 


np = Tipp?" (10.104) 


这 里 i, 是 背景 星系 的 平均 数目 ;s 被 定义 为 dlog N(m)/dm, 其 中 N(m) 是 星 等 极限 m 内 的 
星系 数目 . 现在 不 考虑 相关 的 来 源 (Broadhurst, Taylor and Peacock, 1995, 解释 了 这 样 处 理 
的 原因 ). 

(a) 利用 (10.100) Ñ, Ax 5 s 表示 背景 密度 扰动 ôo. 

(b) 根据 质量 密度 扰动 给 出 汇聚 (的 的 表达 式 . 首先 根据 (10.17) 式 中 的 转 置 矩阵 4 中 
的 相关 部 分 给 出 表述 , 然后 用 密度 场 5 取代 这 里 的 引力 势 . 

(c) 用 前 景 与 背景 星系 的 高 密度 ( 见 (9.3) 式 与 上 面 (b) 中 的 答案 ) 的 两 种 表达 式 来 计算 
角 交 叉 相 关 函 数 wsg(9) = (66(9)6g(0)). 

9. 假设 波 矢 kA 8-2 FS, 证 明 z 方向 出 射 辐射 的 Q 极 化 的 改变 量 是 cos(24x). 为 
解 该 题 , 首先 计算 kA ， 然 后 根据 权重 因子 sin? 9' cos(2¢’) (H (10.52) RAB) 对 立体 角 积 
分 Palk- i’). 

10. 该 题 针对 极 化 的 U 部 分 . 

(a) 我 们 已 经 证 明 非 极 化 入 射 辐射 得 到 的 极 化 的 @ 部 分 可 以 用 (10.52) 式 来 表述 . 因此 
极 化 的 Q 部 分 依赖 于 | 人 :|? 与 [4 -9/? 之 间 的 差别 . 对 于 极 化 的 U 部 分 来 说 ,2 与 了 被 旋转 
45° 的 单位 矢量 (例如 , (十 加 /V2 和 (人 一 分 /V2) 所 代替 . 在 这 种 情况 下 , 导出 方程 (10.53) 式 . 

(b) 证 明 位 于 jz 平面 的 波 矢 大 造成 的 平面 波 扰动 不 会 产生 z 轴 方 向 出 射 辐射 的 UV 极 化 . 
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(c) 对 于 任意 角度 的 波 矢 天 = (sin 9 coso, sin 9 sin gcosb), 证 明 (10.60) 式 中 的 U 极 化 . 

11. 画 出 下 列 情 况 下 z 轴 附 近 由 平面 波 标量 扰动 产生 的 极 化 模式 : (a) bx = 0/8, oe = 0/8; 
(b) Ok = 30/4, dy = 0/4, (c) Ok = 30/4, de = 0; (d) 0k = 37/2, de = 0. 在 每 一 种 情况 下 ， 
证 明 极 化 平行 或 垂直 于 极 化 强度 改变 的 方向 . 

12. 在 紧密 耦合 极限 下 , 存在 下 述 表述 Tl = 62 + Op2 + Opo. 

(a) 4 7 值 很 大 时 ,(10.63) APH, Op) 的 右边 项 可 以 消 掉 . 写 出 用 O2,Op2, Bpo K 
ARH Op(u) 的 表达 式 . 

(b) 对 Op(u) 作 勒 让 德 展开 , 仅 保 留 单 极 和 四 极 项 . 使 Po, P2 的 系数 相等 . 

(c) 这 导致 具有 三 个 未 知 量 的 两 个 方程 . 温度 四 极 矩 给 出 Oro = 502/4, Op2 = 02/4, 使 
用 上 述 条 件 解 极 化 力 甜 . 

(a) 利用 (c) 中 的 结论 , 用 Oo 表示 I. 

13. 该 问题 涉及 (10.91) 式 中 提 及 的 旋转 矩阵 R. 

(a) $ R 作用 在 单位 矢量 (0,0,1) 上 , 并 证 明 其 能 转化 为 〖. 

(b) 导出 R. 方法 是 , 旋转 z-y-z 坐标 系 , 将 z 轴 转 动 角度 o, 将 y 轴 转 动 角度 o, 两 次 
旋转 的 产物 就 是 R. 

14. 本 章 中 , 我 们 从 引力 波 引 起 的 单个 平面 波 扰 动 出 发 考虑 极 化 模式 ， 其实 这 里 存在 两 个 
方向 . 我 们 只 考虑 了 hy. 在 本 题 中 , 考虑 h 引起 的 极 化 . 在 一 个 坐标 系 中 ,k 沿 z 轴 方 向 , 各 
向 异性 依赖 于 系数 sin? 0 cos(2¢). 

(a) 在 一 个 天 不 沿 z 轴 方 向 的 较为 一 般 化 的 坐标 系 中 , 寻找 OT 对 角度 的 依赖 关系 . 

(b) 从 入 射 分 布 中 得 到 Q 与 U. 

(c) EHE 10.19 中 所 示 的 Or, $s 的 四 种 情况 下 的 近 出 射 2 轴 方 向 的 各 向 异性 模式 . 

15. 用 81, Op: 给 出 温度 各 向 异性 Cra(I) 与 极 化 各 向 异性 Cru (i) 之 间 的 交叉 功率 谱 的 
表达 式 . 假设 只 存在 标量 扰动 . 用 这 些 参量 表示 Cren. 
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越 来 越 多 的 理论 家 甚至 繁忙 的 实验 物理 学 家 正 将 他 们 的 注意 力 转向 如 何 最 好 
地 分 析 一 组 数据 这 样 基本 的 问题 . 其 主要 原因 是 在 过 去 的 十 年 中 , 数据 的 数量 和 质 
量 得 到 了 极 大 的 提高 . 我 们 有 充分 的 理由 相信 , 这 一 趋势 将 持续 下 去 . 已 经 有 数 十 
个 实验 测量 了 宇宙 微波 背景 辐射 的 温度 的 各 向 异性 . WMAP 和 普 朗 克 会 将 这 些 测 
量 推进 到 下 一 个 阶段 , 但 这 还 不 是 最 后 的 阶段 , 仍然 会 有 极 化 和 非常 小 尺度 的 各 向 
异性 将 被 测量 到 . 物质 功率 谱 也 会 以 各 种 各 样 的 方式 来 探测 ; 这 里 的 探测 活动 , 也 
没有 显示 减少 的 迹象 . 在 完成 迄今 为 止 最 大 的 两 个 红 移 巡天 一 一 斯 隆 数字 巡天 和 
2DF 之 后 , 科学 家 已 经 开始 规划 大 型 弱 引 力 透 镜 项 目 和 更 深 场 的 星系 巡天 . 这 些 较 
大 的 数据 带 来 了 数据 分 析 方 面 的 新 挑战 . 

Julian Borrill 给 出 了 关于 那些 挑战 的 一 个 美妙 的 例子 . 他 利用 定 标 参数 表明 ， 
从 Boomerang CMB 各 向 异性 的 实验 得 到 的 原始 数据 来 作 图 的 直接 算法 在 当前 计 
算 机 中 运行 需要 12 年 ! 现在 得 到 的 数据 对 于 变 力 算法 来 说 已 经 太 大 了 , 而 且 我 们 
得 到 的 数据 变 得 越 来 越 多 . 因为 通常 算术 运算 的 数量 尺度 与 数量 的 像素 的 立方 成 
比例 , 以 及 WMAP 和 普 朗 克 的 数据 是 Boomerang 的 10~100 倍 , 我 们 迫切 需要 创 
造 性 的 解决 方案 . 

最 近 重 点 在 分 析 的 另 一 个 原因 是 我 在 这 一 章 希 望 传达 的 : 数据 分 析 非 常 令 人 
兴奋 . 已 经 提出 的 处 理 即将 产生 的 复杂 数据 的 技术 是 精湛 的 . 当然 这 些 技术 的 重要 
性 提高 了 它 的 优雅 性 . 但 是 , 优雅 就 在 那里 ; 仅 赁 这 一 点 , 就 值得 通过 一 些 最 近 的 进 
展 好 好 研究 . 


11.1 似 然 函数 


似 然 函数 是 当代 分 析 中 的 基本 模块 . 它 定义 了 给 定 实验 中 已 知 随机 变量 输出 结 
果 时 , 未 知 参数 的 可 能 取 值 . 这 个 看 似 简单 的 定义 其 实 是 非常 强大 的 . 一 旦 我 们 有 似 
然 函数 , 有 其 中 的 一 个 或 两 个 条 件 , 就 可 以 确定 该 理论 中 的 参数 (在 参数 空间 中 似 然 
函数 取 最 大 值 时 得 到 最 佳 估计 值 ) 随 着 误差 (由 似 然 函 数 的 宽度 确定 ) 的 变化 情况 . 
我 们 先 从 一 个 简单 的 例子 开始 , 进而 到 CMB 的 似 然 函数 , 然后 再 到 星系 巡天 . 


11.1.1 简单 的 例子 
假设 你 要 称 某 人 的 体重 , 因为 你 是 一 个 科学 家 , 所 以 你 应 该 知道 , 除了 测量 体 
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重 本 身 之 外 , 你 也 应 该 报告 该 测量 结果 的 不 确定 性 . 所 以 你 开始 用 100 个 不 同 的 秤 
记录 称 得 的 被 测 人 的 体重 .对 于 这 100 个 数字 , 哪 一 个 才 是 你 应 该 报告 的 体重 , 哪 
一 个 才 是 这 些 数据 的 不 确定 性 呢 ? 我 们 都 知道 这 个 问题 的 答案 , 让 我 们 用 这 个 简单 
的 背景 介绍 一 下 似 然 函数 的 形式 . 

似 然 函 数 描述 的 是 通过 分 析 这 100 个 数 能 够 得 到 一 个 理论 的 概率 . 我 们 的 理 
论 是 , 每 个 测量 都 是 恒定 信号 (一 个 人 的 体重 )w 的 总 和 和 噪声 , 这 些 噪声 从 均值 为 
零 、 方 差 为 o2 的 高 斯 分 布 得 到 ， 因此, 我 们 的 “理论 ” 有 两 个 自由 参数 ,w 和 ow. 
如 果 只 有 一 个 数据 点 d, 那么 得 到 的 理论 概率 为 

1 (d—w)? 
Janae, 0 
在 这 个 公式 中 ,Plzly] 描述 了 用 y 表示 z 的 概率 ,(11.1) 式 只 是 重申 了 假设 d 一 w 等 
于 噪声 , 噪声 是 由 高 斯 分 布 与 标准 差 cw 得 到 的 , 在 一 定 范围 内 oo 变 得 非常 小 , 这 
种 极限 情况 往往 在 d = w 的 峰值 取得 . 当 我 们 作 了 Nm = 100 次 独立 测量 时 , 似 然 
函数 是 各 个 独立 似 然 函数 的 乘积 , 也 就 是 


P{d|w, ow] = L(d; w, ow) = 


}. (11.1) 


i=1 
一 一 一 一 一 -一 一 一 >. 11.2 
(Ono )Nm/2 XP 202, (11.2) 


注意 , 虽然 数据 分 布 为 高 斯 分 布 , 似 然 函 数 并 不 是 在 所 有 的 理论 参量 中 都 呈 高 斯 分 
布 (E w 中 是 , 在 o 中 就 不 是 ). 

我 们 对 w 和 o 的 理论 值 很 感 兴趣 , 因此 , 并 不 想 只 得 到 似 然 函数 P[dilw, ow] 
来 表示 我 们 得 到 的 似 然 函数 , 而 是 希望 得 到 Plw, ould] 只 用 基础 的 概率 理论 中 的 
简单 关系 , 就 能 由 前 面 的 数据 得 到 后 面 的 数据 . 


PIBN A] = PIBIAIPIA] 
= P[A|B]P[B]. (11.3) 


在 这 个 背景 下 ,4 = {di}, B = {w, 0w}, 所 以 (11.3) 式 中 等 式 两 边 的 等 量 关系 是 

Phoul(dh = Se e o, 
因为 当 我 们 把 参量 w 和 os Æ P 中 的 所 有 可 能 取 值 的 概率 合 起 来 的 时 候 , 其 值 为 
1, 因此 可 以 重 写 这 个 等 式 的 分 母 . 所 以 这 个 等 式 的 分 母 等 于 分 子 对 w 和 oy 的 积 
分 . 这 在 参数 空间 不 影响 似 然 函 数 的 峰值 或 者 似 然 函数 的 宽度 . 大 多 数 情况 下 , 我 
们 可 以 忽略 它们 . 


(11.4) 
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为 了 得 到 概率 我 们 需要 似 然 函 数 一 分 子 的 第 一 项 一 和 先 验 概率 Plw, ow]. 如 
果 我 们 拥有 这 些 数量 的 先 验 信息 , 可 以 在 这 里 使 用 这 个 信息 . 如 果 我 们 想 保 守 起 见 ， 
并 不 进行 假设 , 可 以 提出 一 个 统一 的 先 验 的 参数 . 那么 


Plw, ow|{di}] « £. (11.5) 


比例 常数 是 独立 的 参数 , 因此 可 以 先 不 考虑 . 许多 人 认为 这 种 利用 先 验 信息 的 想法 
令 人 不 安 . 事实 上 , 即使 是 保守 选择 一 个 统一 先 验 也 不 像 看 起 来 那么 简单 . 如 果 先 
择 的 参数 是 02, 而 不 是 cu, 并 且 假设 一 个 统一 的 先 验 ( 即 等 间隔 的 o2 是 等 可 能 的 )， 
我 们 可 以 得 到 一 个 不 同 的 最 终 概率 的 答案 ( 试 着 做 一 下 0)， 然 而 , 对 于 先 验 的 依赖 
仅仅 当 数据 差别 不 大 时 才 成 问题 . 如 果 数 据 有 区 分 能 力 , 那么 似 然 函 数 Pldilw, ou] 
将 得 到 一 个 很 陡 的 峰值 , 任何 合理 的 先 验 都 不 影响 最 终结 果 . 
现在 我 们 可 以 得 到 参数 w 和 oy 的 最 佳 拟 合 值 , 只 需 找 到 在 参数 空间 中 似 然 
函数 最 大 的 地 方 . 在 这 个 简单 的 例子 中 , 我 们 可 以 解析 地 求 C 对 各 个 参数 的 导数 
首先 考虑 对 w 的 导数 . 
aL Duid- vw) ep a ==} fie) 


ðw 02, (2no2) Nm/? 202, 


为 了 使 该 导数 为 零 , 我 们 令 前 因子 


> (di -w)=0 (11.7) 


w=0= a (11.8) 


同样 地 , 我 们 可 以 得 到 of, 最 可 能 的 值 


L p| | 一 四 
Do2 202, 204 


并 令 其 为 零 . 求解 方差 o2 我 们 得 到 一 个 最 可 能 的 值 为 


_ Ded - 0) 
N. 》 


m 


(11.9) 


o2, (11.10) 


我 们 已 经 得 到 理论 参数 的 最 佳 拟 合 值 . 这 些 最 佳 拟 合 值 误 差 是 多 少 ?误差 的 宽 
度 与 似 然 函数 的 宽度 成 正比 ,得 到 近似 的 宽度 的 一 个 简单 的 方法 是 假设 L 在 参数 
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中 是 高 斯 化 的 , 或 等 价 地 ,C 是 二 次 参数 . 我 们 知道 ,一 般 来 说 , 高 斯 分 布 的 方差 是 两 
倍 的 二 次 项 系数 的 倒数 , 所 以 我 们 可 以 通过 计算 该 系数 简单 地 确定 方差 (误差 的 平 
Fi). MF w 有 

10?In£L 


2 aLi ga 
ln L(w) = ln L(0) 十 3 But Iwao” JD) 


= In£(w) — Fr (wa). (11.11) 
因此 , 似 然 函 数 的 最 大 宽度 是 ow, /NJ/?, 这 是 确定 w 的 lc 误差 : 随 着 采取 方法 越 
来 越 多 , 噪声 被 减少 到 独立 测量 数 的 平方 根 分 之 一 . 重要 的 是 重申 我 们 对 体重 的 估 
计 的 不 确定 性 不 等 于 ow. 
两 组 数 加 起 来 得 到 最 后 的 测量 结果 : 我 们 对 体重 的 最 好 的 猜测 一 IN o 由 
(11.8) 式 给 定 一 以 及 这 个 估计 的 误差 , 在 这 里 等 于 o /NH?. 因此 , 我 们 可 以 通过 
改写 似 然 函数 把 100 次 测量 的 结果 表达 成 


(11.12) 


C= ino {=o} 


V2TCN 2CN 
由 于 噪声 产生 的 方差 是 
2 
Cy = e (11.13) 


这 种 似 然 函数 的 形式 与 所 有 的 Nn 个 数据 点 的 最 大 值 和 宽度 一 致 .因此 它 把 所 有 的 
信息 压缩 到 了 两 个 参量 o A Cw P. 

我 们 可 以 将 上 述 测量 体重 的 例子 应 用 到 CMB 上 .用 信号 s 代替 体重 , 表示 在 
天 空中 一 个 给 定 的 点 的 真实 的 CMB 温度 . 对 信号 的 多 次 测量 对 应 对 这 一 点 的 温度 
的 多 次 测量 . 那 一 点 的 信号 是 一 个 常数 , 数据 是 常数 信号 与 噪声 之 和 (噪声 可 能 来 自 
大 气 和 仪器 设备 )， 把 所 有 不 同 的 测量 压缩 到 一 个 数据 点 ,相关 误差 公式 为 (11.12) 
A, 这 被 称 为 绘制 CMB A. RITKE 11.5 节 中 更 详细 地 进行 介绍 . 现在 ,我 们 必 
须 探讨 比 似 然 函 数 (11.12) 式 更 深入 的 内 容 . 我 们 知道 , 没有 理论 能 够 预测 天 空中 
特定 位 置 的 温度 , 即 没有 理论 能 够 对 s 作出 预测 . 所 有 的 理论 预言 的 都 是 温度 的 分 
布 ,能 够 给 定 每 个 像素 的 s. 我 们 现在 必须 把 这 种 分 布 合并 成 似 然 函数 . 


11.1.2 CMB 似 然 函数 


让 我 们 把 上 一 节 的 CMB 的 定义 作 一 下 变换 .用 天 空中 给 定点 的 真正 的 温度 各 
向 异性 s 代替 w, 而 数据 点 名 (真实 的 多 次 测量 的 平均 值 ) 成 为 温度 各 向 异性 的 估计 
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值 , 称 之 为 A.@ 估计 量 Cy 的 方差 , 代表 测量 结果 的 分 布 , 也 已 经 给 出 .(A,Cw) 这 
组 数据 怎样 与 理论 相 比 较 呢 ? 最 简单 的 理论 , 例如 暴 胀 , 预测 在 天 空中 给 定位 置 的 
信号 服从 高 斯 分 布 .因此 天 空 的 温度 在 s 和 s + ds 的 范围 的 概率 为 


P(s)ds = (11.14) 


1 s2 
四 exp 5 \ ds. 
Cs 是 仅 由 于 信号 产生 的 方差 , 独立 于 其 他 噪声 . 该 方差 直接 与 C1 相关 , 我 们 将 在 
11.2 节 进行 讨论 . 

为 了 得 到 似 然 函数 , 我 们 卷 积 概率 分 布 公式 (11.14), 其 中 似 然 函 数 是 (11.12) 
式 , 得 到 
PIAlCs] = 》 P[A|s]P[s|Cs]. (11.15) 


更 具体 地 说 , 似 然 函 数 是 对 所 有 真正 的 各 向 异性 所 有 可 能 值 的 积分 : 


1 —(A—s)? 
al a e = ew {5} ee JinOn ex { 2CX 上 
指数 项 是 s 的 二 次 项 , 所 以 可 以 直接 得 到 s 的 积分 . 重 写 参数 的 指数 


s20 A? Cc CsA]? CsA? A? 
“Sets 十 As/CN 一 On = “2050N E | -— (11.17) 


其 中 总 协 方差 矩阵 的 定义 是 


C=Cs+Cn. (11.18) 
改变 积分 变量 s X x= s 一 CsA/C 得 到 
CsA? A?) fm dz Cx 
“iain T { 20Cy ” Z| 所 InCs Y 人 二 二 } 
1 —A2 
对 于 一 个 像素 的 实验 , 这 是 似 然 函 数 的 最 终 表达 式 . 这 种 形式 正 是 我 们 期 望 得 到 的 : 
被 测 温度 的 分 布 是 高 斯 的 , 且 方 差 是 噪声 和 信和 号 方差 的 和 ， 


我 们 可 以 很 容易 地 推广 (11.19) 式 到 更 现实 的 情况 , 测量 入; 个 像素 . 此 时 似 然 
函数 为 
T 
eagar | 
@ 在 11.5 节 中 给 出 了 从 原始 数据 , 时 间 序列 得 到 由 A 表示 的 像素 化 制图 的 方法 . 


p= -iec-e} (11.20) 
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这 里 人 是 由 Np 次 测量 组 成 的 数据 向 量 , C 是 总 协 方差 矩阵 . 在 一 般 情况 下 , 噪声 
的 协 方差 矩阵 接近 对 角 矩 阵 , 但 理论 的 协 方差 矩阵 是 非 对 角 的 . 因此 , 估算 似 然 函 
数 的 计算 部 分 非常 复杂 , 用 行列 式 和 Np x Np BYE C RX. 从 理论 参数 (Cs) 到 
参数 矩阵 产生 了 出 了 计算 之 外 的 复杂 问题 . 如 果 只 有 参数 , 观测 者 能 引用 一 个 数字 
的 形式 的 结果 . ME, 所 有 相关 的 都 需要 考虑 , 需要 允许 许多 不 同 的 理论 参数 , 原则 
上 所 有 的 Np(Np + 1)/2 个 元 素 的 (对称 ) 协 方差 矩阵 Cs. 实际 上 我 们 当然 不 是 这 
样 做 的 , 首先, 所 有 理论 的 协 方差 都 依赖 于 两 点 之 间 的 角 距 离 , 因此 矩阵 的 元 素 对 
应 距离 相等 的 两 组 数 . 等 价 地 , 一 个 给 定 的 理论 与 所 有 的 C AK; 正如 我 们 很 快 就 
会 看 到 的 , 它们 可 以 用 来 构建 Cs 的 所 有 元 素 . 第 二 , 简化 是 大 多 数 实验 对 单独 的 
Cy 不 敏感 , 而 是 对 | 在 一 定 范围 内 的 平均 功率 , 即 在 一 个 给 定 的 波段 . 因此 , 我 们 
通常 拟 合 波段 功率 , 该 拟 合 需 要 确定 的 参数 更 少 . 

正如 之 前 提 到 的 , 矩阵 C = Cs + Cw 通常 不 是 对 角 和 矩阵 . 然而 , 通过 考虑 C 
是 对 角 和 矩阵 且 正 比 于 单位 矩阵 (对 角 线 上 的 元 素 相等 ) 的 特殊 情况 , 我 们 可 以 更 好 
地 洞察 似 然 函数 的 本 质 . 在 这 种 情况 下 ， 


Np 2 
1 ZL A | l (11.21) 


1 
a (Cs + Cn) Ne/? a 1-3 Cs 十 CN 
我 们 可 以 很 容易 地 得 到 这 种 情况 下 使 似 然 函数 取 最 大 值 的 Cs. 对 Cs 求 导 得 到 


OL ae I Fe | 


BGs” \f0g+Cn) Astier 


如 果 我 们 把 它 的 值 设 为 零 , 发 现 似 然 函数 在 此 时 取得 最 大 值 


十 (11.22) 


N, 
1 P 
P i=1 


因此 估算 CMB 实验 中 信和 号 的 一 个 有 用 的 经 验方 法 是 计算 数据 点 的 方差 ((11.23) 
式 右边 的 第 一 项 ), 并 将 它 与 每 个 像素 上 的 平均 噪声 相 比 ((11.23) 式 右边 的 第 二 项 ). 
如 果 数 据 的 方差 比 噪声 大 , 那么 理论 信号 就 是 简单 的 两 者 之 差 . 

我 们 也 可 以 计算 Cs 的 误差 . 如 同 11.1.1 节 , 误差 与 似 然 函数 的 对 数 的 二 阶 导 


数 相关 
0s = ceM (11.24) 
此 时 微分 的 计算 是 很 容易 的 . 再 次 对 (11.22) 式 求 微分 可 得 
mL  (N,/2) re A? 


ôC} (Cs+Cn)? (Cs+CN)3 oii 
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在 似 然 函 数 的 峰值 处 , 我 们 用 Nz[Cs + Cn] 代替 TM, A2, 因此 


ee. 
OCs = w, (Cs + Cy). (11.26) 


(11.26) 式 是 一 个 非常 有 用 的 简化 版 本 , 可 以 用 来 得 到 给 定 实验 的 参数 的 准确 度 . 这 
个 简化 版 本 给 出 了 理论 参数 Cs 的 误差 . 更 一 般 的 公式 给 出 了 自由 参数 是 C, 的 相 


关 误 差 . 此 时 
2 
oo, = 4] Git. + CN,L). (11.27) 


从 (11.26) 式 到 (11.27) 式 的 唯一 变化 是 像素 的 数目 一 或 独立 测量 的 次 数 一 变 为 
(21 十 1)fs,fs 是 天 空 覆 盖 的 部 分 . 这 是 很 有 道理 的 , 在 全 天 的 情况 下 , 最 多 只 能 测量 
(21+ l)aim, 也 就 是 说 可 以 用 Ci 把 分 布 样本 化 2141 次 . 事实 上 , 这 是 我 们 可 以 测 
量 的 C 的 基本 精度 限制 . 即使 没有 噪声 (Cw = 0), 理论 参数 (Cw 或 0) 也 有 基本 
的 不 确定 度 , 因为 我 们 只 有 一 个 可 以 测量 的 天 空 . 这 个 限制 我 们 在 第 8 章 中 就 已 经 
遇 到 过 , 称 之 为 样本 方差 , 或 所 有 全 天 巡天 中 的 宇宙 方差 限制 


11.1.3 ”星系 巡天 


首先 , 有 人 可 能 会 认为 , 星系 巡天 的 分 析 会 完全 不 同 于 CMB 的 分 析 . 它们 是 有 
一 些 差 异 . 星系 的 分 布 从 根本 上 说 是 三 维 的 , 而 CMB 各 向 异性 只 是 角 位 置 的 函数 . 
同时 ,CMB 测量 的 是 连续 的 温度 场 , 是 位 置 的 函数 . 星系 巡天 针对 的 是 离散 的 对 象 
(BA). 巡天 只 是 简单 的 这 些 天 体位 置 的 列表 . 另 一 个 区 别 是 CMB 服从 高 斯 分 布 ， 
而 星系 可 能 示 踪 了 潜在 的 质量 分 布 一 至 少 在 小 尺度 上 一 已 经 是 非 线性 的 了 . JE 
线性 不 可 避免 地 产生 非 高 斯 性 , 即使 原始 的 分 布 为 高 斯 分 布 也 不 例外 . 

尽管 存在 这 些 差异 , 我 们 近年 来 认识 到 许多 相同 的 技术 可 以 应 用 到 CMB 和 星 
系 巡 天 的 数据 处 理 之 中 . 为 了 巩固 CMB 和 星系 巡天 之 间 的 联系 , 我 们 需要 确定 像 
素 的 概念 . 对 于 CMB 来 说 , 一 个 像素 的 概念 很 容易 理解 , 不 需要 再 进行 定义 . 而 对 
星系 巡天 来 说 , 根据 Tegmark 等 1998 年 的 文章 , 我 们 可 以 将 像素 i 中 的 数据 定义 


为 
A= fe rhil? ) |™ 7. (11.28) 


这 里 n(z) 是 了 处 的 星系 数 密度 , nÆ z 处 的 预期 星系 目 , 即 均匀 分 布 的 星系 数目 . 
加 权 函 数 pi 决定 了 如 何 像素 化 , 不 久之 后 会 进行 讨论 , 但 首先 我 们 需要 了 解 在 巡 
天 中 如 何 确定 n M n 一 个 简单 的 方法 是 把 体积 分 成 更 小 的 子 体积 , 每 个 子 体积 都 
比 总 的 巡天 小 得 多 , 但 足够 包含 许多 星系 (例如 , 大 于 10 个 星系 ). 一 个 给 定 的 子 体 
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积 密度 则 是 星系 的 数目 除 以 该 子 体积 . 对 于 均匀 分 布 的 巡天 来 说 , 平均 密度 元 就 是 
总 的 星系 数目 除 以 总 体积 中 

对 于 ww 有 两 个 常用 的 选择 . 第 一 个 是 “counts-in-cells”, 其 中 

0 不 在 任何 一 个 子 体积 中 


在 这 种 情况 下 , 子 体积 本 身 就 是 像素 ,A; 是 第 i 个 子 体积 中 的 高 密度 或 者 低 密度 扰 
动 . 另 一 个 有 用 的 像素 化 方案 是 一 组 傅 里 叶 像素 , 其 中 令 


eiki Z | 1 Zz 在 巡天 体积 内 


(11.29) 


i (zt) -e (11.30) 


V |0 Zz 在 巡天 体积 外 
此 时 Y 是 巡天 的 体积 . 在 这 种 情况 下 , 像素 不 是 在 实 空间 , 而 是 存在 于 传 里 叶 空间 
中 . 但 是 尽管 在 这 种 情况 下 , Ai 仍 是 在 每 个 像素 中 的 密度 扰动 . 

无 论 选择 哪 种 像素 化 方法 , 都 不 能 写 出 简单 的 似 然 函数 表达 式 , 给 定理 论 得 到 
一 组 Ai 的 概率 . 星系 形成 的 理论 太 过 复杂 . 事实 上 , 即使 假定 星系 密度 可 以 完美 
地 示 踪 物质 密度 , 仅 考虑 引力 的 复杂 性 就 使 似 然 函数 是 非 高 斯 分 布 . 然而 , 仍然 可 
以 通过 定义 A; 的 期 望 值 为 零 做 出 一 些 进展 , 协 方差 矩阵 为 @ 


(AiA}) = (Cs)ij + (Cn )ij (11.31) 


5 CMB 的 情况 完全 相同 . 我 们 将 在 11.2 节 详 细 讨论 信号 协 方差 矩阵 . 噪声 协 方差 
和 矩阵 实际 上 比 相应 的 CMB 矩阵 容易 ,CMB 取决 于 大 气 、 指 向 、 仪 器 噪声 、 扫 描 策 
略 和 其 他 实验 细节 . 在 星系 巡天 中 , 即使 没有 信号 , 密度 期 望 值 的 平方 n?(z) 也 与 
元 不 同 , 因为 在 给 定 的 子 空间 中 只 有 有 限 个 星系 . 因此 由 于 泊 松 噪声 , 即使 没有 任 
fel AY BEB AR, (AA) 也 不 为 零 . 在 练习 3 中 你 将 证 明 由 于 泊 松 噪声 产生 的 协 方差 


矩阵 为 Pe 

(CNw)i = fete (11.32) 
有 了 噪声 协 方差 矩阵 和 之 后 我 们 要 探讨 的 信号 协 方差 矩阵 ， 就 可 以 运用 许多 研究 
CMB 时 相同 的 技术 到 星系 巡天 中 来 . 


11.2 ”信和 号 的 协 方差 矩阵 


到 此 为 止 , 我 们 回避 了 实验 中 期 望 方差 是 怎样 与 相关 的 功率 谱 联 系 起 来 的 . 也 


@ 注 意 : WRH pi ERNRRABS, 则 在 计算 元 时 需要 小 心 处 理 , 因为 此 时 同一 个 星系 可 能 出 现在 
多 个 像素 中 . 
@ 这 里 的 尖 括号 表示 得 到 Ai 的 平均 分 布 . 
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就 是 说 , 我 们 已 经 知道 理论 预言 是 一 系列 的 C 和 P). 如 果 我 们 想 将 理论 与 实验 
联系 起 来 , 需要 知道 如 何 把 这 些 预言 变 成 协 方差 矩阵 Cs. 

11.2.1 CMB 窗 函 数 
为 了 简单 起 见 , 我 们 首先 考虑 协 方差 矩阵 的 对 角 元 素 : 


Csi = (sisi) (不 对 i RA). (11.33) 
在 产品 实现 的 理论 分 布下 标 我 标签 的 像素 . 在 每 个 像素 的 温度 差 可 以 表示 为 
了 AOBA) (11.34) 


其 中 , B; 是 第 i 个 像素 的 波束 模式 , 9 是 温度 . 例如 , MSAM 实验 中 的 波束 模式 如 
图 11.1 所 示 . 这 是 许多 CMB 实验 中 典型 的 波束 模式 : 天 空中 两 (多 ) 个 区 域 温度 
的 差别 , 每 个 区 域 的 温度 由 一 个 波束 采样 , 它 近 似 为 高 斯 分 布 . 

为 了 得 到 Cs, 我 们 对 温度 场 进行 球 谐 展 开 , 如 (8.60) 式 , 然后 取 (11.34) 式 的 
平方 : 


= = [an [aw Bi(N)B A) D Yimlô ) YO Yim (A!) (amatm). (11.35) 
lm’ 
利用 (8.63) R, 我 们 得 到 对 L m 求 和 后 的 结果 
Sa = fan [ar Bi(i)B WDD Eili A)Y 1, (A). (11.36) 


但 是 
Yo Yim (A) Ym (A) = (21+ 1) Pi(- A’) /4e, 
所 以 
= =y HEL Wise (11.37) 


其 中 , 窗 函 数 的 定义 为 
Wick f dâ f dâ’ B; (A) Bi(W) Pilà à’). (11.38) 
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图 11.1 MSAM 实验 中 的 波束 模式 (参见 Wilson et al., 2000). 给 定 像素 相对 于 像素 中 心 的 
各 向 异性 差别 大 概 在 正 负 0.5°. 波束 宽度 也 在 半 度 的 量 级 


到 此 为 止 , 我 们 将 A A a’ 看 作 三 维 单位 矢量 . WR A Al A RBA, 我 们 可 
以 用 平坦 空间 近似 . 三 维 单位 矢量 可 以 近似 为 切 向 方向 的 二 维 矢量 和 .人 和 
T 之 间 的 距离 (用 弧度 来 度量 ) SH a Al a’ 之 间 的 夹 角 . 在 这 个 极限 下 , (11.38) 式 
勒 让 德 多 项 式 的 参数 为 


n- 7 = cos(|z — Z’|). (11.39) 
因此 对 角 窗 函数 为 
Wiii = [ate | x Bi(a) Bl ) A(cos(\z - zD). (11.40) 


勒 让 德 多 项 式 的 一 个 有 用 的 性 质 是 在 | 的 值 很 大 的 极限 下 ( 即 小 角度 极限 下 ), Bit 
德 多 项 式 等 于 零 阶 贝 塞 尔 函 数 . 因此 ， 


Pi(cos(| — "|)) > I(E- 7'1) 
1 age illt-#' eos 
a eaa d 一 51 了 一 站 | COS 11.41 
去 | be l (11.41) 


此 时 等 式 后 面 的 积分 代表 贝 塞 尔 函 数 (0.21) R). 将 ! 变 为 给 定 方向 的 二 维 矢量 
使 得 i 和 3 一 2' 的 夹 角 等 于 o. WA, 指数 项 的 参数 化 简 为 -这 


f d?zB; (zje? = (Ù, (11.42) 
其 中 ,B; 是 波束 模式 的 侍 里 叶 变换 . 7 是 它 的 复 共 斩 ,因此 窗 函 数 可 以 简化 为 
2n 
Wii = = f d¢|: (Ü|. (11.43) 


因此 计算 窗 函 数 简化 到 两 步 : 
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0 SCR EREHE. 

。 得 到 角 均 方 变换 . 

窗 函 数 是 该 实验 的 函数 , 包含 波束 大 小 和 正 负 变 化 的 信息 . 然而 , 它 没有 包含 
全 部 . 完整 的 估算 似 然 函数 需要 计算 协 方差 矩阵 Cs 的 所 有 元 素 . 矩阵 的 非 对 角 
元 素 由 (11.37) AA (11.38) 式 给 出 , 下 标 i BA 7， 该 矩阵 是 对 称 的 , 所 以 它 由 
Np(Np +1)/2 个 元 素描 述 , 其 中 Np 是 像素 的 数量 . 因此 , 对 于 Np 个 像素 的 实验 
来 说 , 窗 函 数 的 个 数 为 Np(Np + 1)/2 个 ! 


11.2.2 CMB 窗 函 数 的 例子 


我 们 先 计算 一 个 简单 的 (对 角 ) 窗 函 数 . 考虑 高 斯 波束 , 这 对 于 许多 CMB 实验 
来 说 是 一 个 很 好 的 近似 . 第 i 个 像素 的 波束 模式 为 


m 1 #—2;)* 
Bi(z) = Ino? XP (-' Jg? ) ) : (11.44) 


计算 窗 函 数 时 , 我 们 可 以 令 元 AS. 波束 的 傅 里 叶 变换 也 是 高 斯 的 ， 


B,(i) = > f ae" exp ad 
i 270? 20? 


= /2. (11.45) 


在 这 个 简单 的 例子 中 ,5B 不 依赖 于 方向 T 所 以 没有 必要 取 角 平均 . 窗 函数 是 健 里 叶 
变换 的 平方 ， 
Wia =e t”, (11.46) 


当 1 的 值 很 大 时 , 窗 函 数 急剧 下 降 . 较 大 的 1 对 应 于 小 角 尺 度 . 尺度 小 于 光束 大 小 
的 结构 不 可 避免 地 被 抹 平 不 能 探测 到 .图 11.2 展示 了 这 一 系列 步骤 , 从 波束 函数 
到 健 里 叶 变 换 再 到 窗 函 数 . 

与 高 斯 窗 函 数 相关 的 有 两 个 精妙 之 处 ， 首先. 你 必须 避免 令 o 等 于 文章 中 经 
常 被 引用 的 半 高 全 宽 (FWHM) 这 个 数 的 诱惑 . 后 者 是 z 值 的 两 倍 , 此 时 Biz) 是 
其 最 大 值 的 一 半 , 因此 o = FWHM/(V8In(2)) = 0.4245 FWHM. 第 二 个 精妙 之 处 
在 于 归 一 化 . 这 是 对 于 观测 者 如 何 决定 输出 的 归 一 化 至 关 重 要 . (11.44) 式 前 面 的 因 
子 保证 了 如 果 温 度 场 均匀 , 那么 得 出 的 温度 与 实际 的 温度 相等 . 在 这 个 简单 的 情况 
中 , 选择 是 显而易见 的 ; 因子 2 很 容易 丢掉 . 

差分 高 斯 波束 . 作为 另 一 个 直观 的 例子 , 让 我 们 考虑 在 天 空中 两 个 相 邻 的 点 的 
温度 差异 . 为 了 简化 , 我 们 首先 假设 高 斯 波 数 无 限 小 , 所 以 它 可 以 近似 为 狄 拉克 6 
函数 . 然后 ， 

B(x, y) = 5(y)[5(x — zo) — ô(x + zo)], (11.47) 
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1° 高 斯 光束 


波束 函数 傅 里 时 变换 
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图 11.2 左上 图 展示 了 1° 的 高 斯 光束 , 右上 图 是 其 传 里 叶 变 换 , 也 是 高 斯 的 . 下 图 是 得 到 的 
窗 函 数 
其 中 的 斜 臂 角 , 或 正 负 位 置 之 间 的 距离 是 2zo. 健 里 叶 变 换 为 


B(l) = 2isin(ly x0). (11.48) 


窗 函数 是 在 7 的 所 有 方向 取 角 平均 . +75 z 轴 之 间 的 夹 角 为 o, 得 到 


2T 
WwW = = | dd sin? [lxo cos 4] 
To 


2 
= F d@(1 — cos[2lxo cos 9$]) 
0 


n 
= 2(1 — P,[cos(2z0)]), (11.49) 


到 此 为 止 , 我 们 忽略 了 有 限 的 波束 宽度 . 然而 这 个 修正 证 明 是 很 简单 的 . 实际 的 波 
PR re A (11.47) 式 描 述 的 斜 劈 函 数 与 有 限 大 小 波束 的 卷 积 : 


1 z — x)? + (y—y')? 
B(x,y) = TE faray exp a | 


x 5(y’)[5(a! — xo) — 6(a" + zo)]. (11.50) 


这 两 个 函数 的 卷 积 的 健 里 叶 变 换 简 单 地 等 于 两 个 储 里 叶 变 换 的 乘积 . 由 于 高 斯 无 角 
度 依赖 性 , 因此 对 该 乘积 的 角 平 均 不 受 影响 . 最 终 的 窗 函 数 为 


Mi = eo" (1 — P,[cos(2z9)]). (11.51) 
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窗 函 数 以 及 两 种 不 同 的 斜 劈 角 的 波 数 模式 如 图 11.3 和 图 11.4 所 示 . 需要 注意 
的 是 , 当 ! 远 小 于 1/zo 时 , 健 里 叶 变 换 为 零 . 因此 , 与 非 差分 波束 不 同 , 这 里 不 支持 
较 小 的 1. 也 就 是 说 , 斜 臂 消除 了 大 尺度 上 的 结构 信息 . 随 着 斜 劈 角 的 增 大 , 所 获得 
的 关于 大 尺度 的 信息 也 越 来 越 多 . 


傅 里 叶 变 换 


50 100 150 200 250 300 


图 11.3 ”差分 高 斯 波束 . 左上 图 展示 了 波束 模式 , 右上 图 为 其 
傅 里 叶 变 换 . 右上 图 中 的 圆 对 应 于 1 = 50. 下 图 展示 的 是 窗 函 数 


50 100 150 200 250 300 


图 11.4 与 图 11.3 一 样 , 除了 斜 劈 角 小 很 多 外 . 注意 由 于 斜 劈 角 的 减少 在 大 尺度 上 缺乏 支持 ， 
这 也 可 以 从 傅 里 叶 变换 在 圆圈 中 心 附近 消失 看 出 
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11.2.3 ”星系 巡天 的 窗 函 数 


我 们 现在 考虑 星系 巡天 的 信和 号 协 方差 矩阵 , 通过 令 (11.28) 式 方 括号 中 的 项 等 
于 6(@), 我们 可 以 看 到 , 信号 协 方差 矩阵 等 于 


(Cs )ig = (Ai Aj) 


= [Ertra (11.52) 
出 现 相关 函数 € 因为 它 等 于 两 个 高 密度 乘积 的 期 望 值 , 参见 (0.7) R. 由 于 & 是 功 
率 谱 的 传 里 叶 变换 , 所 以 星系 巡天 的 信号 协 方差 矩阵 为 


, [ dk d3k’ d3k” > ~ ee 
(Cs)s = | Baars’ | 6 ame Gay On 5 Bil )bs (RF) Pk” Je FHE E-i +87 


=| = E Peyi). (11.53) 


J 


第 二 个 等 式 积分 了 也 和 2 后 得 到 了 三 维 狄 拉克 5 函数 , 并 用 它 对 k 和 大 积分 . 把 
窗 函 数 定义 为 积分 的 角度 部 分 是 非常 方便 的 


walk) = | TERORA, (11.54) 
所 以 ， 
co 3 
(Cs ig = =- | Wi;(k). (11.55) 


请 注意 , 星系 巡天 的 窗 函 数 与 CMB 实验 的 窗 函 数 具有 相同 的 形式 . 在 这 两 种 情况 
F, 它 是 权重 函数 (B, 或 者 y) 傅 里 叶 变 换 的 平方 的 角 平 均 . 此 外 , 你 也 应 该 认 出 
(11.55) 式 方 括号 中 的 量 为 A?(k), 即 每 In(k) 对 方差 的 贡献 . 让 我 们 举 一 些 星系 巡 
天 窗 函 数 的 例子 . 

有 限 体 积 巡 天 是 观测 距离 我 们 半径 为 R 的 区 域 中 的 所 有 星系 的 巡天 . WRR 
们 用 健 里 叶 像 素 化 ((11.30) R), 那么 权重 函数 的 傅 里 叶 变化 为 


pa d3 
wi(k) = J Seikaeikz (11.56) 


我 们 之 后 会 对 这 个 积分 进行 处 理 , 求 平方 然后 对 所 有 和 角度 作 平 均 来 得 到 (11.54) R 
的 对 角 窗 函数 . 不 过 , 首先 让 我 们 定性 地 考虑 期 望 得 到 的 结果 . (11.56) RAL RE, 
为 函数 的 巡天 体积 的 傅 里 时 变换 . 巡天 体积 是 以 RR 为 半径 的 球体 . 一 般 来 说 , 当 函 
数 被 限制 在 £ < R 的 区 域内 , 那么 傅 里 叶 变换 就 被 限制 在 k < 1/R. 然后 只 有 当 
Ik- kil 小 于 1/R 时 ,Vy 不 等 于 零 ， 因 此 窗 函 数 会 在 k = ki 时 达到 峰值 , 且 宽 度 为 
1/R BR. 
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更 定量 的 说 ,(11.56) 式 中 的 积分 为 


Pik) = 


R 
7 F [ dz a sin(|k — kilz) 
Vik —k;| 
= El |E — ki|R cos(|¥ — kj|R) +sin(|k — RlR)]. (11.57) 


对 角 窗 函数 是 对 其 求 平方 后 的 角 平 均 . 定义 y =|k-K IR, 这 个 角 平 均值 为 
-全 rp du [# dd (siny 一 cee 


= vane [4 Srsiny — y cosy)? (11.58) 
EP u Æ kM ki 之 间 的 夹 角 的 余弦 值 . 巡天 体积 V = 40 R3/3, 积分 y 来 代替 对 u 
求 积 分 , 得 到 
9 (k+ki)R dy 

Wi = se | iy TRO (11.59) 
图 11.5 中 给 出 了 不 同 kiR AWARA. 请 注意 波长 远 远 小 于 巡天 尺度 hk R>1 的 
模式 确实 有 窗 函 数 在 k = ki 处 有 尖锐 的 峰 , 并 且 宽 度 为 1/R BR. 然而 , 最 大 的 波 
长 模式 , 得 到 了 所 有 尺度 的 贡献 (如 图 11.5 所 示 kiR = 3 的 曲线 ). 不 出 意外 的 , 巡 
天 在 测量 这 么 大 尺度 的 功率 谱 时 表现 不 佳 . 


Volume Limited Survey 


k/k; 
图 11.5 有 限 体积 巡天 的 窗 函 数 . 罕 窗 函数 能 够 在 感 兴趣 的 波 数 上 确定 更 精确 的 功率 谱 . 
波长 具 与 巡天 大 小 可 比 的 模式 有 更 广 的 窗 函 数 (如 这 里 的 kiR = 3) 


窗 函 数 的 高 度 也 很 重要 , 因为 它 决 定 了 信号 协 方差 矩阵 的 振幅 . 当 考虑 波长 后: 
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远 小 于 R 的 模式 时 , 读者 将 在 练习 7 中 证 明 


(Cs)u = Pe) (11.60) 


将 它 与 (11.32) 式 给 出 的 噪声 矩阵 相应 的 元 素 做 比较 是 有 益 的 . 对 于 对 角 元 素 , 只 
要 子 在 巡天 体积 中 , 被 积 函数 中 的 vil 等 于 1/V?. 因此 


(CN)ii = + (11.61) 
等 于 巡天 中 星系 总 数 的 倒数 . 因此 , 信号 和 噪声 的 协 方差 矩阵 的 对 角 元 素 的 比 是 
(Cali prix 


回想 (11.27) 式 , 我 们 确定 这 个 比值 为 宇宙 方差 与 泊 松 噪声 的 比值 . 粗略 估计 元 ~ 
1 Mpc, 所 以 只 要 功率 谱 大 于 1h“3Mpc?, 那么 宇宙 的 方差 占 主 导 地 位 ， 回顾 
图 7.11, 我 们 看 到 在 大 尺度 上 , 总 满足 这 种 情况 . 在 小 尺度 上 , 最 终 功 率 谱 下 降 到 
lh“3Mpc?” LAF, 标准 CDM 模型 的 线性 功率 谱 在 k~ 10hMpc™', 因此 , 在 非常 小 
的 尺度 上 , 泊 松 噪声 变 得 很 重要 . 

笔 形 波束 巡天 . 现在 考虑 深 场 但 是 范围 比较 罕 的 巡天 ， 形 状 如 同 铅笔 一 般 
(图 11.6). 这 种 情况 下 的 权重 函数 的 侍 里 叶 变换 为 


wi(k) = J r k-o + L/2)0(L/2 — z)@(R? — 2? — y?), (11.63) 


= 


图 11.6 REA L 的 笔 形 波束 巡天 ,L 远大 于 R. 此 时 z AN L 的 方向 


其 中 6 是 阶梯 函数 , 如 果 它 的 参数 为 正 , 则 6 等 于 1, 否则 6 等 于 零 . 最 简单 的 求 
此 积分 的 方法 是 采用 柱 坐 标 系 , 其 中 z? + yar? 如 果 我 们 定义 g= k- k, 那么 


/ z 
pilk) = al, Í dzeiqz se drr A dbeiqrr cos6. (11.64) 
可 以 利用 (C.17) 式 求 对 于 角度 的 积分 , 利用 (C.15) ARX z 的 积分 , 从 而 得 到 


oh ae 2 R 
DR) = Faiolaek/2) 人 arrdolarr). (11.65) 
最 后 对 于 r 的 积分 是 RA (arR)/ar, 利用 (C.22) 式 得 到 . 因此 , 加 权 函 数 的 傅 里 叶 
变换 是 
i(k) = 区 Gop i0(t=L/2)Ji (aR). (11.66) 
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通过 (11.66) 式 我 们 可 以 看 出 加 权 函 数 的 傅 里 叶 变 换 是 各 向 异性 的 ， 事 实 上 ， 
在 导出 这 个 贝 塞 尔 函 数 之 前 , 我 们 就 预计 这 个 傅 里 叶 变换 得 到 一 个 g, TA, 横 
向 截面 宽 的 盘子 状 函 数 ， 从 我 们 直觉 上 看 ,1/R 区 域内 的 函数 的 傅 里 叶 变 换 应 在 半 
A R 的 区 域内 . 实际 上 , 在 z 方向 , 一 旦 qz 大 于 2/L, jo(qzL/2) 就 减 小 . 这 同样 
适用 于 ja@-R): 4a > 1/R 时 它 就 会 变 小 . 伴随 这 些 贝 塞 尔 函数 振 铃 的 事实 , K 
现 为 高 帽 函数 的 传 里 叶 变 换 对 于 大 波 数 振荡 (如 练习 6). 

为 了 得 到 笔 状 巡天 的 窗 函 数 , 我 们 需要 对 (11.66) 式 的 所 及 方向 求 平均 . 不 同 
的 ki 值 的 平均 有 所 不 同 . 举 一 个 具体 的 例子 , 选择 的 方向 为 z. RAS g= k-k 
中 z 分量 小 于 L 并 且 横 向 分 量 小 于 R-! 时 , 平均 值 才 会 产生 到 贡献 . 由 于 在 这 
个 例子 中 , k 的 横向 分 量 是 零 , 所 以 只 有 在 它们 的 横向 分 量 小 于 R 时 , RE kA 
会 起 到 作用 . 因此 , 我 们 预期 窗 函 数 会 从 许多 波 数 中 获得 贡献 , MRS |k;| 峰 左 
右 大 幅 波动 . 类 似 的 说 法 也 同样 适用 于 其 他 方向 的 .图 11.7 展示 的 是 笔 状 巡天 
的 窗 函 数 . 正如 预期 的 那样 , 这 比 对 称 的 、 有 限 体积 的 巡天 更 宽 : 给 定 的 ki 尺度 会 
从 更 小 的 尺度 k > k; 中 得 到 贡献 . 

笔 状 巡天 L=10R 


0 0.5 


1 1.5 2 
k/k; 
图 11.7 笔 状 巡天 的 窗 函数 , 长 度 是 宽度 的 10 倍 . 这 些 窗 函 数 是 ki 指向 z 轴 方 向 的 巡天 


11.2.4 Bae 


我 们 已 经 确定 了 CMB 实验 的 信号 协 方差 , 测量 给 定 像素 下 的 温度 , 对 于 星系 
来 说 , 测量 给 定 像素 下 的 密度 扰动 . 不 出 意外 地 , 协 方差 矩阵 和 功率 谱 之 间 的 基本 
关系 在 两 种 情况 下 是 相似 的 . 这 种 联系 是 由 实验 /观测 确定 的 窗 函 数 提供 的 . 有 趣 
的 是 , 我 们 在 第 9 和 第 10 章 已 经 遇 到 过 自然 窗 函 数 . 9.1 节 中 的 角 相 关 函 数 是 简单 
的 2D 星系 分 布 测量 的 信号 协 方差 矩阵 . 回想 (9.13) 式 可 以 看 出 , 这 也 是 三 维 功率 
谱 的 积分 与 窗 函 数 卷 积 (当时 我 们 把 它 称 为 核 函 数 )， 对 于 本 动 速度 ((9.29) 式 ) 和 
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剪 切 场 来 说 也 一 样 , 可 以 用 弱 引 力 透镜 ((10.32) R) WE. 在 所 有 这 些 情况 下 , 窗 函 
数 部 分 取决 于 观测 策略 (例如 , ASR), 还 取决 于 测量 本 身 的 内 在 本 质 . 例如 , 二 维 
的 星系 分 布 本 质 上 是 三 维 分 布 的 投影 . 所 以 把 CMB 各 向 异性 实验 和 3D 星系 巡天 
作为 功率 谱 的 原始 测量 是 很 诱 人 的 . 然而 分 析 人 员 很 难 被 吸引 . 他 们 认识 到 , 从 数 
学 上 来 说 , 不 同 的 测量 都 可 以 用 同样 的 方式 分 析 . 因此 , 似 然 函数 可 用 于 几乎 所 有 
的 宇宙 学 观测 , 这 是 一 个 非常 有 用 的 工具 . 

这 种 方法 也 很 简单 . 如 果 没 有 现代 宇宙 学 数据 的 大 小 , 我 们 也 可 以 完成 . 至 少 
在 高 斯 的 情况 下 (CMB 甚至 大 尺度 星系 巡天 ), 该 似 然 函 数 由 (11.20) 式 给 出 . 数据 
点 是 简单 的 像素 化 的 温度 或 高 密度 , 协 方差 矩阵 是 噪声 和 信号 的 协 方差 的 总 和 . 品 
声 协 方差 矩阵 的 估计 通常 是 从 数据 本 身 , 而 信和 号 的 协 方差 矩阵 的 计算 方法 是 通过 卷 
积 理论 ( 即 Cis 或 功率 谱 ) 和 窗 函 数 . 原则 上 , 可 以 在 参数 空间 计算 许多 点 的 似 然 
函数 , 找到 其 最 大 值 (这 组 成 了 最 佳 拟 合 参数 ), 例如 95% 的 体积 在 等 高 线 图 之 内 的 
区 域 . 这 个 等 高 线 图 就 是 这 组 参数 的 95% 的 置信 区 间 . 之 前 几 十 年 间 的 许多 实验 ， 
特别 是 CMB 实验 , 分 析 了 这 种 “ 蛮 力 ”算法 . 然而 随 着 时 代 的 变化 , 这 种 “ 蛮 力 ” 
方法 已 经 变 得 越 来 越 不 切实 际 了 . 


11.3” 似 然 函 数 的 估计 


为 了 展示 对 计算 似 然 函数 新 技术 的 需要 ， 让 我 们 考虑 一 个 具体 的 例子 : 
Boomerang 各 向 异性 实验 的 数据 (Netterfield et al., 2001)， 此 数据 来 自 天 空中 的 
57000 个 像素 . 理论 和 噪声 协 方差 矩阵 都 是 非 对 角 的 ,两 个 都 是 57000x57000 IKE 
阵 . 用 现在 的 计算 机 转化 这 些 矩 阵 虽 然 慢 , 但 是 还 是 可 行 的 中 . 如 果 我 们 只 需要 转 
化 一 次 , 这 是 可 以 接受 的 . 但 是 , 我 们 需要 在 参数 空间 从 多 个 角度 估计 似 然 函数 , 以 
发 现 它 的 最 大 限度 和 其 将 落 入 的 区 域 , 比如 说 最 大 值 的 5%. 如 果 参 数 空间 是 一 维 
的 , 那 这 将 几乎 是 不 可 控制 的 . 一 维 体系 将 丢失 包含 在 图 中 的 大 部 分 信息 . 实际 上 ， 
数据 在 不 同 尺 度 上 对 于 功率 是 敏感 的 . 因此 , 参数 空间 一 不 同 尺度 的 功率 的 振幅 
一 是 多 维 的 , 这 里 的 “多 ”是 20 阶 . 似 然 函数 原则 上 在 不 同 维度 应 该 被 计算 10 次 ， 
总 共 是 10 次 计算 . 因为 每 个 转化 都 需要 几 个 小 时 , 因此 这 种 方法 是 不 可 取 的 . 所 
有 的 估计 都 是 针对 Boomerang 实验 . WMAP 将 有 10 倍 于 此 的 像素 , 并 且 对 更 大 
范围 尺度 敏感 . 普 朗 克 的 精度 更 高 , 因此 , 我 们 需要 新 的 技术 和 更 快捷 的 方式 , 来 估 
计 似 然 函数 , 找到 其 最 大 值 和 它 的 宽度 . 


11.3.1 Karhunen-Loeve 技术 


第 一 种 技术 是 很 多 年 前 发 明 的 , 在 过 去 几 年 间 由 很 多 人 进行 了 改进 来 处 理 CMB 
@D 注 意 这 里 提出 的 问题 假设 我 们 处 理 的 是 57000 个 像素 图 像 . 制图 是 数据 处 理 中 最 困难 的 计算 部 分 ! 
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数据 (Bunn,1995;Bond,1995) 和 星系 巡天 的 数据 (Vogeley and Szalay,1996). 这 是 一 
个 能 加 快 似 然 函 数 计算 的 方法 . 基本 思想 很 简单 : 任何 实验 , 无 论 多 么 好 , 都 会 有 很 
多 模式 是 无 用 的 , 从 根本 上 受到 噪声 污染 的 . @ 如 果 一 些 模式 明显 有 很 大 噪声 , 我 
们 就 不 使 用 这 些 模式 计算 似 然 函数 , 这 样 可 以 大 大 减少 计算 量 . 如 果 只 有 10% 的 
模式 携带 有 用 的 信息 一 这 基本 上 是 现在 许多 实验 中 的 大 致 数据 一 那么 数据 将 会 
减少 10 倍 . 现在 的 协 方差 矩阵 就 是 (N/10) x (N/10), 转换 (尺度 是 N3) 将 加 速 
1000 倍 . 这 是 一 个 又 简单 又 好 的 想法 , 唯一 的 问题 是 找到 有 用 的 模式 . 

如 果 信 号 和 噪声 协 方差 矩阵 是 对 角 的 , 那么 就 可 以 简单 地 确定 哪些 模式 有 很 高 
的 信 品 比 . 对 角 元 素 Cs > Cw 的 像素 具有 大 于 1 的 信 噪 比 ; 其 他 的 就 是 低 信号 模 
式 . 困难 在 于 要 在 更 为 真实 的 场景 下 识别 低 信号 模式 , 这 种 更 为 真实 的 场景 的 协 方 
差 矩 阵 不 是 对 角 的 . 这 正 是 Karhunen-Loeve 的 价值 所 在 . 为 了 说 明 该 技术 , 让 我 们 
先 写 出 它 的 形式 , 然后 举 一 个 简单 明了 的 例子 . 

我 们 假设 有 Np 个 数据 点 Ai. 每 个 数据 点 都 假设 是 信号 Si 和 噪声 n; 的 和 . 每 
个 数据 点 都 被 认为 是 不 相关 的 (噪声 对 信号 一 无 所 知 , 反之 亦 然 ), 因此 完整 的 协 方 
差 矩阵 是 

TA A TET T AE o EAN (11.67) 


Karhunen-Loeve 方法 的 优势 在 于 它 不 是 用 Ai 及 其 协 方差 矩阵 C 计算 似 然 函 数 ， 
而 是 用 转动 数据 


这 里 的 R RSC, 与 A' 相关 的 协 方差 矩阵 为 


Cig = ((RA)i(RA);) 


= Riv Rijj' Cy". (11.69) 
用 和 矩阵 符号 简单 地 表示 为 
Cc’ = RCR" (11.70) 
这 里 RT 是 RR 的 转 置 . 
Karhunen-Loeve 方法 包括 三 个 这 样 的 转换 : 
(1) Ri: HAM Cn; 
(2) Rav @ Ch =1; 
(3) Ra: 对 角 化 Ch. 


第 一 步 总 是 可 行 的 , 因为 Cy 是 实 对 称 和 矩阵 . 一旦 On 对 角 化 之 后 , 那么 执行 
步骤 2 是 很 容易 的 : RMA Ro, 其 对 角 元 素 等 于 1 除 以 第 一 步 得 到 的 对 角 
@ 此 处 的 模式 定义 为 数据 点 的 线性 组 合 . 
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矩阵 的 对 角 元 素 的 平方 根 . 最 后 , 由 于 Cs 也 是 实 对 称 矩 阵 , 所 以 第 三 步 是 简单 的 . 
让 我 们 估算 新 理论 和 噪声 协 方差 矩阵 . 理论 矩阵 是 


Cy = R3R2RiCsR} RoR}. (11.71) 


注意 , AA Ra 是 对 角 的 , 它 等 于 它 的 转 置 . 矩阵 C4 AM. 现在 考虑 Oy. 步 
骤 2 后 , 它 仅 仅 是 单位 矩阵 . 所 以 我 们 只 要 需要 考虑 第 三 步 的 影响 . 事实 上 , 由 于 
Rs 是 单位 的 , 它 没有 影响 (RsTR3 =1). 因此 Cy 仍 等 于 单位 矩阵 , 这 有 着 深远 的 
含义 . 它 意味 着 (对 角 和 矩阵 )Cs 的 元 素 是 对 这 些 模式 的 信 噪 比 平方 的 测量 ! 数据 点 
是 


A; = (RsaR2R1)ijA; (11.72) 
那么 我 们 有 对 角 协 方差 矩阵 
BRAK 1+ Co is i=j 
(4,45) = | wre (11.73) 


这 些 模式 可 以 根据 它们 的 信 噪 比 排序 . 保留 Cl 值 较 大 的 模式 ; 那些 C4 明显 小 于 
1 的 可 以 忽略 . 

让 我 们 通过 一 个 简单 的 例子 看 看 Karhunen-Loeve 是 怎样 选 出 最 高 信 噪 比 的 模 
式 的 . 这 个 例子 是 简单 的 两 个 像素 实验 , 对 角 噪 声 为 


2 
Cy = ( z f (11.74) 


On 


两 个 像素 之 间 的 信和 号 协 方差 矩阵 的 确 有 相关 性 , 因此 


Cs - 2 ( ae: À (11.75) 


e 1 


其 中 o。 是 像素 中 预期 的 均 方 根 ,-1 < s < 1 测量 了 信和 号 在 两 个 像素 之 间 是 如 何 相 
FW. 因为 Cy 是 对 角 和 矩阵 , 因此 , Karhunen-Loeve 方法 的 第 1、2 步 是 特别 简单 
的 . 因此 ， 

Beak Bese (11.76) 


On 
为 了 完成 步骤 3, 我 们 需要 将 下 式 对 角 化 : 


2 / 1 
RyRiCg RT Rp = n ( ) l (11.77) 
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为 了 将 (11.77) 式 的 矩阵 对 角 化 , 我 们 必须 解决 
o2 { cos0 sin@ I £ cosð —sind \ /Csu 0 
02 \ —sin@ cosé él sing cosd J — 0 Osa ? 


(11.78) 
9 为 旋转 角度 . 求 左 侧 的 乘法 后 得 到 
| l+esin(20) ecos(20) ) 7 ( Chi, 0 ) MEN 


9 


o, ecos(20) 1 一 ssin(20) 0 Coo 
等 式 两 边 的 非 对 角 元 素 如 果 相 等 , 则 公式 成 立 , 所 以 新 的 理论 协 方差 矩阵 是 
p Of ite o 
C= ( b Pex ). (11.80) 


1 1 1 
R3 = Al ee } (11.81) 


A = (Ay + Ag) 
i V20n 
ro CA A2) (11.82) 


如 果 我 们 考虑 c= 0 和 s = +! 的 两 个 特殊 模式 , 则 新 的 模式 ((11.82) A) 和 
它们 的 协 方差 矩阵 ((11.80) R) 很 容易 理解 . WR e= 0, 那么 两 种 模式 具有 相同 的 
信 品 比 ,os/on. 如 果 预 期 信号 较 强 , 这 两 种 模式 都 携带 信息 ; RZ, 噪声 将 淹没 信号 . 
在 任意 一 种 情况 下 , 每 个 模式 的 和 、 差 是 同样 (A) 重要 的 . WR s = +1 理论 预言 
每 个 像素 中 的 信号 相同 , 在 这 种 情况 下 , 不 同 的 模式 (AL) 是 毫 无 价值 的 , 因为 只 有 
噪声 对 其 有 贡献 . 我 们 从 随 着 < 一 1,(C4%)22 趋 于 零 可 以 看 出 , 它 的 信 噪 比 是 零 . 其 
他 模式 一 两 个 像素 的 总 和 一 FREA V2cs/cw, 因为 两 种 测量 将 噪声 降低 了 V2. 
这 当然 会 在 全 部 2x2 的 似 然 分 析 中 浮现 出 来 . 但 是 , 两 种 模式 都 用 的 分 析 在 时 间 
上 是 一 种 浪费 , Karhunen-Loeve 方法 避免 了 这 种 浪费 . 

Bunn(1995) 和 Bond(1995) 分 别 独 立 用 Karhunen-Loeve 方法 分 析 了 COBE 数 
据 . 图 11.8 展示 了 几 个 这 样 的 模式 : 很 明显 大 尺度 模式 具有 最 高 的 信 噪 比 , 这 表明 
COBE 对 大 角度 各 向 异性 敏感 , 最 小 的 信 噪 比 模式 是 小 尺度 模式 ,COBE 没有 那么 
高 的 分 辩 率 对 其 进行 测量 . 
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模式 40 模式 400 


图 11.8 COBE 各 向 异性 实验 的 四 种 模式 OKA Bunn,1995), 根据 信 噪 比 排列 . 信 噪 比 最 大 
的 模式 (左上 ) 主要 对 四 极 矩 非常 敏感 ， 而 信号 最 小 的 模式 (AP) 对 尺度 更 小 的 结构 敏感 


Vogeley 和 Szalay(1996) 首先 在 星系 巡天 中 应 用 Karhunen-Loeve 方法 . 在 这 
种 情况 下 , Karhunen-Loeve 方法 有 男 一 个 有 用 的 功能 . 回忆 11.2.3 节 , 在 大 尺度 上 ， 
信号 协 方差 矩阵 大 于 泊 松 噪声 , 在 小 尺度 上 则 相反 . 当 我 们 给 模式 排序 时 , 大 尺度 
模式 的 信 噪 比 最 大 . 因此 , Karhunen-Loeve 方法 将 优先 挑选 出 大 尺度 模式 . 这 是 非 
常 实用 的 , 因为 我 们 往往 对 消除 小 尺度 模式 更 感 兴趣 , 因为 小 尺度 模式 在 数据 分 析 
中 受 非 线 性 和 偏差 的 影响 最 大 . Karhunen-Loeve 方法 自动 对 此 进行 了 处 理 ! 一 个 例 
TER 11.9 中 给 出 . 例如 , 第 一 个 本 征 模式 大 致 称 量 那些 只 基于 它们 到 我 们 的 距离 
的 基础 上 的 像素 . 它 本 质 上 是 在 我 们 近 处 的 和 中 等 距离 处 的 星系 数目 之 差 . 第 二 个 
模式 是 偶 极 子 的 不 同 成 分 , 左右 两 边 星系 的 数目 之 差 . 较 低 权重 的 模式 逐次 地 取 星 
系 分 布 的 高 阶 甜 . 

Karhunen-Loeve 方法 也 存在 一 些 缺 点 . 首先 , 我 们 在 开始 时 为 了 识别 哪些 模式 
是 没 用 的 , 需要 假设 一 个 Cs. 尽管 这 可 能 看 起 来 像 是 一 个 大 问题 一 BET Cs 选 
出 的 模式 可 能 对 于 其 他 Cs 很 重要 一 然而 有 人 对 此 进行 了 研究 证 明 我 们 不 会 遇 到 
这 种 情况 . 他 们 声称 对 重要 模式 的 选择 对 于 输入 量 Cs 是 相对 不 敏感 的 . 另 一 个 缺 
点 是 计算 . 一 旦 选 定 了 重要 模式 , 就 需要 在 参数 空间 的 许多 点 重新 计算 Ch. 在 大 多 
数 的 参数 空间 它 不 能 对 角 化 (只 有 特殊 点 能 对 角 化 ,Cs 为 初始 输入 谱 ). 因此 在 参数 
空间 的 每 一 个 点 , 我 们 仍然 需要 转换 非 对 角 协 方差 矩阵 . 这 个 缺点 当然 可 以 由 因为 
更 小 的 矩阵 而 计算 快 得 多 来 部 分 地 抵消 . 然而 在 很 多 情况 下 , 这 不 足以 做 出 完整 的 
可 管理 的 计算 . 我 们 仍然 必须 找到 其 他 方法 来 减少 计算 量 . 

在 转向 其 他 方法 之 前 , 我 再 介绍 一 下 Karhunen-Loeve 方法 的 另 一 个 用 途 . 这 
是 一 个 非常 有 用 的 一 致 性 检查 ， 我 们 最 好 通过 一 个 具体 实例 来 说 明 . Python 实 
验 (Coble et al.,1999) 在 当时 测量 了 一 个 很 大 区 域 的 各 向 异性 , 它 的 信 品 比 非常 低 . 
原则 上 , 这 是 一 个 好 主意 , 因为 大 面积 减少 了 宇宙 方差 . AM, 在 实践 中 , 它 面临 了 
严峻 的 挑战 , 因为 我 们 难以 检查 数据 的 一 致 性 . 我 们 想 把 这 些 数据 分 成 几 个 子 集 , 确 
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图 11.9 CFA2 巡天 中 12 个 信 噪 比 最 高 的 模式 (EA Vogeley and Szalay,1996), 模式 选 出 了 
星系 分 布 的 大 尺度 结构 . 在 每 种 情况 中 , 我 们 都 位 于 底部 , 顶部 区 域 离 我 们 最 远 


保 每 个 子 集 得 到 相同 的 信号 . 对 于 Python 实验 来 说 , 这 是 非常 困难 的 , 因为 噪声 主 
导 了 每 个 子 集 . 检验 一 致 性 的 方法 之 一 是 Karhunen-Loeve 方法 . 在 此 基础 上 , 每 个 
数据 点 d, 应 该 来 自 高 斯 分 布 , 且 方 差 等 于 1+ Chu dj/(1+Cs,,)'? 的 直方 图 应 
该 是 高 斯 的 . 图 11.10 用 初步 的 噪声 矩阵 画 出 了 该 直方 图 , 包含 650 个 测量 值 , 其 
中 大 约 有 70 个 数值 因为 各 种 原因 设置 为 零 , 因此 可 以 忽略 中 间 d= 0 处 的 峰 . 如 
果 剩 下 的 580 个 数据 点 分 布 为 高 斯 分 布 , 那么 我 们 预期 约 有 (0.3%) 的 数据 点 的 绝 
对 值 大 于 3, 并 且 没 有 绝对 值 大 于 4 的 数据 点 . 事实 上 , 图 11.10 显示 有 九 个 模式 超 
出 零 4o. 用 这 个 噪声 模型 的 分 布 绝对 不 可 能 是 高 斯 分 布 . 

这 个 分 析 启 发 使 Python 团队 开始 质疑 他 们 建造 的 噪声 协 方差 模型 ( 相 邻 的 点 
比 他 们 认为 的 更 具 相 关 性 ). 重新 用 新 的 噪声 矩阵 作 分 析 得 到 的 结果 见 图 11.11. 这 
种 测试 数据 的 技术 已 经 被 应 用 到 许多 其 他 场合 , 经 常 被 用 来 识别 麻烦 的 迹象 . 


11.3.2 ”最 优 二 次 估计 量 
加 速 计算 似 然 函数 的 一 个 简单 方法 是 采用 寻根 算法 .我们 要 得 到 似 然 函 数 的 
最 大 值 , 也 就 是 


OL 


. 306 - 第 11 章 ”数据 分 析 方 法 


为 简单 起 见 , 假设 似 然 函数 只 依赖 于 一 个 参数 (我 们 将 在 之 后 进行 一 般 化 ),^ 是 似 
然 函数 取 最 大 值 时 的 值 . 


100 

80 

m 60 
未 


40 


20 


cd 
11.10 ”应 用 初步 的 噪声 矩阵 得 到 的 Python 各 向 异性 测量 的 一 个 调制 模式 的 数据 直方 图 . 
这 些 数据 处 在 Karhunen-Loeve 的 协 方差 矩阵 是 对 角 的 基 上 , 因此 0 了 1/?4 应 该 为 方差 等 于 1 
的 高 斯 分 布 . 中 间 的 峰值 应 该 被 忽略 , 因为 有 70 个 模式 被 设置 为 零 , 最 佳 高 斯 拟 合 由 实 线 
表示 . 计数 低 于 最 佳 高 斯 拟 合 的 中 心 区 域 , 但 是 在 尾部 高 于 最 佳 高 斯 拟 合 的 中 心 区 域 


Cg 
图 11.11 和 图 11.10 相同 , 但 是 这 次 应 用 改进 过 的 噪声 矩阵 ; 注意 , 没有 绝对 值 大 于 
307 的 数据 点 . 这 些 数据 点 与 高 斯 分 布 一 至 


找到 实 根 的 有 效 方法 之 一 是 考虑 似 然 函数 在 某 些 点 和 = 0) 的 导数 . 在 (0) 
附近 对 该 导数 作 泰 勒 展开 , 得 到 


L(A) = L(A) + Laa AOA -aO (11.84) 
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其 中 , 用 下 角 标 来 表示 偏 微分 的 定义 如 下 所 示 

L= = La = Dror’ (11.85) 

AA C 在 和 处 取得 最 大 值 , 那么 此 时 它 的 导数 为 零 ; 因此 (11.84) 式 右 边 也 为 零 . 

令 它 为 零 可 以 得 到 和 的 一 个 简单 表达 式 

CA(A(O)) 
Lar)" 

这 里 ~ 符号 表明 我 们 忽略 了 (11.84) 式 泰勒 展开 的 高 阶 项 . 

(11.86) 式 的 解 假设 似 然 函 数 是 参数 的 二 次 函数 . 事实 上 , 这 是 不 可 能 的 : 即 

使 是 在 最 简单 的 情况 下 , 似 然 函 数 也 不 可 能 是 一 个 二 次 函数 . 例如 , 当 远 离 它 的 最 

MEN, C 通常 会 呈 指 数 减 小 . 因此 更 好 的 近似 是 高 斯 函数 , 此 时 ln(C) 是 和 的 二 

次 函数 . 我 们 可 以 重复 上 面 的 推导 , 因为 C 取得 最 大 值 处 In(C) 也 取得 最 大 值 . 此 

时 对 和 的 估计 量 为 


O) (11.86) 


(n £) a (A®) 
(ln L) aa (AO) 
11.12 说 明 这 个 算法 的 第 一 次 迭代 , BAF RIE. 


入 = dO 一 (11.87) 


图 11.12 一 个 似 然 函数 及 其 导数 的 例子 . 寻根 算法 从 和 A) 点 开始 (圆圈 ) 移动 到 ACTH), 
此 时 已 经 相当 接近 似 然 函 数 真正 的 最 大 值 . 牛顿 -拉夫 逊 算法 通过 估算 实验 点 AO 处 In(A) 的 
第 一 和 第 二 阶 导数 得 到 . 如 果 用 到 了 工 的 导数 , 这 个 方法 会 不 起 作用 , 因为 L 在 远离 和 时 
甚至 不 会 近似 为 二 次 形式 


为 了 得 到 和 的 最 优 拟 合 , 我 们 需要 计算 (11.87) 式 中 的 导数 . 在 CMB 实验 中 ,C 
明确 由 (11.20) 式 给 出 . 因此 , 我 们 需要 求 (11.20) 式 对 数 的 微分 


(n L) a = 2 E ln(detC) — sac] | (11.88) 
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这 里 的 协 方差 矩阵 C 取决 于 理论 参数 A, 我 们 可 以 利用 恒等式 In det(C) = Tr In(C) 
和 Cx! = -0C-10,XC-1! 来 得 到 
(十 到) 及 三 AGECACTIA 一 STOO] (11.89) 


EXE, OCCA 的 迹 是 (C733 对 ij 的 和 . 要 得 到 二 阶 导 数 需要 更 多 的 相 
同 的 步骤 . 我 们 发 现 


iniia =A G CC TAA OOE OSAN 


+ (ACO a0 A- TOO]. (11.90) 


(11.90) RÆ HT nc 关于 参数 和 的 二 阶 导数 . 根据 定义 , 这 是 似 然 函 数 的 曲率 的 
负 值 : 


ie (11.91) 


曲率 在 估算 似 然 函数 最 大 值 时 是 至 关 重 要 的 , 因为 它 测量 了 似 然 函数 偏离 最 大 值 的 
速度 (因为 一 阶 导 数 为 零 ). 如 果 曲 率 很 小 , 那么 似 然 函数 的 变化 就 比较 缓慢 , 数据 
的 限制 没有 那么 强 : 参数 的 不 确定 性 将 是 巨大 的 . 相反 , 大 曲率 会 得 到 较 小 的 不 确 
定性 只 

我 们 可 以 用 (11.89) 式 和 (11.90) 式 的 比 得 到 似 然 函数 最 大 值 的 估计 . 这 不 是 
一 般 的 做 法 . 相反 , 在 二 阶 导 数 中 设 AA 一 (AA) = C. 这 样 做 之 后 ,(11.90) 式 最 后 
一 行为 零 , 得 到 


AT OAC TA -TO TG] 


入 = 和 5 (11.92) 


SP 定义 为 


Fy) = (F) 
= elena (11.93) 


也 就 是 说 ,F 是 曲率 在 信号 和 噪声 多 次 实现 的 平均 , 信号 和 噪声 这 种 情况 下 都 认为 
来 自 高 斯 分 布 . 这 里 C 及 其 导数 在 输入 点 给 定 它们 的 值 C(A). 
关于 (11.92) 式 ， 似 然 函 数 取 最 大 值 的 和 值 的 估计 量 , 存在 几 个 重要 的 特性 . 
与 本 节 的 标题 相符 合 , 是 一 个 二 次 估计 量 : 它 的 一 般 形式 是 AA? + B， 这 是 一 
般 形式 , 唯一 的 困难 部 分 是 确定 系数 ,找到 寻根 算法 的 最 优 算 法 . 根据 牛顿 -拉夫 
@ 曲 率 矩阵 与 参数 的 不 确定 性 的 对 应 关系 通常 可 以 更 定量 地 分 析 ， 参见 Numerical Recipes(Press 


et al., 1992) 第 15 章 的 详细 讨论 . 然而 在 许多 情况 中 , 曲率 矩阵 的 逆 对 参数 的 误差 矩阵 有 着 很 好 的 近似 , 例 
如 , 在 我 们 现在 考虑 的 一 个 参数 的 情况 中 , 参数 X(1 一 c) 的 68 儿 的 置信 区 间 等 于 曲率 矩阵 平方 根 的 逆 . 
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进 算法 ,(11.92) 式 最 好 使 用 迭代 . 假设 一 个 输入 谱 , 用 它 来 确定 一 个 新 的 输入 参数 
((11.92) 式 中 的 A), 然后 用 新 的 输入 参数 来 得 到 一 个 新 的 最 佳 拟 合 值 , 重复 这 个 过 
程 直至 收敛 . 在 实践 中 , 分 析 人 员 发 现 只 需要 几 次 迭代 就 可 以 收敛 . 尽管 如 此 , 我 们 
必须 谨慎 对 待 二 次 估计 量 . 因为 我 们 得 到 的 很 可 能 是 参数 空间 中 的 局 部 极 大 值 . 最 
E, 上 述 讨论 假设 只 有 一 个 自由 参量 , 然而 (11.92) AM (11.93) 式 很 容易 进行 一 般 
化 来 对 应 更 一 般 的 情况 , 此 时 有 许多 的 可 变 参数 . 如 果 我 们 考虑 很 多 参数 Aa = A, 
ro, …, 那么 每 个 参数 的 二 次 估计 量 为 


1iAC-ICaC-A — Tr[C-1C a] 


Ae = 风土 矶 8 (11.94) 


其 中 费 舍 尔 矩阵 的 定义 为 
_/ #(mL) 
Fag = (Fae) 
= 5 TICaC1Cp07}) (11.95) 


抛 开 得 到 (11.94) 式 的 细节 不 谈 , 我 们 现在 得 到 的 结果 是 非常 出 色 的 . 我 们 现 
在 有 希望 得 到 使 似 然 函 数 取 得 最 大 值 的 参数 值 而 不 用 盲目 地 在 整个 参数 空间 进行 
计算 . 少量 的 矩阵 运算 就 可 以 确定 最 佳 拟 合 值 . 这 是 一 个 巨大 的 优势 , 我 们 甚至 不 
用 考虑 其 他 算法 . 

我 们 还 需要 找到 一 种 方法 来 计算 参数 的 误差 . 如 果 我 们 计算 了 所 有 的 C 那么 
我 们 可 以 很 容易 地 识别 参数 空间 置信 区 间 在 95% 的 区 域 . 用 二 次 估计 量 怎样 识别 
这 个 区 间 呢 ? 要 回答 这 个 问题 , 我 们 先 忘掉 以 上 的 推导 , 仅仅 关注 (11.94) A, 它 是 
参数 真实 最 佳 拟 合 值 的 一 个 估计 量 . 如 果 我 们 这 么 考虑 , 而 不 是 把 它 看 作 寻 根 算 法 
NBR, 那么 我 们 就 可 以 研究 它 的 分 布 了 . 因为 信号 和 噪声 的 分 布 都 是 已 知 的 ( 假 
设 它们 都 是 高 斯 分 布 , 协 方差 矩阵 分 别 为 Cs 和 Cy), 我 们 可 以 计算 出 估计 量 的 期 
望 值 和 方差 . 

首先 , 我 们 考虑 它 的 期 望 值 : 


AC-!C.gC-1A) — Tr[C-!C.] 
———— 


(aa) = AO + Foy ( (11.96) 


这 里 的 协 方差 矩阵 , 它 的 导数 和 费 舍 尔 矩阵 都 在 试验 点 A = Mo) 处 赋值 . 另 一 方 
面 期 望 值 (AA) 等 于 真正 的 协 方差 矩阵 ,C(Xe). 在 和 a 展开 C(X。) 得 到 


AE METOE Se e — A). (11.97) 
因此 期 望 值 的 二 次 估计 量 是 


A | eee of € 
Qa) = AP + Fag {TC CaC™O) 
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+ TO Cp GaGa -Ae G; (11.98) 


括号 中 的 第 一 项 与 第 三 项 抵消 , R TAEAE REE, 所 以 再 乘 以 F 
得 到 ， 


(a) = Ae: (11.99) 


所 以 二 次 估计 量 是 无 偏 的 : 无 论 开始 的 参数 设 为 什么 , A 的 期 望 值 等 于 真 值 Ma. 
我 们 还 要 考虑 估计 量 的 方差 ， 


(Aa 一 Xe)(Ae — Xe)) = (Fag. (11.100) 


同样 , 如 果 我 们 得 到 了 似 然 函数 最 大 值 并 且 数 据点 分 布 确实 是 高 斯 的 , 那么 这 个 式 
TRZ, 其 中 的 证 明 我 将 留 作 练 习 . 假设 这 些 条 件 得 到 满足 , 那么 预期 参数 误差 等 于 
Fo 对 角 元 素 的 平方 根 . 这 是 一 个 神奇 的 极限 , 因为 存在 一 个 定理 , Crumer-Rao 不 
SX, 即 没有 方法 可 以 测量 误差 小 于 它 的 参数 (例如 , Kendall and Stuart,1969). 这 
是 很 有 道理 的 , 因为 完整 的 似 然 函数 计算 的 误差 不 太 可 能 小 于 似 然 函数 的 宽度 . 这 
个 宽度 反 过 来 由 曲率 决定 , 费 舍 尔 矩阵 仅 是 总 体 均 值 的 曲率 .(11.100) 式 告诉 我 们 ， 
平均 而 言 ,(11.94) 式 的 二 次 估计 量 将 达到 这 个 最 优 极限 . 

对 于 参数 空间 的 任意 一 点 , 我 们 可 以 计算 出 相关 的 费 舍 尔 和 矩阵. 因此 确定 由 二 
次 估计 量 带 来 的 参数 误差 棒 的 一 个 简单 的 方法 是 在 参数 空间 计算 那 一 点 的 费 舍 尔 
ERE. Bond, Jaffe 和 Knox (1998) 证 明了 这 个 方法 是 非常 有 效 的 , 即 它 与 更 完备 的 
对 似 然 函数 等 高 线 图 的 示 踪 一 致 . 

(11.100) 式 也 很 有 用 , 因为 它 明显 地 从 (11.95) 式 得 到 , 因此 任意 参数 的 预期 误 
差 可 以 不 通过 数据 得 到 . 在 11.4.3 节 我 们 开始 确定 未 来 实验 中 参数 测量 精度 时 也 
有 所 帮助 . 

我 们 已 经 推导 出 了 二 次 估计 量 , 推导 的 方法 可 能 会 让 你 误 以 为 它 仅 限于 CMB. 
也 就 是 说 , 我 们 的 推导 假设 似 然 函 数 是 高 斯 的 , 适用 于 CMB 而 不 适用 于 星系 巡天 . 
即使 没有 假设 高 斯 的 似 然 函 数 ,(11.94) 式 的 二 次 估计 量 也 可 以 应 用 于 星系 巡天 . F 
任何 二 次 估计 量 一 样 , 它 有 均值 和 方差 . 我 们 已 经 看 到 , 高 斯 分 布 有 最 小 的 方差 . 在 
大 尺度 上 , 星系 的 分 布 是 高 斯 的 , 因此 它 是 非常 相关 的 . 即使 在 小 尺度 上 , 方差 中 存 
在 非 线性 因素 , 二 次 估计 量 得 到 的 结果 可 以 同 其 他 传统 估计 量 相 媲美 . 


11.4 Fisher 和 矩阵 


费 舍 尔 和 矩阵 在 描述 一 个 给 定 的 实验 限制 参数 的 能 力 时 起 着 关键 作用 , 尽管 很 难 
通过 (11.95) 式 的 定义 得 到 更 多 的 观点 . 不 过 幸运 的 是 , 对 于 全 天 覆盖 的 情况 , RE 
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尔 矩 阵 可 以 解析 计算 . 这 种 分 析 解 可 以 一 通过 合理 性 论证 一 扩展 到 更 现实 的 覆盖 部 
分 天 区 的 情况 . 接 下 来 将 介绍 这 种 算法 对 CMB 和 星系 巡天 的 应 用 . 费 舍 尔 矩阵 最 
流行 的 应 用 是 作为 预测 的 工具 . 我 们 期 待 给 定 的 实验 (甚至 是 假设 实验 ) 能 够 对 宇 
宙 学 参数 给 出 多 好 的 限制 ? 费 舍 尔 矩阵 非常 适合 完成 这 个 任务 , 我 们 将 从 接 下 来 的 
实验 中 看 到 令 人 吃惊 的 期 望 结果 . 


11.4.1 CMB 


(11.95) 式 的 迹 是 对 和 矩阵 [CaCO eC ]i; 的 对 角 元 素 求 和 后 得 到 的 , 其 中 i, j 
代表 图 中 各 个 像素 的 下 标 . 在 计算 费 舍 尔 矩 阵 之 前 要 决定 两 件 事 . 首先 , 我 们 应 该 
用 什么 像素 化 方案 . HK, 我 们 对 哪个 参数 A. 感 兴趣 . 对 于 全 天 CMB 实验 来 说 ， 
我 们 选择 Cl 作为 我 们 的 参数 . 也 就 是 说 , 我 们 把 每 个 独立 的 Ci 作为 自由 参数 , 然 
后 希望 得 到 这 个 实验 能 够 对 它 进行 多 好 的 限制 . 为 了 避免 混淆 , 我 们 用 A 代替 Ci. 
这 回答 了 第 二 个 问题 . 对 于 CMB 来 说 , 解决 第 一 个 问题 一 如 何 像 素 化 一 最 好 的 方 
法 是 利用 aim. 也 就 是 说 , 相 较 于 利用 像素 化 的 温度 OA), 我 们 利用 aim 


am = / dOY;*, (AOC) (11.101) 


作为 数据 值 . 每 个 像素 的 下 标 由 ! 和 m 表示 , 所 以 给 定 的 行 (或 列 ) 在 协 方差 矩阵 
对 应 于 一 个 固定 值 1 或 m. 我 们 从 四 极 矩 开始 ， 


Ci=2,m=—2;l'=2,m'=-2 C2,-2:2,-1 … C2, 2;2.2 C2, 2;3 -3 …: 
C2,-1;2,-2 Oo == Cy-tg¢ Oda == 

ae , 
C3,—3;2,—2 C3,-3.2,-1 +: C3,~3:2.2 C3,-3:3,-3 «°° 


(11.102) 

像 往常 一 样 , 协 方差 矩阵 是 信号 和 噪声 协 方差 矩阵 的 和 . 从 (8.63) 式 得 到 , 如 

果 窗 函数 是 一 致 的 , 信号 协 方差 矩阵 为 6u6mmAi (为 了 避免 混淆 我 们 现在 用 A 代 

#0) 我 们 假设 实验 测量 各 向 异性 的 波束 尺寸 为 o, 那么 信号 协 方差 矩阵 须 乘 以 

eo” 噪声 协 方差 矩阵 则 需要 一 点 小 技巧 . 在 练习 10 中 , 读者 需要 证 明 在 不 相关 、 
统一 的 情况 下 , 噪声 为 bu6mmw-!. 这 里 权重 w 定义 为 


w = [(Am)c2]-1 (11.103) 
AQ 是 实 空 间 像素 弧度 大 小 ,cn 是 每 个 像素 的 噪声 . 把 这 两 个 放 在 一 起 , 我 们 得 到 


Cim;t'm/ = du Omm! [Aet + w}). (11.104) 
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有 了 这 些 简单 的 假设 , 我 们 可 以 得 到 协 方差 矩阵 C HR, 并 得 到 对 参数 Xi 的 
导数 . OT AEN A 


(C7 imi’ = 6 Smm [eh +w], (11.105) 
而 协 方差 矩阵 对 参数 Xu 的 导数 是 
Clmitm'ia = ôt mm’ Sie PO, (11.106) 


我 们 现在 可 以 构建 费 舍 尔 矩阵 ; 唯一 困难 的 任务 是 弄 清 上 下 标 . 非常 明显 


1 
= 
Proves = g Clit! mm! Cy mt hm” Cyr mim ol C 


M al 
1 _12 52 O1110 tm!" _1//2 2 
= 3 (Ou dm’ dae = ) (ae (Ov Om mi ae lo ) 
Oy Omtt'm 
二 m), 11.107 
a (11.107) 


MW" mmm" m” 隐 含 求 和 . 首先 考虑 下 标 为 m,m, m, 的 克 氏 符 . 对 这 四 
个 指标 中 m 以 外 的 三 个 量 求 和 后 压缩 为 


X Onn mentinin aian = Bra (11.108) 
那么 对 所 有 的 m 求 和 后 得 到 因子 2! + 1. 剩 下 的 对 1 求 和 得 到 ów. 因此 对 于 全 天 
的 限制 ,CMB KERRE REEN 


Ey = ive Po (Gye? + wt], (11.109) 
此 处 用 回 Cy. 
对 于 全 天 巡天 ,C' 的 费 合 尔 矩阵 是 对 角 的 . 相 邻 的 C 之 间 没 有 相关 性 . 全 天 
巡天 的 给 定 C 的 误差 预期 可 以 从 (11.109) RAW. 它 等 于 VF, 因此 


| + ute". (11.110) 


5 (11.26) 式 预 期 的 一 样 , 误差 来 源 与 以 下 两 个 方面 :(1) 宇宙 的 方差 , 与 信号 OC, 本 
身 成 正比 ;(2) 来 自 大 气 或 仪器 的 噪声 , 包涵 在 权重 w 和 由 波束 宽度 o 决定 的 平滑 
中 . 分 母 中 的 因子 2 十 1 也 可 以 追溯 到 (11.26) R; 它 是 用 来 估算 给 定 O 的 独立 样 
本 的 数量 . 

没有 实验 能 够 覆盖 整个 天 空 , 因为 我 们 银河 系 平面 的 宇宙 微波 背景 辐射 不 能 被 
观测 到 . 即便 是 WMPA 和 普 朗 克 这 两 个 专门 为 了 绘制 CMB 各 向 异性 的 卫星 覆盖 
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的 范围 也 只 涵盖 一 小 部 分 天 区 foy < 1. 回忆 (11.26) 式 分 母 中 的 因子 2 +1, 我们 
可 以 猜测 这 个 因子 必须 乘 以 fsxy. 


2 oxi 12c2 
601 = \ Git Ding fas [Ci + wre ]. (11.111) 


这 一 公式 可 以 计算 任 一 给 定 实验 的 误差 . 决定 实验 误差 C 的 三 个 特征 量 分 别 是 天 
空 覆盖 率 、 权 重 和 波束 宽度 . 


11.4.2 ”星系 巡天 


全 天 CMB 实验 与 体积 有 限 的 星系 巡天 相似 , 只 是 它 的 体积 任意 大 . 这 个 极限 
应 用 到 波长 k 远 小 于 巡天 特征 尺度 的 所 有 模式 . 我 们 已 经 计算 了 在 此 极限 下 信 
号 和 噪声 的 协 方差 矩阵 (11.60) SRA (11.61) 式 , 所 以 傅 里 叶 像 素 的 协 方差 矩阵 是 


SAM 过 (Pus) + =) ， (11.112) 
为 了 计算 费 舍 尔 矩阵 , 我 们 需要 它 的 道 和 对 参数 的 导数 . 求 逆 很 简单 
A 
Oz = — = (11.113) 
— P(ki) +2 


HTAA, RITRAE k- 隔 段 振幅 的 功率 谱 ， 每 个 的 宽度 为 Ak. ka < < 
ka + Ak 的 功率 用 Ps 表示 . 协 方差 矩阵 对 Po 求 导 得 到 


CR 六 6 
Set a Sa, S 
Cija JA y dia (11.114) 
其 中 m 
1 ka <|ki| < ka tAk 
dia = < Maa Betak (11.115) 
0 otherwise 
DUE RE RFE EAR A 
a =5 0s, a03; Cy ia Cy, 2 
1 Ô; i'i 
=5 ois dic if 7 oii diva! : T (11.116) 
P(k;) += P(ki) + = 
对 下 标 j, j,i 求 和 后 得 到 
1 diadic 
Faar = di diadi (11.117) 
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只 要 k- 隔 段 不 重叠, ki 就 不 能 在 两 个 不 同 的 并 中 , 所 以 windiw 的 乘积 要 求 a =a’. 
那么 求 和 就 是 对 所 有 球 壳 中 半径 为 ko 宽度 为 Ak 的 矢量 ki RA. 求 和 结果 为 
Ank2AkV. 因此 , 费 舍 尔 矩阵 是 对 角 的 , 各 个 元 素 为 


4k2 AkV 


2 
2(P.+ =) 
n 


在 此 极限 下 功率 谱 的 误差 是 平方 根 的 倒数 ， 


; g 1 
6P, = mv (P=) (11.119) 


这 个 误差 与 C, 的 误差 形式 相同 . 前 面 因子 的 分 母 给 出 了 给 定 估计 中 模式 的 数量 ; 
第 一 项 是 宇宙 方差 ; 最 后 一 项 是 泊 松 噪声 . 


11.4.3 ”预测 


接 下 来 的 宇宙 学 实验 有 希望 确定 目前 的 许多 未 知 的 宇宙 学 参量 ， 如何 预测 未 
来 实验 测 得 的 宇宙 学 参量 的 预期 的 不 确定 性 呢 ? 答案 是 非常 简单 的 . 以 CMB 实验 
为 例 , 从 以 下 几 点 着 手 ; 

。 假设 一 组 Ci 来 描述 真实 的 宇宙 ; 

。 假设 给 定 实验 的 C 的 不 确定 度 OC) 由 (11.111) 式 给 出 ; 

© 我们 要 预测 宇宙 学 参数 {ro} 的 误差 . 

宇宙 中 观测 到 的 Ci 会 很 接近 真实 的 C1; EKE, WR 


_ mobs\2 
elh = D CMe L, (11.120) 
1 


Fao at daa’ (11.118) 


那么 x? 会 在 Xu = XM 这 一 点 达到 最 小 值 , 也 就 是 实际 的 参数 值 . 当然 , 我 们 现 
在 还 不 知道 这 些 值 是 什么 , 但 即使 没有 这 些 信息 , 我 们 可 以 知道 随 着 Xe 远离 a, 
X7({Aa}) 的 变化 快慢 如 果 它 增加 迅速 , 那么 参数 的 误差 较 小 ; 如 果 作为 一 个 离开 
Xe. WR x? 的 变化 很 小 , 那么 参数 的 误差 就 会 比较 大 . 

为 了 将 其 量化 , 我 们 可 以 在 最 小 值 点 Xe 对 x? 作 展 开 . 我 们 首先 考虑 一 个 参 
数 的 情况 ; 对 于 更 多 参数 的 一 般 化 情况 是 很 直接 的 . 在 一 个 参数 的 情况 下 有 


LA) = x7(A) + F(A — A)? (11.121) 
因为 x? 在 和 为 最 小 值 , 因此 (11.121) 式 中 的 线性 项 为 零 . 二 次 项 的 系数 为 


(11.122) 


11.4 Fisher 矩阵 -315- 


这 里 的 曲率 F 衡量 了 x? 从 最 小 值 变化 的 快慢 ,和 的 误差 为 1/VF. 所 以 为 了 得 到 
参数 的 误差 , 需要 我 们 做 的 是 计算 F. 注意 只 有 似 然 函 数 等 于 e-x /2 时 , F BUR 
函数 的 曲率 , 也 就 是 说 ,Ci 的 误差 是 高 斯 分 布 . 事实 上 , 它们 不 是 , 所 以 (11.122) 式 
给 出 的 F 不 是 真正 的 曲率 -ln L/8X?. 尽管 如 此 , 这 个 分 布 非常 接近 高 斯 分 布 ， 
误差 估计 应 当 是 相当 准确 的 . 

x? 的 二 阶 导 数 包含 两 项 : 


np 1 Oc; j obs PC, 
r= > gap (3) + Gi") | - (11.123) 


第 二 项 对 | 求 和 通常 忽略 . 这 是 因为 C- 0 有 时 是 正 的 有 时 是 负 的 可 以 相互 抵 
消 , 所 以 第 一 项 起 主导 作用 . 因此 , 通常 取 
1 80,80, 
Pray (GDF ON ON’ (11.124) 
同样 , 你 可 以 把 这 当成 对 整个 分 布 取 平 均 后 第 二 项 为 零 , AT RE REER T 
曲率 矩阵 (再 一 次 提醒 读者 因为 C1 的 分 布 不 是 高 斯 分 布 , 因此 这 不 是 真正 的 曲率 
和 矩阵 或 费 舍 尔 矩阵 ). 对 于 多 个 参数 的 情况 有 
1 dC, AC, 
Fug = Zi TOE Bde Dis (11.125) 
为 了 预测 参数 有 多 精确 , 我 们 仅仅 需要 知道 实验 的 参数 (来 确定 8C) 和 C 在 它们 
(假设 的 ) 真 值 附近 的 导数 . 
假设 高 斯 分 布 , 一 个 参数 的 lc 不 确定 度 符合 1/ VF. 如果 不 止 一 个 参数 可 以 
变化 又 如 何 呢 ? 图 11.13 为 我 们 展示 了 二 维 情况 . 如 果 参 数 A。 是 已 知 的 , 那么 A 
的 误差 仍然 是 1/VFii. 然而 , 如 果 A 是 可 以 变化 的 , 此 时 Xi 的 误差 为 (Faa. 
对 此 进行 证 明 是 很 有 意义 的 , 我 们 假设 两 个 参数 的 联合 概率 为 


P(A1, A2) x exp {BrP} (11.126) 
为 了 简便 起 见 , 假设 该 分 布 在 Xi = 0 处 达到 峰值 .A 可 以 变化 等 价 于 对 Ao 所 有 可 
能 值 的 概率 密度 分 布 积分 , 得 到 


Pj= [DPA 
_— {-4 (ee \ (11.127) 
其 中 第 二 行 来 自 Xs 的 积分 . 指数 项 中 的 [FiF 一 FioFoi)/Fao SF 1/F', 所 以 
lo 误差 由 V(f-1)11 给 定 . 
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2V (Fn 


入 


图 11.13 ”二 维 参数 空间 的 误差 椭圆 . 如 果 没 有 A 的 先 验 信息 , 那么 Xi 的 误差 为 
VEn. 如 果 Ao 取 固定 值 , 那么 A. 的 误差 FG? BA 


11.14 展示 了 WMAP 和 普 朗 克 给 出 的 两 个 决定 原初 谱 的 参量 的 期 望 不 确 
ER. 注意 我 令 “真实 ” 模型 的 谱 指数 为 n = 0.9, 且 张 量 标量 比 为 > = 0.7. 不 同 的 
基准 模型 往往 会 导致 非常 不 同 的 误差 棒 . 图 11.14 中 的 椭圆 是 积分 掉 其 他 三 个 宇宙 
学 参量 ( 归 一 化 因子 , 重子 密度 和 哈 勃 常数 ) 后 的 结果 . 要 做 到 这 一 点 , 需要 求 五 维 
REAR, 仅 考虑 2x2 部 分 的 逆 . 这 2 x 2 部 分 决定 了 图 中 的 椭圆 . 


model LSS 


图 11.14 WMAP 和 普 朗 克 卫 星 给 出 的 95% 的 暴 胀 参 数 n 和 7 的 不 确定 度 (Dodelson, 
Kinney and Kolb, 1997). 另外 三 个 参数 ( 归 一 化 因子 ,Qs A h) CARROT. 每 一 个 
暴 胀 模型 都 在 这 幅 图 中 给 出 了 一 个 独特 的 预测 范围 , 如 图 中 所 示 


图 11.14 还 画 出 了 各 种 通胀 模型 的 预言 . 该 图 有 力 地 论证 了 接 下 来 的 CMB 实 
验 数据 , 我 们 将 能 够 区 分 不 同 的 暴 胀 模型 , 这 是 一 个 非凡 的 发 现 : 利用 CMB 数据 ， 


11.5 ”成 图 和 反 演 : 317- 


我 们 将 了 解 105 Gey 乃至 更 高 的 物理 学 . 如 果 更 多 的 参数 可 以 变化 , 那么 其 中 任何 
一 个 参数 的 误差 自然 会 变 大 . 然而 , 这 可 以 通过 其 他 的 观测 予以 抵消 , 尤其 是 对 大 
尺度 结构 的 观测 . 表 11.1 给 出 了 WMAP, 普 朗 克 和 斯 隆 数 字 巡 天 (Eisenstein, Hu 
and Tegmark, 1999) 的 一 系列 参数 的 边缘 化 误差 . 这 里 的 误差 包括 了 WMAP 和 普 
朗 克 实验 中 极 化 的 测量 . 


表 11.1 不 同 实验 的 边缘 误差 


Map Planck Map 十 SDSS Planck+SDSS 

h 0.22 0.13 0.029 0.022 
Dis 0.24 0.14 0.036 0.027 
QA 0.19 0.11 0.042 0.024 
In(Qh?) 0.060 0.010 0.050 0.010 
my (eV) 0.58 0.26 0.33 0.21 

Yp 0.020 0.013 0.020 0.013 
n 0.048 0.008 0.040 0.008 
r 0.18 0.012 0.16 0.012 
T 0.022 0.004 0.021 0.004 

11.5 REMARK 


直到 现在 , 我 们 已 经 讨论 了 由 一 系列 数据 和 噪声 协 方差 矩阵 Cy 构成 的 像素 集 
合 而 成 的 图 像 的 分 析 方 法 . 这 些 数据 如 何 成 图 呢 ? 如 何 从 时 间 序 列 数据 得 到 像素 化 
的 一 组 空间 A? 这 个 问题 的 大 多 数 工 作 集中 在 CMB 的 温度 图 上 , 所 以 我 将 用 它 作 
为 一 个 例子 . 我 们 将 看 到 , 绘图 本 质 上 是 一 个 反 演 问题 , 所 以 这 里 讨论 的 方法 适用 
于 物理 学 和 天 文学 中 的 广泛 问题 . 

首先 陈述 一 下 问题 . 实验 得 到 了 时 间 序 列 数据 di. 每 个 数字 对 应 于 天 空中 特定 
的 一 点 . 数据 是 由 信号 加 噪声 组 成 的 : 


dt = Piisi + h, (11.128) 


下 标 t 表示 时 间 序 列 中 的 一 个 元 素 ;i 代表 空间 像素 ;P 是 指向 矩阵 ;s 是 实际 的 瞬时 
常数 , 但 是 空间 变化 信号 ;nm 是 瞬时 噪声 ， 指向 矩阵 编码 了 接收 器 指向 方向 的 信息 . 
也 就 是 说 , 它 将 每 个 有 瞬时 测试 时 间 t 与 特定 的 像素 i 联系 起 来 . 它 是 一 个 N x Np 
WHERE, N: 是 瞬时 测量 的 数目 ,wz 是 空间 像素 的 个 数 . 指向 矩阵 有 一 个 特殊 的 形式 ; 
每 一 行 只 有 一 个 非 零 项 等 于 1, 代表 天 空中 被 观测 到 的 像素 . 然而 每 一 列 通常 有 许 
多 非 零 项 对 应 给 定 一 点 被 观测 的 时 间 . 噪声 7 假设 是 高 斯 分 布 , 且 协 方差 矩阵 为 
N. 有 方法 可 以 直接 从 数据 得 到 N, 但 是 为 了 简化 讨论 , 我 们 假设 N 是 已 知 的 , 
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从 时 间 序 列 得 到 图 像 的 最 佳 方法 是 什么 ? 定义 x? 为 
X= > (h — Pasi) Nis (dv — Pyjsj), (11.129) 
求 其 对 于 信和 号 s 的 最 小 值 . 实际 上 ,如果 噪 声 是 高 斯 分 布 ， 那 么 似 然 函 数 正 比 于 
eX" /2, X2 的 最 小 值 等 价 于 L 的 最 小 值 . 对 s; 求 导 得 到 
Ox? 


ie 2 Pai Ngy (dy — Prjs;)- (11.130) 
令 导 数 等 于 零 
三》 (11.131) 
tt'j tt'j 
左边 与 s; 相 乘 的 项 是 一 个 M x Np 的 矩阵 
er (11.132) 


tt! 


两 边 同 时 乘 以 Cn 得 到 当 x? 取 最 小 值 时 ,s 等 于 


Ai = Cy ij Pa Ng dw. (11.133) 
矩阵 符号 中 ， 
A =CnP™N71d, (11.134) 
其 中 “T” 代 表 和 矩阵 的 转 置 . 噪声 矩阵 等 于 
Cy = (PTN-1P), (11.135) 


上 式 可 以 通过 取 (AA) 进行 证 明 . 
(11.134) 式 的 简单 极限 情况 是 时 间 序 列 噪声 是 对 角 且 相等 的 (这 是 不 现实 的 ). 
这 种 情况 下 , Cn 中 的 元 素 为 


-1 
Cnij > N (= rer.) (11.136) 
t 


此 时 N 只 是 简单 的 一 个 数字 , 时 间 序列 噪声 的 对 角 元 素 . 回忆 对 于 给 定 的 ,Pi 仅 
对 于 一 个 像素 i 是 非 零 的 . 因此 PPP, 为 零 除非 1 = j 并 且 接 收 器 在 t 时 间 指向 像 
K ;此 时 称 这 个 数 为 mi. 在 噪声 均匀 不 相关 的 情况 下 , 噪声 协 方差 矩阵 是 对 角 的 ， 
ETRA N/m. 这 是 合理 的 : 随 着 给 定 像素 多 次 抽样 , EEFE r. 图 像 
现在 变 为 
A> E Pid. (11.137) 
ae 
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也 就 是 说 , 我 们 对 给 定 像素 的 所 有 数据 点 取 平 均 (正如 (11.8) 式 ). 

图 11.15 展示 了 (11.134) 式 更 实际 的 应 用 , KA 1998 年 12 月 29 日 发 射 的 
Boomerang 气球 实验 (Netterfield et al., 2001). 该 天 图 覆盖 了 7 弧 分 像素 大 约 700 
平方 度 的 区 域 . 因此 ,N ~ 50000, 时 间 序 列 包 含 了 2x108 量 级 的 数据 点 . 需要 一 些 
技巧 避免 直接 对 PA N RARE. 尽管 如 此 , 对 于 Boomerang 气球 实验 以 及 所 
有 其 他 CMB 实验 来 说 , 它们 的 基础 是 (11.134) 式 . 

绘制 天 图 的 原始 数据 不 需要 时 间 序 列 . 相反 , 原始 数据 可 以 包含 一 系列 的 模块 ， 
如 两 点 之 间 的 温度 差 . 从 一 组 模块 进行 重建 听 起 来 与 从 时 间 序 列 进行 重建 是 两 个 
不 同 的 问题 . 在 事实 上 , 它们 在 数学 上 是 相同 的 : 数据 d 是 信号 和 噪声 的 和 . 信号 
可 以 看 作 是 作用 于 底层 温度 场 的 矩阵 .这 个 矩阵 没有 像 指 向 矩阵 那样 确切 的 形式 
( 即 每 行 只 有 一 个 非 零 元 素 ), 尽管 如 此 它 也 是 一 个 矩阵 , 我 们 可 以 按照 (11.134) 式 
和 (11.135) 式 对 其 进行 操作 . 这 么 做 有 一 个 巨大 的 优势 . BA, 数据 的 主要 用 途 将 
在 似 然 函数 分 析 中 进行 参数 估计 . 正如 我 们 所 看 到 的 , 必须 构建 出 信号 协 方差 矩阵 
才能 进行 这 样 的 分 析 . 信和 号 的 协 方差 矩阵 非常 简单 一 一 窗 函 数 是 P (cos 9;;), 而 对 
模块 调制 数据 是 相当 难 获得 的 (回忆 11.2 节 ). 


ED 
wesc nasa eli ane 


30 45 YTS 
RA/(°) 
图 11.15 Boomerang(Netterfield et al., 2001) 观测 到 的 CMB 温度 图 . 热点 和 冷 点 的 振幅 有 
500uK. 圆圈 表示 观测 到 的 类 星体 射电 辐射 , 大 椭圆 区 域 勾勒 出 为 了 得 到 带 通 功率 的 数据 ， 
和 矩形 区 域 是 早期 的 数据 


(11.134) 式 和 相应 的 噪声 矩阵 (11.135) 式 比 这 更 普遍 . 它们 适用 于 数据 是 信和 号 
和 噪声 之 和 的 任何 问题 , 即 适用 于 物理 学 和 天 文学 的 众多 问题 . 列举 两 个 例子 . 首 
先 , 角 相 关 函 数 是 核 函 数 加 上 噪声 的 三 维 功率 谱 . 读者 可 以 应 用 (11.134) 式 得 到 三 
维 功率 谱 , 只 需要 用 核 函数 蔡 换 指向 矩阵 . 在 下 一 节 中 , 我 们 将 会 看 到 另 一 个 例子 ， 
将 宇宙 微波 背景 的 信号 从 有 前 景 污染 的 数据 中 提取 出 来 . 
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11.6 系统 问题 


即使 对 许多 数据 样本 进行 平均 后 , 系统 误差 仍然 会 存在 . 它 是 大 多 数 宇宙 学 观 
测 最 担心 的 一 点 . 科学 家 通常 采取 多 种 预防 措施 来 对 付 系统 误差 , 对 原始 数据 进行 
广泛 的 一 致 性 检查 . 许多 测试 是 常识 和 直觉 的 结果 , 没什么 正式 说 法 . 在 这 里 我 想 
重点 讲 儿 个 处 理 这 些 效应 的 系统 方法 . 
11.6.1 前景 


观测 CMB 各 向 异性 的 最 大 障碍 之 一 就 是 前 景 , 即 其 他 源 也 发 出 微波 波段 辐 
射 . 前 景 的 来 源 有 很 多 , 包括 任何 可 能 出 现在 大 爆炸 之 后 遗留 的 辐射 和 我 们 之 间 的 
辐射 有 尘埃, 同步 辐射 , 自由 -自由 辐射 或 四 致 辐射 , 所 有 来 自 银河 系 的 辐射 (延伸 
到 远离 银河 系 平面 的 区 域 ). 也 有 银河 系 外 的 辐射 源 , 点 源 和 星系 团 . 所 有 这 些 都 可 
能 污染 CMB 实验 信和 号. 通过 前 景 这 个 名 字 我 们 可 以 得 到 一 些 线索 . 在 科学 中 , 通常 
称 可 能 的 系统 误差 的 来 源 为 背景 . 在 CMB 的 研究 中 , 我 们 不 能 称 它们 为 背景 .CMB 
本 身 就 是 背景 辐射 . 我 们 必须 承认 CMB 的 宇宙 信和 号 来 自 远 比 任何 可 能 的 污染 源 更 
远 的 地 方 , 我 们 必须 面 对 CMB 信号 小 于 这 些 污染 源 的 可 能 . 

前 景 问题 已 经 在 过 去 的 几 年 里 被 证 明 是 可 控 的 , 原因 有 许多 (我 们 的 运气 好 在 : 
如 果 我 们 生活 在 银河 系 更 深 处 , 那么 前 景 的 振幅 会 更 大 ). 首先 观测 者 成 功 找到 了 天 
空中 最 冷 的 部 分 , 并 且 只 使 用 这 些 区 域 . 其 次 , 前 景 振幅 已 经 被 证 明 在 一 个 相当 宽 
的 频率 空间 小 于 宇宙 信和 号 . 图 11.16 展示 了 几 种 前 景 辐射 和 宇宙 微波 背景 的 强度 . 
这 几 种 的 振幅 在 天 空 不 同 区 域 的 强度 有 变化 , 但 在 图 11.16 中 给 出 的 相对 振幅 是 相 
当 典 型 的 . 在 高 频 波 段 , 尘埃 占 主导 地 位 , 在 低频 波段 , 以 同步 和 轨 致 辐射 为 主 . 但 
是 , 在 范围 从 30~200 GHz,CMB 各 向 异性 的 强度 最 大 . 

前 景 可 控 的 最 终 原因 同样 可 以 从 图 11.16 中 看 出 . 前 景 的 光谱 形状 各 不 相同 ， 
也 不 同 于 宇宙 微波 背景 各 向 异性 辐射 的 黑体 谱 . 这 使 得 我 们 可 以 通过 探测 不 同 波段 
的 辐射 之 后 从 前 景 中 提取 出 CMB 信和 号 . 作为 科研 工作 者 , 我 们 必须 找到 最 优 的 方 
式 来 进行 信号 提取 . 鉴于 测量 分 布 在 几 个 不 同 的 频率 , 找到 宇宙 信和 号 最 优 的 算法 是 
什么 呢 ? 这 个 提取 又 有 多 大 的 效果 呢 ? 

首先 我 们 定义 一 些 符号 . 我 们 不 使 用 强度 (或 亮度 )B, 用 亮 温度 或 天 线 温度 更 
加 方便 , 它 的 定义 是 
Ec 
2v2 

= Qnvf, (11.138) 

它 的 量 纲 是 开尔文 (kp = 无 = c= 1). 频率 > 与 我 们 在 之 前 的 章节 用 到 的 动量 有 关 
p = 2nv,f 是 相 空间 密度 . 


Tant = 
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光谱 形状 (未 归 一 化 ) 


Lot 
10 10? 


v/GHz 
图 11.16 起 主导 作用 的 前 景 辐射 的 光谱 形状 和 CMB 各 向 异性 黑体 谱 


对 于 CMB 来 说 ,f 由 (4.35) 式 给 定 , 所 以 天 线 温度 是 


pees x Z2ez 
ale rene e. (11.139) 
其 中 ， 
eer eee oa (11.140) 
=f=—. 


(11.139) 式 中 的 第 一 项 是 单 极 矩 , 我 们 对 它 不 感 兴趣 . 第 二 项 包含 了 CMB 各 向 异 
性 光谱 形状 的 信息 . 因此 可 以 忽略 第 一 项 将 其 写作 ， 
FOP (pr) 


ant 


WVB (2nv/T) (11.141) 


其 中 We 是 不 同 组 分 的 波形 矢量 . 对 于 CMB 来 说 


2 at 
wos . 一” (11.142) 


所 有 的 成 分 都 可 以 写成 这 种 方式 : 振幅 的 乘积 (在 这 种 © 情况 下 ), 它 不 依赖 
于 频率 和 不 携带 有 关 振 幅 信息 的 波形 矢量 . 对 于 CMB 这 样 的 黑体 分 布 , 振幅 有 一 
个 名 字 : 9 称 为 热力 学 温度 . 注意 ,CMB 的 波形 向 量 在 小 频率 极限 下 趋向 于 1, 也 就 
是 瑞 利 - 金 斯 (Rayleigh-Jeans) 极限 . 在 高 频 波 段 , 它 呈 指数 下 降 . 
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称 W 为 波形 矢量 暗示 了 它 包含 许多 成 分 . 这 些 成 分 是 给 定 实验 数据 的 不 同 的 
频率 . 我 们 用 下 标 c 对 不 同 的 前 景 成 分 进行 标记 : 


一 


We = x, c=1,. ,Nem; a@=0,--- , Nforegrounds: (11.143) 


这 里 CMB 的 相关 指数 为 a = 0. 因此 , 天 空中 给 定 实验 给 定 像 素 (我 们 只 关注 一 
个 空间 像素 ) 的 数据 的 形式 是 一 组 所 有 不 同 的 频率 的 天 线 温度 ,d。， 我 们 的 模型 是 
CMB, 前 景 和 高 斯 噪声 的 和 : 
Neorogrounds 
d= >》 WSO%+n¢. (11.144) 
a=0 
假设 我 们 知道 噪声 N AAT ERA TA ETE Owe. 问题 是 , 我 们 如 何 最 
好 地 确定 宇宙 微波 背景 辐射 各 向 异性 ? 
这 个 问题 与 11.5 节 的 反 演 问题 形式 相同 . 我 们 想 要 得 到 估计 振幅 Oc, 可 以 立 
即 写 下 6* 的 最 小 方差 估计 量 为 


AS = (Cy) apWE Nz da (11.145) 


ci cd 
协 方差 矩阵 为 
(CK)ap = WE(N-) ca. (11.146) 
我 们 来 举 一 个 简单 的 例子 来 说 明 这 个 公式 . 
考虑 可 以 同时 测量 两 个 频率 的 实验 , 它们 同属 于 瑞 利 金 斯 范围 . 那么 CMB 的 
波形 矢量 就 有 两 个 成 分 , 都 等 于 1: 


w? = (1,1). (11.147) 


我 们 还 假设 两 个 不 同 频率 的 噪声 是 不 相关 且 统 一 的 , 对 角 元 素 为 o. 首先 考虑 无 
前 景 的 情况 . 在 这 种 情况 下 , 协 方差 矩阵 是 一 个 数 ， 


WN-1W— (1 1) Yo, t k 
j 0 1o 1 (11.148) 


oR 
平方 根 的 倒数 on/ V2 即 为 噪声 . 两 个 波段 将 噪声 减少 了 V2 È (如 果 是 三 个 波段 
则 减少 V3 倍 , 以 此 类 推 ). 最 小 方差 估计 由 (11.145) 式 给 定 ， 


a 1/02 0 di 
| i ed 


@ 这 个 假设 对 于 CMB 来 说 成 立 , WEARS AA ABR RB. BY 
于 尘埃 来 说 不 成 立 , 许多 研究 团队 对 错误 的 波形 假设 对 结果 产生 的 影响 以 及 放 开 波形 的 自由 度 进行 了 研究 . 
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_at+d, 
== 
我 们 仅 对 两 个 数据 点 取 平 均 . 
现在 假设 要 考虑 一 种 前 景 , 如 同步 辐射 , 它 的 波形 矢量 为 


(11.149) 


W! = (1,1/2) (11.150) 


通常 来 说 同步 辐射 的 强度 正比 于 wv-1(Rybicki and Lightman,1979), 所 以 它 的 天 线 
温度 随 wv-3 FE. 因此 波形 矢量 (1, 1/2) 遵循 如 频率 在 v = 20GHz Al vp = 25GHz 
处 的 观测 . 

现在 协 方差 矩阵 Cy 是 一 个 2x2 的 矩阵 , 那么 (11.146) 式 变 为 


ee 11 Von 0 Se 
ON! = We(N Yam = ( 1 = 0 mall a) 


_if 2 ap 
= ( am afi ) (11.151) 


到 了 这 一 步 , 我 们 可 以 收集 一 些 有 关 实 验 的 重要 信息 . 回顾 11.4 节 中 的 讨论 ,Cw! 
对 角 元 素 的 倒数 是 未 边缘 化 的 方差 , 如 果 所 有 其 他 参数 是 已 知 的 .在 这 种 情况 下 ， 
除了 宇宙 微波 背景 辐射 的 振幅 外 还 有 一 个 参数 , 前 景 的 振幅 . 如 果 我 们 假设 它 是 已 
知 的 , 那么 CMB 温度 的 误差 为 (11.151) 式 中 的 矩阵 的 oo 组 分 的 平方 根 的 倒数 ， 
on/V2, 与 之 前 的 计算 结果 一 致 . 如 果 我 们 对 于 前 景 不 甚 了 解 , 为 了 得 到 误差 , 取道 


来 得 到 协 方差 矩阵 ， 
Cn = 402 ( D p ) | (11.152) 


oo 组 分 给 出 了 边缘 化 的 方差 为 5c2. 边缘 化 误差 与 未 边缘 化 误差 的 比 测量 了 未 知 
前 景 对 CMB 温度 探测 的 影响 . 它 被 称 为 前 景 退化 因子 , 简写 为 FDF. 在 这 个 情况 
下 ,FDF 等 于 V10. 

在 这 个 例子 中 , 我 们 可 以 确定 CMB 温度 的 最 小 方差 估计 量 . 根据 (11.145) R, 


o? 1 
A? = 402(5/4, —3/2) ( A ( is a ) ( 


= —dı + 2dz2 (11.153) 


这 应 该 是 意料 之 中 的 .CMB 温度 的 最 优 佑 计量 对 前 景 振 幅 完全 不 敏感 . 因为 , 如 果 
前 景 确实 有 波形 矢量 (1, 1/2), 前 景 的 线性 组 合 -di + 2d2 SFE. 


有 
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现实 中 , 我 们 必须 在 许多 不 同 的 空间 像素 中 找到 最 小 方差 估计 .(11.145) 式 在 更 
普遍 的 情况 下 仍然 是 相同 的 : 只 需要 引入 一 个 下 标 . 用 am 表示 通常 比 以 角 坐 标 为 
函数 的 温度 更 方便 . 那么 am 的 最 小 方差 估计 量 对 于 不 同 频率 权重 不 同 , 这 取决 于 
每 个 波段 噪声 随 ! 的 变化 . 图 11.17 给 出 了 一 个 例子 , 基于 五 个 频率 的 WMAP 实 
验 . 这 个 图 展示 了 没有 前 景 的 情况 下 ,arm 的 最 优 佑 计量 对 五 个 不 同 波段 的 权重 . 在 
低 ! 处 , 所 有 波段 的 噪声 相似 , 所 以 最 优 估 计量 是 它们 五 个 的 平均 . 波束 大 小 依赖 
于 频率 , 在 最 低频 率 处 波束 最 大 . 因此 , 在 高 ! 处 , 最 低 的 波段 没有 信号 , 只 有 最 高 
的 频率 可 以 使 用 . 事实 上 , 最 小 方差 估计 量 随 着 1 逐渐 下 降 . 


图 11.17 WMAP 实验 中 不 存在 前 景 的 情况 下 的 最 小 方差 线性 组 合 (Tegmark et al., 2000). 
低 1 处 的 噪声 在 所 有 波段 相等 , 所 以 最 小 方差 估计 权重 相等 . 在 高 ! 处 , 频率 最 高 的 波段 的 
噪声 最 低 , 因此 最 优 估计 量 仅 使 用 这 个 波段 


通常 前 景 存在 先 验 信息 , 以 不 同 前 景 成 分 的 功率 谱 的 估计 的 形式 存在 , 即 它们 
的 Ci. 这 个 先 验 信息 可 以 包含 进 最 小 方差 估计 , 例如 练习 15. 图 11.18 展示 了 考虑 
前 景 的 WAMP 实验 结果 . 图 11.18 与 图 11.17 的 不 同 加 权 方 式 是 很 明显 的 , 特别 是 
EIR ! 处 , 不 再 是 对 所 有 的 波段 取 相 同 的 权重 , 而 是 用 一 组 复杂 的 加 权 方 式 来 反映 


注意 到 前 景 符合 系统 影响 的 定义 . 如 果 在 前 面 的 例子 中 忽略 同步 辐射 , 那么 简 
单 地 估算 CMB 温度 (di +d2) 就 是 错误 的 , 不 论 噪声 多 么 小 . 你 可 能 会 争辩 这 个 错 
误 可 以 对 全 天 作 平 均 来 消 掉 , 因为 前 景 冷 点 和 热点 的 数量 大 体 相 同 . 然而 , 我 们 最 
感 兴趣 的 功率 谱 会 被 污染 : 它 是 COMB 和 CHT 的 和 . 
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图 11.18 WMAP 实验 中 存在 前 景 的 情况 下 的 最 小 方差 线性 组 合 (Tegmark et al., 2000). 与 
11.17 对 比 , 特别 是 在 低 ! 处 , 前 景 污染 有 更 复杂 的 线性 组 合 


11.6.2 ”模式 去 除 


观测 宇宙 学 中 有 一 个 常见 的 问题 , 那 就 是 一 个 特定 的 模式 会 被 其 他 源 所 污染 . 
例如 , 在 非常 接近 银河 系 的 空间 区 域 , 前 景 问题 尤为 突出 . 在 星系 巡天 中 , 这 可 能 是 
PRE. 尘埃 更 容易 吸收 高 频 光 子 , 所 以 产生 星际 红 化 . 这 导致 了 蓝光 波段 流量 的 
减少 , 从 而 影响 巡天 的 结果 . 再 比如 由 于 大 气 污 染 CMB 实验 对 于 几 组 像素 的 平均 
温度 不 敏感 . 另外 , 观测 时 CCD 存在 像素 损坏 也 会 污染 观测 数据 . 这 样 的 例子 不 
胜 枚 举 . 

处 理 这 些 数据 的 方法 之 一 是 将 它 提 取 掉 . 通常 在 星系 巡天 中 是 这 么 做 的 ， 利 
用 人 尘埃 图 (目前 最 好 的 尘埃 图 来 自 Schlegel,Finkbeiner and Davis, 1998) 进行 红 化 
修正 . 

另 一 种 处 理 方法 随 着 精确 宇宙 学 成 为 现实 而 变 得 日 益 重 要 起 来 ， 这 项 技术 基 
于 李 生 观测 : 其 一 , 这 些 污染 的 振幅 通常 有 很 大 的 不 确定 性 , 其 二 , 给 定 实验 通常 测 
了 很 多 模式 . 由 于 第 二 点 , 我 们 可 以 不 管 干扰 模式 而 不 会 丢失 太 多 信息 . 第 一 点 则 
告诉 我 们 应 当 忽 略 干扰 模式 , 因为 它 可 能 会 误导 我 们 得 到 错误 的 结果 . 

怎样 才能 消除 实验 中 的 污染 模式 呢 ? 让 我 们 从 被 污染 的 模式 是 单一 空间 像素 
AF. 在 这 种 情况 下 , 确保 像素 本 身 在 似 然 分 析 中 权重 为 零 的 简单 方法 是 在 对 应 干 
扰 像 素 的 协 方差 矩阵 对 角 元 素 中 加 入 一 个 很 大 的 数 . 这 样 , 不 论 这 个 像素 的 观测 值 
是 什么 , 似 然 函 数 都 不 会 受到 影响 . 这 个 简单 的 想法 一 增 大 干扰 模式 的 噪声 一 可 
以 扩展 到 不 只 是 一 个 像素 的 更 复杂 的 模式 . 

举 一 个 两 个 像素 CMB 实验 的 例子 , 其 中 大 气 污染 对 这 两 个 像素 贡献 相等 的 信 
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号 . 因此 , OMB 的 平均 温度 不 能 确定 . 这 样 在 这 两 个 像素 中 的 噪声 假定 100% 相 关 ， 
我 们 在 协 方差 矩阵 中 加 入 噪声 之 后 得 到 


ji 
Coon = k : ; (11.154) 
4 oh 


这 里 的 s 是 非常 大 的 数字 . 假设 噪声 在 没有 这 个 约束 的 情况 下 是 统一 的 和 不 相关 
的 , 那么 新 的 噪声 协 方差 矩阵 为 


‘a 1 1 
Cy = 0? ( ) +K ( ) ; (11.155) 
01 i i 


在 似 然 函数 中 , 我 们 在 信和 号 协 方差 矩阵 中 引入 噪声 协 方差 矩阵 . 再 次 , 为 简单 
起 见 , 假设 像素 距离 足够 远 所 以 两 个 像素 之 间 不 相关 . 那么 似 然 函数 依赖 于 完整 的 


协 方差 矩阵 
oe as o? +k K 
c-( 7 i f (11.156) 
实际 上 , 似 然 函数 依赖 于 矩阵 的 行列 式 和 和 珑 阵 的 逆 (回顾 (11.20) SX). 在 « 非常 大 
的 极限 下 , 行列 式 为 2e(c2z + 02), FERED A 


= 1 1 =1 
gi Hel +02) ( AI ) 3 (11,157) 
因此 , 在 此 极限 下 , 似 然 函数 为 
OO (Ay = A2)? 
a 2m4/2K(02 + 02) ilai = 2(02 + 0?) } | en) 


也 就 是 说 , 除了 不 相关 的 归 一 化 常数 , 似 然 函 数 对 于 Al 一 A2( 两 个 像素 之 间 的 温 
度 差 ) 是 高 斯 的 , 且 方 差 为 o2 +02. 因此 加 入 (11.154) 式 的 约束 矩阵 是 使 似 然 函数 
忽略 平均 温度 的 方法 . 

在 这 个 简单 的 例子 中 , 我 们 可 以 一 开始 就 写 出 (11.158) 式 , 但 是 是 用 更 复杂 的 
模式 , 约束 形式 非常 强大 . (11.154) 式 的 一 般 情况 是 什么 ? 假设 污染 模式 的 形式 为 
mi, 其 中 i 代表 不 同 的 像素 . 因此 , 在 平均 的 例子 中 ,m; 等 于 (1,1). 我 们 把 噪声 协 方 
差 矩阵 乘 以 一 个 较 大 的 数 K 


(eon )ag = KMiMj. (11.159) 


这 就 是 我 们 为 了 平均 所 做 的 事情 , 但 是 这 个 表达 式 是 普 适 的 , 适用 于 消除 各 种 污染 
的 模式 . 这 些 和 矩阵 通常 被 称 为 约束 矩阵 , 被 广泛 地 用 于 近年 来 的 CMB 分 析 中 , 特 
别 是 干涉 实验 DASI P. 


推荐 读物 Kura 


推荐 读物 


我 (本 书 作者 ) 并 不 是 一 位 专业 的 统计 学 家 , 本 章 无 疑 掩盖 了 统计 学 的 一 些 重要 
概念 . 尽管 如 此 , 我 认为 这 一 章 在 最 近 对 宇宙 学 的 分 析 中 是 合理 的 . 对 于 一 般 的 统 
计 学 处 理 方 法 读者 可 以 参见 The Advanced Theory of Statistics(Kendall and Stuart). 
对 于 所 有 的 数值 工作 , 必要 的 参考 文献 是 Numerical Pecipes(Press et al.), 其 中 第 15 
章 特别 讨论 了 一 些 分 析 问 题 . 对 于 CMB 研究 的 不 错 的 早期 文章 有 Readhead et al. 
(1989) 和 Bond et al. (1991). 前 一 篇 文章 比 我 们 对 似 然 函 数 有 更 深入 的 研究 . Bil 
如 , 它 处 理 了 频率 论 的 测试 并 定义 了 这 些 项 , 它们 在 统计 学 中 很 重要 . Bond 等 的 文 
章 简 述 了 CMB 贝 叶 斯 分 析 , 清楚 地 解释 了 存在 CMB 窗 函数 ; 似 然 函 数 ; 处 理 了 未 
知 平均 ; 除 此 以 外 , 最 妙 的 是 提出 了 CMB 实验 是 重子 密度 指针 的 想法 . 

11.1.3 节 中 的 讨论 基于 相似 的 处 理 手 法 (Tegmark et al., 1998), 它 发 现 了 CMB 
分 析 和 星系 巡天 之 间 的 联系 . 它 同时 还 处 理 了 像素 化 方案 而 不 仅 是 11.1.3 节 中 的 
这 两 个 巡天 本 身 . CMB 的 窗 函 数 在 许多 地 方 都 得 到 了 讨论 . 最 近 有 一 篇 很 好 的 文 
章 , 作者 是 Souradeep 和 Ratra (2001). 

Karhunen -Loeve 分 解 由 Bunn(1995) 和 Bond(1995) 引入 到 宇宙 学 , 他 们 用 这 
个 方法 分 析 COBE 数据 ,Vogeley 和 Szalay(1996) 把 它 用 到 了 星系 巡天 中 . 最 优 二 
次 估计 由 Tegmark(1997) 和 Bond, Jaffe 和 Knox(1998) 引入 , 后 者 用 到 了 我 在 书 
中 强调 的 牛顿 - ARATE. 前 者 重点 在 于 最 小 方差 方面 , 读者 将 在 练习 10 PH 
行 证 明 . 更 早 的 时 候 Feldman, Kaiser 和 Peacock(1994) 计算 出 了 星系 巡天 的 最 优 
二 次 估计 , 这 是 小 尺度 极限 下 的 最 优 二 次 估计 . 费 舍 尔 矩 阵 由 Fisher(1935) 首先 提 
出 .Knox(1995) 算出 了 全 天 CMB 费 舍 尔 矩阵 ,Tegmark 等 (1998) 计算 了 星系 巡天 
的 情况 ，Jungman 等 (1996) 利用 费 舍 尔 矩阵 (尽管 他 们 不 这 么 叫 它 ) 给 出 了 第 一 
个 对 参数 的 限制 . 后 续 有 很 多 文章 对 此 限制 进行 了 改进 .例如 , Eisenstein, Hu 和 
Tegmark(1999). 曲率 矩阵 和 参数 误差 的 协 方差 矩阵 在 Numerical Recipes 一 书 中 有 
详细 介绍 . 

制图 和 CMB 中 的 许多 分 析 问 题 可 以 参考 Bond 等 (1999) 的 工作 . 前 景 问题 同 
样 有 许多 作者 进行 了 探讨 . 本 书 主要 参考 Dodelson(1997) 和 Tegmark 等 (2000) 的 
工作 . 其 他 参考 文献 包括 Tegmark 和 Efstathiou (1996) 和 Bouchet 和 Gispert(1999) 
的 著作 . 11.6.2 节 中 的 模式 提取 参考 了 Bond, Jaffe 和 Knox (1998) 的 工作 . 模式 提 
取 的 一 个 很 好 的 应 用 是 Halverson 等 (2002) 的 工作 . 
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1. 在 11.1.1 节 的 简单 例子 中 , 证 明 o2 中 均匀 的 先 验 给 出 了 与 (11.5) 式 不 同 的 on 分 布 . 

2. 在 11.1.1 节 的 简单 例子 中 , 我 们 发 现 了 信和 号 的 误差 , 那么 o 模型 中 其 他 理论 参数 的 误 
差 是 多 少 ? 

3. 推导 出 泊 松 采样 协 方差 矩阵 的 表达 式 ,(11.32) 式 . 

(a) 将 巡天 区 域 分 成 小 的 子 空间 . 假设 给 定子 空间 的 像素 数量 服从 泊 松 分 布 , 且 元 取 平 均 
值 (为 了 简化 假设 元 在 所 有 子 空间 中 是 常数 )， 
P(n) = are Š 


(11.160) 


求 该 分 布 的 期 望 值 (n) 和 (n?); 
(b) 将 (11.28) 式 改写 为 


Ai =v) yila) [e] 3 (11.161) 


其 中 a 是 每 个 子 空 间 的 下 标 , 每 个 子 空间 的 体积 为 v. 利用 第 一 问 的 结果 , 并 假设 不 存在 内 对 
RA, 确定 (AiAi). 证 明 它 由 (11.32) RAE. 读者 需要 变换 求 和 代入 到 积分 中 . 

4. 用 细胞 计数 法 确定 星系 巡天 的 噪声 协 方差 矩阵 . 假设 每 个 细胞 都 是 半径 为 R 的 球形 ， 
并 求 出 以 两 个 细胞 中 心 距离 ri 为 函数 的 (Cw)i;. 假设 巡天 是 体积 有 限 的 , 也 就 是 说 元 在 体 
BV 内 是 常数 . 

5. 完成 加 州 大 学 圣 芭 芭 拉 分 校 在 南极 的 CMB 实验 似 然 分 析 (Gaier et al., 1992). 

(a) 确定 窗 函 数 . RSH 2.1°, 波束 宽度 (FWHM) 为 1.35°. 在 9 个 不 同 的 位 置 测 量 了 
各 向 异性 , 每 个 在 天 空中 分 开 2.1°. 忽视 非 对 角 元 素 . 

(b) 利用 以 下 数据 拟 合 平坦 的 带 通 功率 (BE C = L(1 十 1)C1/2n 为 常数 ): 


Position ôT /uK on /HK 
1 —30.5 25.9 
2 一 3.2 26.5 
3 29.2 26.1 
4 —10.8 26.3 
5 一 8.7 28.8 
6 23.1 26.4 
7 4.7 26.5 
8 一 24.7 26.6 
9 20.3 25.8 


假设 每 个 像素 之 间 的 噪声 和 信号 都 不 相关 . 
(c) 读者 得 到 的 似 然 函 数 应 当 在 band powert ZAE, HEFE. K 95% 的 CL ER, 
定义 
CU Co 
f dcC(C) = 0.95 f dcL(c). (11.162) 
0 0 
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这 个 上 限 在 COBE 探测 各 向 异性 几乎 同时 被 报道 出 来 . 比较 这 两 个 结果 . 

6. 求 高 帽 函数 f(z) = O(c + R)O(R- 1) 的 傅 里 叶 变换 函数 , 其 中 日 是 阶梯 函数 , 自 变 
量 是 正 数 时 等 于 1, 否则 等 于 零 . 

7. 求 有 限 体积 的 巡天 模式 为 Ki > R 的 协 方差 矩阵 Cs 的 对 角 元 素 . 证 明 它 们 由 
(11.60) 式 给 定 . 

8. 求 11.2.3 节 中 提 到 的 两 种 星系 巡天 一 体积 有 限 巡 天 和 铅笔 束 巡 天 一 的 非 对 角 窗 函 
数 . 令 ; 和 了 平行 于 z 轴 (对 于 铅笔 束 巡 天 来 说 平行 于 长 距离 工 方向 ). MH k= ki 处 以 kj 
为 函数 的 窗 函 数 . 在 k; = k; 点 , 读者 需要 重 取 图 11.5 和 图 11.7 的 对 应 点 的 数据 . 

9. 证 明 (11.100) R. 假设 只 有 一 个 参数 Dd, 似 然 函 数 在 高 密度 A 服从 高 斯 分 布 . 另外 假 
设 已 经 迭代 许多 次 , 因此 输入 参数 AO 等 于 真 值 入 . 

10. 假设 期 望 值 是 无 偏 的 , 通过 一 般 二 次 估计 的 最 小 方差 推导 (11.92) 式 的 最 优 二 次 估计 . 
提示 : 利用 拉 格 朗 日 乘 数 加 强 限制 . 

11. 考虑 空间 像素 面积 为 AQ 的 全 天 CMB 实验 . 假设 实验 测 出 每 个 像素 的 温度 的 高 斯 
噪声 为 on. 因此 假设 噪声 在 全 天 是 均匀 且 每 个 像素 之 间 是 不 相关 的 . 确定 噪声 对 于 am 的 协 
方差 矩阵 . 如 果 像 素 大 小 减 小 一 半 (对 于 同一 个 实验 ), 每 个 像素 观测 时 间 减 少 的 因子 为 2. 那 
么 每 个 像素 的 噪声 升 高 的 因子 为 V2. 证 明 这 两 个 变化 (像素 大 小 减 小 ; 每 个 像素 具有 更 多 的 
噪声 ) 不 影响 噪声 对 于 aim 的 协 方差 矩阵 . 

12. 估计 下 列 实验 的 Ci 的 期 望 误差 : (1)COBE,(2)Boomerang,(3)WMAP,(4)Planck. 

13. 11.4 节 中 推导 的 费 舍 尔 矩阵 的 全 天 极限 可 以 用 来 求 最 优 二 次 估计 . 

(a) 从 一 个 全 天 CMB 实验 中 给 定 一 组 aim 且 权重 统一 为 w, RE O 的 最 优 二 次 估计 量 . 

(b) 从 三 维 星系 巡天 中 给 定 一 组 像素 化 的 伍 里 叶 高 密度 , R Pk) 的 最 优 二 次 估计 . 

(c) 从 (1) 和 (2) 的 结果 出 发 , 定性 讨论 最 优 二 次 估计 的 有 效 性 .什么 情况 下 最 优 二 次 估 
计 的 使 用 功能 与 O 的 二 次 估计 量 laim|?/(21+1) 以 及 P(k) 的 ae \5¢|?/(4k? Ak) (Ak 
E k 隔 段 的 宽度 ) 不 同 ? 

14. 证 明 利用 (11.134) 式 估 计量 的 噪声 协 方差 矩阵 是 Cn, A Cn 由 (11.135) 式 给 定 . 

15. 假设 我 们 对 于 前 景 有 先 验 信息 , 假设 它 的 功率 谱 为 Cr, 上 标 a 代表 不 同 的 前 景 成 分 . 

(a) 求 温度 和 相关 协 方差 矩阵 的 最 小 方差 估计 量 . 

(b) 考虑 11.6.1 节 中 瑞 利 - 金 斯 分 布 区 域 的 两 个 频率 的 例子 和 一 个 形状 矢量 为 W = 
(1,1/2) 的 前 景 ， 如 果 假 设 前 景 的 均值 是 零 ， 方 差 等 于 噪声 的 方差 (02), 那么 CMB 温度 的 
最 佳 估 计量 是 什么 ? 在 确定 CMB 温度 中 的 新 误差 是 多 少 ? 与 在 课本 中 处 理 过 的 、 没 有 关于 
前 景 幅度 信息 假设 的 情况 下 的 两 种 情况 进行 比较 . 
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每 章 课 后 习题 的 难度 不 一 . 一 些 是 课文 中 有 些 不 同 的 内 容 的 重复 计算 , 一 些 是 
基本 公式 的 初级 应 用 ; 还 有 一 些 很 难 , 它们 是 从 最 近 的 文章 中 摘 取 的 . 以 下 是 一 些 
问题 的 答案 . 这 些 答案 主要 是 前 几 章 的 , 尤其 是 第 2 章 , 因为 在 解决 扰动 问题 之 前 
熟悉 背景 宇宙 是 非常 重要 的 . 


第 一 章 
1. 式 子 
p H 
SHer) = (pA/pe)o 的 》 (A.1) 
其 中 下 标 0 表示 现在 的 值 , 这 一 项 的 值 假设 为 0.7. 假设 宇宙 一 直 由 辐射 占 主导 ( 现 


在 明显 不 正确 , 但 它 是 早期 的 一 个 很 好 的 近似 ), 所 以 H/Ho =a. 温度 与 a-! 有 
关 , 所 以 H/Ho = (T/T), 其 中 To = 2.7K = 2.3 x 10-4eV. 因此 ， 


PA i To \* 
fa =" (7) i 

在 普 朗 克 尺 度 (Plank scale),To/T = 2.3 x 1078, 因此 ， 
Ped = 9 x 10-128. (A.3) 


这 就 是 所 谓 的 微调 问题 (fine-tuning problem): 因为 现在 宇宙 学 常数 很 重要 , 所 以 它 
在 早期 被 微调 到 非常 小 的 值 .这 是 一 个 很 深刻 的 问题 . 
2. 我 们 需要 作 积 分 


1 pid |= 
io = ral = [oa + = 人 | | (A.4) 
其 中 QA = 0.7 或 0. 后 一 种 情况 可 以 得 到 解析 解 
d Sh = 3. (A.5) 


所 以 to = 2/3Ho = 0.67 x 1010h-lyrs. 当 OA 不 为 零 时 , 积分 式 需 要 数值 求解 . 


1 一 1/2 
[o7 + | = 0.96. (A.6) 
9 ð a 
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所 以 ， 对 于 固定 的 哈 勃 常数 ， 宇 宙 学 常数 宇宙 比 物 质 为 主 的 宇宙 老 ， 比 率 为 
0.96/0.67=1.43. 4h=0.7N, 宇宙 学 常数 宇宙 的 年 龄 为 140 LF, 与 宇宙 年 龄 
的 一 些 观 测 相符 . 
4. 波长 的 倒数 是 v/c, A v 代替 (1.8) 式 中 的 c/ 入 , 得 到 
Arche 1 


os exp{2nhc/AkpT} — 1° (ef) 


这 是 单位 Hz 的 能 量 , 我 们 需要 的 是 单位 cm 的 能 量 , AMBER c 
Anhic? 1 


Ly. = my Sxplomhe/\kpT} = 1° (A8) 
代入 数值 后 得 到 ， 
Ija =1.2x10 Serg sec™*cm™*sr7* (Sy ay Tee (A.9) 
快速 检验 后 知 其 与 图 1.10 相符 . 
为 了 找到 峰值 , MIR 1/ 和 的 导 , CHAS, 得 到 
1 (2nhc/keT) (A.10) 


~ 31—exp{—2nhc/AkpT} 


所 以 1/Apeak 是 3/0.53cm-1， 对 于 这 个 指数 , 准确 的 系数 是 2.82, 所 以 1/Apeak = 
5.3cm-1, 与 图 1.10 严格 相符 . 
第 二 章 
1. (a) 利用 kp = eV/(11605K), 将 K 转化 为 eV, 所 以 2.725K 一 kp2.725K = 
(2.725/11605)eV, Bil 2.348 x 10-4eV. 
(b) 对 于 To = 2.348 x 10~4eV, 
274 
a Ei 
为 了 得 到 单位 为 g cm-3 的 形式 , 首先 除 以 (iic)3 = (1.973 x 10-5eV cm)? 得 到 
0.2604eV cm-3， 将 eV 变 成 克 , 已 知 质子 的 质量 为 1.673x10-24g 或 者 0.9383 x 
109eV, 所 以 leV=1.783x10-33g. 因而 py = 4.643 x 10-34g cm-3. 
(c) 我 们 已 经 参数 化 Ho = 100hkm sec-1 Mpc !, 或 者 利用 一 个 Mpc 等 于 
3.1 x 1019km, Ho = 3.23h x 10-18sec-1， 为 了 将 单位 变 成 cmt, 除 以 光速 c = 
3 x 1010cm sec-1; 那么 Ho = 1.1h x 10-28cm 或 者 Hy’ = 9.3h-! x 1027cm. 
(d) 为 了 将 普 朗 克 质 量 (1.2x 1028eV) 转化 为 开尔文 , WRA ka! = 11605K/eV; 
那么 mp = 1.4 x 1032K. 为 了 变 成 cm! 的 形式 , 除 以 fic = 1.97 x 10-5eV cm 得 到 


= 2.000 x 10-15eV4. (A.11) 
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mp, = 6.1 x 1032cm-1. 为 了 得 到 mp; = 6.1 x 1032 x 3 x 1010cm sec-! 的 形式 , AR 
以 光速 得 到 , 或 者 mp; = 1.8 x 1043sec-1， 


0a 
本 Ogan Ogav = Og 
Fw = 2 EE t OH pe] , ae 


其 中 u,v 从 0 变 到 2,0 对 应 时 间 ,1 对 应 0,2 对 应 $5， 既然 矩阵 是 对 角 的 , 只 有 当 
a 二 0 时 go 不 为 零 , 而 为 -1. 所 以 


—1 [Ogon Ogo, Ogu 
0 H pan H 
Tw = 3 E oz ðt | 


所 有 的 项 都 为 零 :goo 为 常数 , 所 以 前 两 项 为 0; 矩阵 中 的 元 素 都 与 29 = t 无 关 , 所 
以 最 后 一 项 亦 为 0. 因此 , 对 于 所 有 的 u,v 来 说 To, =0. 
接 下 来 考虑 


ĝa 
o -9 |3Jan ,Ogu _ Iw 
Py = 2 EE + Oa" Oro | aay 


因为 矩阵 是 对 角 的 , 而 且 g’ = 1/r?, 所 以 


ee a j= gov a (A.15) 


wy 2r2 | Orr Ort 00 
RA g 项 与 其 中 一 个 变量 有 关 , 所 以 求 导 时 只 有 它 非 零 . 因此 , 前 两 项 等 于 零 , 最 
后 一 项 当 jy =v = 9 时 不 为 零 , HEA 


Osin20 
e ft 
Tog = 2r2 | 4 00 


最 后 当 上 标 为 oN, 有 


| 三 一 sinbcos0. (A.16) 


1 ð Ogev Juw 
a = 272 sin? Ee + 3 = ad r (A.17) 
因为 矩阵 中 的 元 素 没 有 一 个 与 $ 有 关 , 因此 最 后 一 项 等 于 零 ; 只 有 当 w 中 的 一 个 
等 于 办 另 一 个 等 于 0 时 , 前 两 项 不 为 零 . 此 时 有 ， 


r$ =T= oe (A.18) 
测 地 线 方 程 为 
aw = 一 T46PePA (A.19) 
其 中 a 
Ps. (A.20) 
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将 此 应 用 到 /= 9 项 . 左边 为 


d20 ddt, 5 
因为 E= dt/dA 为 常数 . 只 有 当 a = 6 = o 时 , 等 式 右边 的 克 氏 符 ras EF, 而 为 


一 sin0cos9. 所 以 得 


6 一 sinbgcosb( 风 2 = 0. (A.22) 
对 于 第 二 个 方程 , 考虑 测 地 线 方程 中 的 % 项 
= 一 (A.23) 
左边 为 B29. 4a=0,8 =¢ R a= ¢ġ, b = 0 时 右边 非 零 . 因而 
cos@ .. 
o+2—— 6¢ = 0. (A.24) 
这 恰 等 于 下 式 
a G sin? 6) =0 (A.25) 
dt - i 
括号 里 的 守恒 量 就 是 角 动 量 . 
里 奇 标 量 为 
1 
R = g” Ruw = —Roo + 72 loo 十 75 Re (A.26) 


因为 所 有 的 时 间 项 都 是 零 , 因此 时 -时 项 为 零 . 我 们 需要 计算 两 个 空间 项 . 首先 考虑 
_ We _ Tia 
ov OO 


由 于 克 氏 符 的 两 个 9 下 标 项 为 零 , 第 一 和 第 三 项 等 于 零 . 同样 , 第 二 项 a 必须 等 于 
S, 最 后 一 项 的 6 和 a 必须 等 于 D: 


Reo +1305, = LL. (A.27) 


_ O(cos0/sing) cos 0 \? 
Roe = a iia (35) ‘ (A.28) 
计算 微分 得 ， 
cos20 cos 6 
Roo = h + =e = (=) =1. (A.29) 
另 一 空间 项 为 
ars, ar 


Ros = Eg FT (A.30) 


Ox 
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只 有 当 a = 9 时 , 第 一 项 克 氏 符 才 不 为 零 , 而 第 二 项 始终 为 零 . 第 三 项 8 需 等 于 0, 
第 二 个 克 氏 符 才 不 为 零 , 那么 a = bp . 最 后 一 项 6 可 以 等 于 ba = 内 或 者 相反 ， 
所 以 


6 
Se= = +S G6 — Teel be — Teel g0: Gist) 
消去 中 间 两 项 得 wie bande P 
Roo = et + sin g cos i. (A.32) 
计算 微分 得 
Rog = — cos” 6 + sin? 6 + cos” 6 = sin? 0. (A.33) 
加 起 来 , 可 得 到 
R= z7 (A.34) 
因而 里 奇 标量 可 用 来 测量 空间 曲率 . 
9. 聚集 不 同 的 Ts 得 到 
d7z* å dt dat 
利用 dt/d\ = E Ñ dn/dA = E/a, 改 为 对 7 的 微分 . 测 地 线 方程 变 为 
Ed (Edz' a E? dat 
am gay) wa 


因为 E/a x a-2, 当 左 边 对 Eja 作 微分 时 , 结果 (正比 于 dz? /dn) 和 右边 相 消 , 从 而 
得 到 (2.99) 式 . 
10. 年 龄 积分 为 


t(a) = f : int (A.37) 


既然 假设 只 有 物质 和 辐射 , 故 可 取 


t,o 
H(a) = Hov/p/Per = \/ z3 + as (A.38) 


其 中 1/3 项 来 自 物质 , 其 密度 等 于 临界 密度 . 当 物 质 密度 等 于 临界 值 时 ,Q, = aea = 
4.15 x 10-5h-?. 因而 , 年 龄 积分 得 
1 o dala! 


t = — 要 
Ho Jo Va' + aeq 


(A.39) 


分 部 积分 得 
Hot = 2a,/a + deg — 2 | da’ Va’ + aeq- (A.40) 
0 
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计算 后 面 一 积分 得 
Hot = 2a,/a + aeq — sila 十 aaa]8/2 一 apl}, (A.41) 


早期 , 例如 当 温 度 为 0.1MeV 时 ,a E aea 小 得 多 , 所 以 


2 
a 
to 一 一; A.42 
=$ odia a g Qeq ( ) 


这 个 极限 由 (A.39) 式 积分 显而易见 , 亦 可 通过 (A.41) 式 泰 勒 展开 得 到 ， 当 温度 
为 0.1MeV WY, 尺度 因子 为 2.35x10-4eV/0.1 MeV=2.35 x 10-9, 即 现在 的 温度 除 以 
0.1MeV. 代入 上 式 有 


t(0.1MeV) = 4.28 x 10-16 x 9.78 x 109yr = 130sec. (A.43) 


4 T = 1/4eV,a = 9.4 x 10-4, 远大 于 ag = 8.5 x 10-5, HH h = 0.7, 所 以 
Hot 一 (2/3)a3/2, BẸ 


t(1/4eV) = 270 000yr. (A.44) 
12. 张 角 等 于 物理 距离 除 以 角 直 径 距 离 
_ 5kpe(1 + z) 
0(z) “aa i (A.45) 


在 平坦 、 物质 为 主 的 宇宙 中 ,x 由 (2.43) RAH. 4 z = 0.1(1) 时 ,(2.43) 式 括号 中 的 
项 等 于 0.0465(0.293). 因而 共 动 距离 为 


| 280h-!Mpe z=0.1 | beste 
1760h-1Mpe z=1 
计算 除 式 , 并 将 弧度 化 为 角 秒 (1 弧度 等 于 2.06 x 10° HR) 得 
-| 40h" z=01 pe 
12h” z=1 


一 个 QA = 0.7, 0m = 0.3 的 宇宙 中 ,x 需要 数值 求解 . 当 z = 1 时 ,x 为 平坦 、 物 质 为 
主 的 宇宙 情况 下 的 1.3 倍 , 角 大 小 就 应 该 相应 变 小 , 为 0.9h”. 当 z = 0.1 时 , 二 者 之 
间 的 差距 仅 为 5%, 所 以 在 宇宙 学 常数 模型 中 角 直 径 大 小 降 至 3.8h7. 

13. 利用 动量 p = hv/c = 2nhv/c 重 写 (1.8) R, 并 将 分 母 写 为 1/ 了， 


Arp? 
pa 
fon 


(A.48) 
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其 中 已 取 矿 = c=1. 所 以 能 量 密度 是 对 上 式 在 所 有 频率 上 积分 , 并 带 有 因子 4r 对 
所 有 方向 上 的 光子 计数 ( 即 五 是 每 立方 度 的 ): 


= g Da A. 
py an | dvI (A.49) 
利用 dv = dp/(2x), 可 转换 成 对 动量 的 积分 
— os A. 
esl [ ani (A.50) 
15. 为 得 到 p= 一 79. KR w=v=0, 


Tap J dP,dP2dPs 


(2m) 
矩阵 gu 是 对 角 的 , 所 以 行列 式 是 对 角 元 素 的 乘积 ,-a6， 由 定义 , pP = g’ PP; = 


a-26i 忆 万 : 因此 pi = pip = P;/a, 方 为 动量 的 单位 方向 矢量 . 因而 d3P = a3d3p, 其 
中 a 因子 恰好 与 行列 式 中 的 相 消 . 因而 


(-det[guv]) "2P? fi. (A.51) 


3 
Ty = -a | isk (A.52) 
四 矢量 P, 的 平方 等 于 -m, 粒子 的 质量 , 所 以 goo(P0)2 = —m? — gij PPI = 
—m? 一 D2. 因为 goo = —1, P? = yp + m2, 5 (2.59) 式 相符 . 

17. 零 质量 玻 色 子 的 能 量 密度 为 gx?T4/30, 费 米 子 的 能 量 密度 为 玻 色 子 的 7/8. 
所 以 


= aa | XO gT? + 3 > at (A.53) 
i=Bosons i=Fermions 
说 明 不 同 种 类 物质 可 能 有 不 同 的 温度 . 
第 三 章 
1. 一 物质 简 并 度 g = 2 时 的 数 密度 为 
3 
n=2 Bf) (A.54) 


对 于 所 考虑 的 分 布 , 相 空间 密度 f 只 与 动量 的 大 小 有 关 , 所 以 上 式 对 于 角度 部 分 的 
积分 为 4r, 即 


n=— | dpp?f(p). (A.55) 
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首先 考虑 mT 取 较 大 值 的 极限 情况 . 这 种 情况 下 ， 玻 尔 兹 曼 分 布 的 极限 为 
exp[—(m + p?/2m)]. 对 于 费 米 - 狄 拉 克 和 玻 色 - 爱 因 斯 坦 分 布 , 下 式 均 成 立 : 


ee yg ER (A.56) 
既然 E œm >T SS Ae 1. 所 以 所 有 三 种 分 布 的 低温 度 极限 为 
now T — es f i dpp?e—? /2mT. (A.57) 
n2 0 


为 计算 积分 , 定义 无 量 纲 参数 z = p/V2mT. 变量 dpp? = [2mT]3/2dzz2, 所 以 


por T = amr? f aaae, (A.58) 
积分 等 于 Vx/2, 故 
niow T gg ir ey (A.59) 
高 温 玻 尔 兹 曼 极限 为 
pili T, Boltz _ = f ~ dpp?e-?/7. (A.60) 
定义 变量 x = p/T 得 到 
all, Botte _ 78 f e (A.61) 
z 的 积分 值 为 2. 所 以 
ni T, Boltz _ il (A.62) 
玻 色 - 爱 因 斯 坦 和 费 米 - 狄 拉 克 积 分 同样 为 
„Hi T, BB/FD _ T? [° dez? (A.63) 


T2 Jo Fl 
经 由 (C.27) 式 , 积分 可 写成 Riemann zeta 的 形式 ， 所 以 上 式 中 为 减 号 的 一 玻 
色 - 爱 因 斯 坦 分 布 一 为 C(3)T(3) = 26(3)， 加 号 的 一 费 米 - 狄 拉 克 分 布 一 为 
36(3)T(3)/4 = 3¢(3)/2, 所 以 


mr _《(3)73 | RE- 爱 因 斯 坦 分 布 
3/2 费 米 - 狄 拉克 分 布 


一 
另外 5(3) = 1.202, 所 以 同样 温度 下 玻 色 子 比 费 米 子 多 , 这 些 包 括 玻 尔 效 曼 数 目 . 所 
有 的 这 些 情况 都 正比 于 T’. 
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6. 光子 数 密 度 为 411cm-3, 重子 数 密度 n = po/mMp = perM/mMp. 代入 数值 得 


1.879h? x 10 Pg em 


1673 x iog 711X 10™ Qh emn”. (A.64) 


no = Ws 
所 以 重子 与 光子 数 密度 之 比 m, 确实 由 (3.11) 式 给 出 . 

11. 为 了 求 比值 , MER (P + p)/T 需 计算 两 次 ， 每 次 只 有 相对 论 粒 子 对 炳 
密度 有 显著 贡献 ,(A.53) 式 成 立 . 高 温 时 , 下 面 的 粒子 对 焙 密 度 有 贡献 : 夸克 (对 于 
五 种 least 大 质量 类 型 一 上 、 下 、 奇 、 宗 、 底 一 每 个 都 有 三 种 颜色 和 两 个 自 旋 态 
gs 二 5X3x2); RET (ge = 5 x3x2); BF (gx =6x2 六 种 类 型 —e, Ve, H, Vps T, Vr 
每 个 均 有 两 个 自 旋 态 ); RT (g = 12); 光子 (2); BF (g = 8 x 2 八 种 可 能 的 颜 
E, 每 个 均 有 两 个 自 旋 态 ). 这 些 加 起 来 为 


7 
ge = 2+ 16+ z (30 + 30 +12 + 12) = 91.5. (A.65) 


第 六 种 夸克 , 顶 夸克 , 不 作 贡 献 , 因为 在 温度 m ~ 175GeV 左右 , 顶 夸克 质量 太 大 


而 难以 存在 . DLCER I RRA TIF PS. 前 者 贡献 为 2; 后 者 贡献 (7/8) x 3 x 
2 x (4/11)%3 = 1.36, 因此 g, = 3.36. 因为 sa3 HBR, 有 


[ge (aT) ay = ED (A.66) 
即 
Cos - 398 L (A.67) 
第 四 章 
1. 首先 积分 (4.6) 式 , 对 所 有 动量 , 得 到 
om 4 Aw) _ 9, (A.68) 


分 部 积分 后 Of /Op 项 消失 并 注意 到 p = too 时 f = 0( 没 有 粒子 有 无 穷 的 动量 ). 这 
就 是 连续 性 方程 . 为 了 得 到 欧 拉 方 程 , HERA p/m, 然后 对 所 有 动量 积分 , 得 


O(nv) Ə /> dpp kz 
re ta 


n=0 (A.69) 
最 后 一 项 来 自分 部 积分 . 对 p? 积分 得 到 两 项 , 体 速度 v? 和 压力 项 P. 利用 连续 性 
方程 得 

十 V 二 十 二 一 十 一 二 0. (A.70) 
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4. 根据 (3.3) 式 , 电子 分 布 函 数 在 零 动量 处 达到 极 值 , 最 大 值 为 em)/T7. 为 
了 将 化 学 势 和 密度 联系 起 来 , 利用 n= e4/Tn© , 低温 极限 ((3.6) R) 为 


gT . Me an er (A.71) 
2 \imel’ 


所 以 fe 的 最 大 值 为 (ne/2)(2r/meT)3/2.(3.44) 式 除 以 Thomson cross-section 得 到 今 
天 的 ne = 1.12 x 10-°ONgh?cem—*, 包含 电离 和 束缚 电子 . 取 今 天 的 电子 温度 等 于 光 
子 温度 , 得 到 2n/m-T = 2.04 x 10-ltcm2. 代 回 a 得 


JMAX = 10 20h 3/2. (A.72) 


这 个 表达 式 在 T < me 时 成 立 , 对 应 的 a ~ 4.6 x 10-10. 所 以 只 要 温度 远 低 于 电子 
质量 ,f。 就 非常 小 . 

7. 我 们 在 4.3 节 的 微分 中 用 到 的 振幅 与 题目 中 给 的 更 精确 的 值 的 差别 为 
2norm?|3cos(p - p) 一 1]， 方 括号 中 的 项 是 二 倍 的 二 阶 勒 让 德 多 项 式 .利用 球 谐 
函数 重 写 附加 的 方程 , 差别 可 写 为 


Sera” = at Yom (P) YZ (B'). (A.73) 
m=—2 
将 这 个 值 插入 到 (4.49) 式 的 多 重 积 分 中 , 代替 M? 只 有 m=0 项 有 贡献 , 因为 其 
他 项 Ym (P) 都 依赖 方位 角 , 积分 为 零 . 因此 , 由 于 各 向 异性 的 康 普 顿 散射 的 碰撞 
项 为 


scifi] = TMP p(y) fa Pala h) 


_.06(p — = 


x fp- PET EE. U-I} (4:74) 


此 处 用 到 了 Yoo = -V5P2/V4r. 在 角度 积分 中 保留 下 来 的 唯一 一 项 正比 于 ôlp- 
Pf(D), 得 


fox (0) 
CU =~ "S22 Pa(u) f appi- pp E 
x f Erow). (A.75) 
角度 积分 得 到 -02 对 狄 拉克 5 函数 积分 得 
6C[f(D)] = tp YEP) (A.76) 
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这 比 (4.54) 式 的 方 括号 中 多 了 一 个 因子 -P202/2, 并 解释 了 (4.100) 式 中 相应 的 
因子 . 


第 五 章 
4. EREHE N 


Eijk (krki 一 ôk /3)GX, = —k eis, (krk; — kjk, /3)G” 
= —2k? /SeijnkjkpG® =0 (A.77) 


因为 改变 j 和 k, cyk 是 反对 称 的, 而 是 对 称 的 .组 合 的 迹 也 为 零 ， 因 为 
ôi; (kik; = 6:;/3) 一 :人 
7. (a) 由 定义 四 


Ly; = Flo + Gitk,j — Ijk). (A.78) 


所 有 的 导数 都 是 空间 的 , SER EERE. 因而 , 可 在 此 利 
用 零 阶 项 gi’ = diw /a2, 得 到 (5.43) R. 

(b) 当 a 和 有 均 为 0 时 (AW T9 = 0) 以 及 当 指 标 均 为 空间 项 (此 时 克 氏 符 为 
一 阶 ) 时 , oTi, 等 于 零 . 因而 , 结果 为 


I Ti = r} Th F TETI 


=T} h+ (i> j). (A.79) 
但 是 
Tel = 5 (2H gin + a?Hjx,0) (Hx + zno) 
= (H)? gij + aE Hijo. (A.80) 
需要 加 上 i 和 7 交换 的 同系 列 的 项 , 这 引入 了 因子 2, 所 以 
rari =A gt 2a Hijo. (A.81) 
第 六 章 


5. 目前 每 立方 厘米 有 411 个 光子 ; 哈 勃 体积 为 (4r/3)[3000h-1Mpcl3 = 3.3x 
1084j -3cm3， 所 以 总 光子 数 为 1.4 x 1037h-3. 物质 和 辐射 时 代 这 个 数量 大 致 不 变 ， 
因为 数 密度 大 小 正比 于 7T3, 物理 体积 正比 于 a3, 温度 正比 于 at. 所 以 经 典 宇宙 学 
的 另 一 个 问题 是 : ATA ARK? 
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暴 胀 解决 了 这 个 问题 . 一 开始 结论 显而易见 : 暴 胀 使 尺度 因子 呈 指 数 增长 , 随 
后 oT SS DUT. 实际 上 , 结论 远 没 那么 简单 , 因为 暴 胀 中 指数 膨胀 是 绝 
热 的 : 温度 仍旧 以 a-! 的 形式 降低 . 所 以 当 接 近 暴 胀 结束 时 , 温度 已 降 得 足够 快 ， 
使 得 如 果 炉 从 开始 一 直 保 持 同样 数量 级 . 

炉 实 际 上 是 在 暴 胀 结束 时 的 重新 加 热 过 程 中 产生 的 .尽管 暴 胀 结束 时 的 温度 
非常 低 , 但 是 能 量 密度 (几乎 完全 在 标量 场 内 ) 却 不 是 ， 当 标量 场 中 的 能 量 转化 成 
辐射 时 , 辐射 的 温度 从 非常 低 的 值 T 快速 提升 到 p14 > T. 因而 , 再 加 热 过 程 解释 
TRNGRKAAIN KA. 另 一 种 方法 指出 暴 胀 是 一 个 很 有 序 的 状态 : 当场 陷入 到 
假 真空 时 , 宇宙 过 度 冷 却 . 向 真 真空 的 转变 就 是 向 非常 无 序 的 平衡 态 的 转变 . 

11. (a) 由 于 这 个 代 换 , 方程 变 为 

a 一 “> 一 (e 一 5) ï. (A.82) 
定义 z= kn. 0 WAL 1 阶 球 贝 塞 尔 方程 (C.13) 5K. 

(b) 两 个 一 般 解 为 jle) 和 yi(z). 因而 一 般 解 可 写 为 Aj + By. 明确 地 写 出 
来 有 


v=nb=n(4 = B =) 
id 
~ 2k2n 


+ e!*[,A — Akn — B —iBkr)). (A.83) 


sin £ — T COST To] 


(ei*7[—iA — Akn — B + iBkn] 


当 kn 非常 大 且 为 负 值 时 , 我 们 想 要 v 一 eTi"/V2k， 所 以 这 时 etit 的 正比 于 
-4+i 的 系数 必须 为 零 , 即 4 = iB. ein 的 系数 为 


i 一 4 


它 必 须 等 于 (2k)-1/2, 所 以 A = 一 (k/2)W2. 因而 正确 的 结果 是 


—1 


—ikn i; 一 
Taken © [i — km]) (A.85) 


E (6.57) 式 相符 ， 
13. 爱 因 斯 坦 方 程 的 两 部 分 分 别 为 
k°W + 3aH(W + aHW) = 4nGa ôT? 
iki(W +aHW) = —4nGadT?. (A.86) 
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这 里 我 直接 利用 了 第 5 章 的 结果 , HO 换 成 - 亚 . 用 3iaHki/k? 乘 以 第 二 个 式 子 ， 
两 式 相 加 得 


k?W = 4nGa? |579 一 (A.87) 
0 


3Hk;ôT? 
zai 
在 大 尺度 上 , 左边 可 忽略 , 因而 式 子 右边 括号 中 的 项 相 加 必 为 零 , 即 (6.85) xt. 
第 七 章 

4. (c) 为 了 求 积 分 , 引入 一 个 新 变量 r = VI 十 y. 那么 (7.31) RBA 


36(0) fI+y AVI+Y 2 _ 1)2(32? +1 
b= se f an Ue +) (A.88) 
分 部 积分 , 利用 1/2? 的 积分 等 于 -1/z. 表面 项 正比 于 分 子 , 在 下 限 z = 1 时 为 零 . 
因而 


36(0) VIFy | 9?(4+3y) f oe 4 2 
一 一 一 二 一 一 十 dzl(l8z 一 20z“ 十 2 
| y1 +y 1 ( ) 


_ 38(0) VIFy | ae (Fe _ Dr 4 22) | . (A.89) 


在 上 下 限 计 算 括 号 中 的 项 , 推出 (7.32) 式 . 
9. 


3 PD T 5 2 
(emal) aw 


其 中 “~” 表 示 健 里 叶 变 换 , 我 们 已 用 到 Wale) 是 实数 这 个 事实 , 即 Welk) = 
他 #( 一 局 ， 计 算 原点 处 的 on, 角 括号 表示 取 平 均 , WES i(k) 所 有 的 真 值 . 取 
平方 并 利用 


(5(k)6(k’)) = (2z)363( 天 十 大) 已 (四 )， (A.91) 
得 到 
= | BP WMAP. (A.92) 


接 下 来 只 需要 计算 高 帽 窗 函 数 的 傅 里 时 变换 ， 


Walk) = J d’sWp(z)e E? 
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on R 1 2 
一 af dza? f apee. (A.93) 


现 已 将 窗 函 数 归 一 化 , 所 以 对 它 的 积分 是 1, 因而 因子 Vr = 40R3/3. 计算 剩 下 的 
角 向 和 径 向 积分 得 


R 
Wr(k) = as | dzz sin(kz) 
= [一 cos(kR) + sin(kR)]. (A.94) 
顺便 解决 第 10 题 , 注意 到 
Ax = 1 st Ph). (A.95) 
第 八 章 
2. 假设 解 的 形式 为 z = et. 阻尼 方程 变 成 w 的 二 次 方程 : 
ge R (A.96) 
m m 
利用 k/m > 7? = (b/2m)?, 得 
w =iy +w]. (A.97) 


现在 频率 为 w = [k/m— 7], 小 于 无 阻尼 的 情况 . 振幅 也 变 小 了 e. 
9. 利用 球 谐 函 数 的 加 法 定理 (C.12) 式 


x 4 Pi 人 
Pub) = 5D Ym NY (k). (A.98) 


角 积 分 变 成 了 两 个 球 谐 函 数 乘积 的 积分 , 由 于 正 交 , WR V = 1,m’ =m, 它 的 值 等 
于 1, 否则 为 0. 由 此 可 直接 得 到 想 要 的 结果 . 

12. 结果 见 图 Al, 交叉 项 的 积分 远 远 小 于 两 项 单独 的 平方 , 因而 单 极 和 偶 极 
之 间 没 有 干扰 . 

17. (8.67) 式 关 于 张 量 的 一 般 形式 是 


ğ ‘ au d3k * * 
oF = Do) +" (91! (A +1) / G OF HOH" Mime (Biman (k), (A99) 


其 中 定义 了 


Timu (k) = Je J d9Pr (È - I)Yim (Q) [Y22(9) + Y2-2(9)]. (A.100) 


. 344 . 附录 A ”习题 参考 答案 


因子 [8x/15]1/2[Y22 + Yo_2] 是 出 现在 (4.115) 式 的 组 合 sin? Ocos(2¢), 因而 此 表达 
式 只 有 当 + 模式 时 才 有 效 . 然而 ,x 模式 也 得 到 同样 的 结果 . 


图 A.1 球 贝 塞 尔 函 数 乘积 的 积分 


积分 Im 很 重要 . 通过 重 写 勒 让 德 多 项 式 成 [4n/(21 十 1)]12Yio/ 六 ,可 以 将 
Ty 变 成 对 三 个 球 谐 函数 乘积 的 积分 . 这 样 的 积分 在 量子 力学 中 被 集中 研究 过 , 可 
以 用 Wingner 3-7 符号 表示 . 关于 这 些 东 西 我 最 喜欢 的 参考 书 一 尤其 对 此 积分 有 
用 一 是 Quantum Mechanics (Landau and Lifshitz), 像 他 们 的 理论 物理 课 上 的 其 他 
讲义 一 样 精彩 . 积分 变 成 


32x2? 1 


15(21 +1) i (Im|Y22 + Y2—2|0'0) (A.101) 


Imi = 
4m=2 或 者 -2 时 , KAS. 4m 取 其 中 一 个 值 时 , 矩阵 元 素 为 


1 2 7 / vaf % ð g 
(2Y + Yo-alt) = if sare ners) | 
0 0 0 4 


(A.102) 
这 里 第 一 个 3-7 符号 , 即 底部 一 行 全 为 零 , 会 消失 , 除非 顶部 一 行 H+ 所 有 元 素 
之 和 为 偶数 . 当然 ! 与 ! 相差 不 能 多 于 2, 因为 组 合 好 ?Jo 导致 角 动 量 范围 从 -2 
Bl +2. RAHV =1-2,1,l' +2 时 和 矩阵 元 素 不 为 零 . 利用 Quantum Mechanics 第 
106 节 的 表 9 可 得 最 终结 果 


8 
limt = 4/ vil + li~! (ôm,2 + ôm, —2)[c-28v 1-2 + coôv + c2ôv 1+2] (A.103) 


此 处 ôm 2( 以 及 所 有 其 他 d's) 为 Kronecker delta 函数 , 当 m = 2 时 为 1, 否则 为 0. 
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系数 为 
_ v6 [(l — D+ (+ 2) 2 
C-2="4 (2 —3)(2l — 1)(21+ 1) ° 
_ —2Vv6 [( — 1) + 1) + 2)? 
和 一 4 (—1)(21 + 1)(2l +3) ° 
_ V6 (l= DI + 1) + 2)]/? 
2 一 4 (2+ 1(21+3)(21+5) (A104) 
接 下 来 是 (8.93) 式 的 结果 . 
18. (a) 大 尺度 上 , 我 们 可 取 h 为 物质 为 主 的 结果 , 所 以 
rb A ag ad [3i(kn)] pi 
Oi#= 3 | | dnju[k(no — )]o an | a | mB, (A.105) 


利用 引力 波 的 最 初 振幅 P, 按 括号 中 的 形式 随时 间 变 化 . 代入 (8.93) RA 

Of = a we { ¥ dkk? Ph (k)| | ý ain) 2 

. ane nj) 2 ju(k[no — nl) ji+2(k[no — n]) 

(21 —1)(21 +1) QI- 1)(21+3) (+121 43) 

因为 nx < mo, 所 以 令 时 间 积 分 的 下 限 为 0. 而 且 已 利用 等 式 (7 /z)' = 一 j2/z. 前 

面 的 因子 2 来 自 对 应 + 和 x 成 分 的 求 和 . 对 PP 利用 (6.100) 式 (在 慢 滚 近似 下 
e 二 0,v = 3/2) 并 定义 新 的 积分 变量 y= kno 和 z= kn 得 


of -3 (Za) C-D D+) [7 H] f" 2 


ji-2(y — 2) july — 2) jira(y—7) ]/? 
> has +1) Gs) wae | - (4-107) 
此 处 的 Hine 表示 暴 胀 时 期 的 哈 勃 率 ， 精 确 来 说 是 穿越 视界 模式 (km = -1) F 
的 哈 勃 率 . 这 个 表达 式 对 于 低 阶 矩 很 适合 . 要 想得到 更 好 的 结果 需 处 理 转移 方程 
(5.88) 式 . 
(b) 对 于 ! = 2 模式 ,(A.107) 式 中 的 双重 积分 等 于 2.139 x 10-4, 所 以 CI 
= 0.185(H/mp1)?. 尺度 C2 等 于 nôh = 12. 利用 (6.100) 式 得 


| f; (A.106) 


r = 13.86e. (A.108) 
(c) 结合 (6.104) Ñ, 我 们 期 望 


r = —6.93nr. (A.109) 
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对 于 许多 模式 , 暴 胀 参数 6 = —c, 所 以 


A (A.110) 
第 九 章 
2. 在 ks = 0 处 展开 功率 谱 得 到 
P(4/k3 + (Hok/x)?) = P(How/x) + = T laok E (A.111) 


对 于 平滑 功率 谱 ,dP/dk Æ P/k 的 量 级 , 因而 k? 的 系数 为 P/k? 的 量 级 .k = Hok/x, 
这 个 系数 为 Px?/(Hor)? KWER. BTW k? 写成 -HH26?/6x? 代入 (9.9) 式 的 指数 
H, 假设 这 个 选择 方程 比较 平滑 , 是 H2/x? WER. 因而 对 于 主导 项 的 第 一 个 改正 
是 1/r? HBR, 只 要 被 探测 的 角度 范围 不 太 , 它 的 值 会 很 小 . 
3. 定义 变量 x = How/k. 那么 
F = Ho | SŽ (kx HoW?) (A.112) 


该 表达 式 只 与 kd AX. 
5. ABH CPatter XF w 的 表达 式 ,(9.66) PIF Py (cos 0), 并 对 u = cos 
积分 . 得 到 


Cpe = Dn f d cos 0P: (cos0)w(0). (A.113) 
= 
将 w 写成 (9.13) 式 第 一 行 那 样 的 对 于 2 维 功率 谱 的 积分 . 那么 
oo 1 
Oi = i wvm) f dcos 8P (cos 8) Jo (l'8). (A.114) 
0 =i 


注意 P 的 不 同 : 第 一 个 P 表示 2 维 功率 谱 , 第 二 个 P 是 勒 让 德 多 项 式 . A 取 
较 大 值 的 极限 情况 下 , 贝 塞 尔 方程 变 为 

Jo(l'0) 一 Pyo(cos 4). (A.115) 
因而 , 只 有 当 =U 时 , 对 8 的 积分 不 为 零 , 其 值 为 2/(2! + 1)， 在 大 V 时 , 因为 
dl’ > 1, 对 7 的 积分 等 于 对 所 有 V 的 积分 之 和 . 分 母 中 的 因子 2/(2 十 1) 与 分 子 中 
AYU 抵消 , 得 到 了 想 要 的 2 维 功率 谱 和 Cmatter 之 间 的 等 式 . 
第 十 章 


2. 探测 器 接收 到 总 强度 是 Tobs(9) 对 9 的 角 积分 . 发 射 的 总 强度 是 ruels) 对 
bs 的 角 积 分 . 的 大 小 是 二 者 的 比值 : 


| Eora) 
/ q? OsTtrue (8s) 


(A.116) 
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将 分 母 上 的 变量 改 为 9, 得 到 因子 det(A), 其 中 4 由 (10.15) 式 定义 . 因为 Frue(bs) = 
Tops(0), 所 以 除了 行列 式 外 , 分 子 和 分 母 相 消 . 得 到 
1 1 


ep ee (A.117) 
如 果 所 有 的 扰动 均 很 小 , 那么 上 式 的 大 小 只 依赖 于 «: 
1 之 1 十 2k. (A.118) 
3. (a) 由 (10.14) 式 可 知 
= $=2/ de = a (x8, x), (A.119) 


其 中 让 (10.14) 式 x 一 xs, 并 用 x RE x. 下 X. 这 是 
因为 将 对 位 置 的 导数 ((10.14) 式 的 逗号 ) 变 成 对 角度 的 导数 . 
4. 在 牛顿 限制 下 , 引力 势 可 以 写成 质量 密度 的 形式 : 


&(z) = -a | F a Te) (A.120) 
我 们 在 柱 坐 标 系 下 进行 积分 , 所 以 Z = (R, r) HEA 
~ _9axs _ XL 2 LAR i Xs 
[oe B fa R f axi) | E e r (A.121) 


其 中 放 到 前 面 的 缓慢 变化 的 因子 中 已 令 x = xr 最 里 面 的 积分 可 得 到 解析 解 , € 
等 于 
2In|a + 1/(R— x16 + 2?)|9° 


其 中 已 令 上 限 为 无 穷 大 , 因为 大 的 r 对 于 投影 势 的 相关 部 分 没有 贡献 . 实际 上 , 唯 
一 和 6 有 关 的 部 分 (因而 当 求 导 时 不 为 零 ) 来 自 下 限 : -2ln|R- xð. Wy’ 的 积 
分 变 成 面 密 度 , 即 所 求 的 结果 . 


第 十 一 章 
4. 在 元 为 常数 情况 下 ,噪声 矩阵 为 
(Cw)s =# | Fwy) (A.122) 


首先 考虑 矩阵 的 对 角 元 素 .w; M pj 两 者 都 需要 z 在 距离 第 i 个 单元 中 心 为 RR 的 
半径 之 内 , 所 以 


(Cwa=n f de= = (A.123) 
Tt 
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(不 需要 将 i 加 起 来 ). 对 于 距离 超过 2R 的 圆 , 积分 为 零 , 因为 了 不 可 能 同时 存在 在 
两 个 圆 内 . 对 于 距离 小 于 2R 的 情况 , ABBR, 积分 变 为 


R 1 
af d3z@(R— |Z — 7I) = 2an | dza? f duO(R — yx? +r? — 2rru). (A.124) 
<R 0 -1 


其 中 了 是 两 个 圆心 之 间 的 距离 ,9 是 步 函 数 (step function), 当 参 数 为 正 时 , CHE 
为 1, 否则 为 0. 因而 u 的 积分 从 (a? + y? — R?)/2er 积 到 1. 如 果 下 限 大 于 1, 积 
分 为 零 , 否则 它 是 统一 的 (it is unity), 只 有 当下 限 小 于 1 时 才 有 值 , 此 时 x 位 于 
r+ R. 因而 积分 变 为 


R ee ae R 
| dzz? h 一 ae = z dzz[2zr — (x? +r?” — R?)]. (A.125) 
=R 


2xr 2r 


z 的 积分 很 简单 , 因为 它 只 是 z ARÉN. 可 得 


i (2- rs" (4+ 42). (A.126) 


7. 我 们 需要 计算 (11.55) 式 的 积分 ， 因 为 窗 函 数 在 小 尺度 模式 下 是 急剧 上 升 
的 , 我 们 可 以 将 大 B ki. 插入 有 限 体 积 下 的 窗 函 数 的 表达 式 ((11.59) 式 ), 得 到 


N 9P(k;) [ru af i)R dy 
Csh)i An2 R2 wise y (A.127) 


求 此 积分 最 好 的 方法 是 交换 积分 顺序 . 考虑 图 A.2, 它 给 出 了 积分 区 域 . 水 平 线 以 下 
的 区 域 对 应 于 y < kiR 和 ki 一 y/R<k< ki+y/R. k DER RRA y/RLK. 
因此 


(k+ki)R d ki d ki+y/R co d ki+y/R 
[ve f oy 2 Sof awf Bof a 
—ki|R y” ki—y/R kiR Y y/R—ki 
d 
= Er dyj? (y) + 2k; k TJU) (A.128) 


在 kiR > 1 极限 下 , 这 里 的 第 一 项 远大 于 第 二 项 (因为 对 于 大 的 y 值 , j?(y) 以 形 
A 1/y? ZW). 在 第 一 个 积分 中 , 因为 kiR 很 大 , 上 限 可 用 无 穷 代替 . 积分 结果 为 
((C.17) Ñ)ar(3/2)/4r (5/2) = 2/6. RA 2/R, ARU 9/4r2R2, 可 得 到 因子 1/V. 
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ki 


k 
图 A.2 (A.128) 式 双重 积分 的 积分 区 域 . 水 平 线 以 下 的 区 域 贡献 了 第 一 项 ， 
水 平 线 以 上 的 区 域 贡献 了 第 二 项 


9. 需 计 算 方 差 


de =1 =| ei 2 
(A- a7) = ( (a ae eal) (A.129) 
其 中 估计 值 由 (11.92) 式 给 出 , 假设 XO = X 比如 我 们 处 在 似 然 方程 的 最 大 值 
处 上面 的 平方 中 有 没有 A 的 项 ; 有 的 有 两 个 A, 有 的 有 四 个 . 有 两 个 A 的 项 可 以 
利用 下 式 简单 地 计算 出 来 ， 


(AiAi) = Cij, (A.130) 
其 中 角 标 指 像素 . 既然 分 布 假设 为 是 高 斯 的 , 四 个 A 的 期 望 值 就 应 为 
(AiAjAkAl) = CijCki + CikrOj + CaCyr- (A.131) 
代入 这 些 期 望 值得 到 
(A —A)?) = BA (0710070700 Yau CyCu + CizCy + CiCjx) 
一 [全 [CC y])?}. (A.132) 


(Tr[(C-1C )])? 项 等 于 0;;Cki 项 , 和 最 后 一 项 相 消 , 得 
(A 一 i)?) = FS [0-10 sO“ JOC Maul C4sCi + CiCjk). (A.133) 


这 两 项 贡献 相同 (给 出 一 个 2). 矩阵 的 相 乘 可 以 简化 , 因为 所 有 的 矩阵 都 是 对 称 的 . 
例如 


[Oe "hy [GCC Cin yn = TG OC Gy]; (A.134) 
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得 知 右边 项 为 2FAX( 另 一 个 2). 因而 
((A — 4)?) = Fo. (A.135) 


需 注意 等 式 只 有 在 高 密度 以 高 斯 形式 分 布 且 处 于 参数 空间 中 最 大 值 处 时 才 成 立 . 

15. (a) 应 用 似 然 近似 ， 参 数 的 似 然 方 程 , 这 针对 于 不 同 6。 WA, 正比 于 
ex /2, 其 中 

Nforegrounds 
x? =(d—We)N-"(d-We)+ > (07)*/C%. (A.136) 
a=1 

第 一 项 等 于 由 (11.114) 式 产生 的 结果 . 第 二 项 是 对 先 验 的 说 明 , 即 Oa 的 均值 为 0， 
方差 为 C*. 最 大 似 然 对 应 x? 关于 参数 6 的 最 小 值 . 因为 x? 是 二 次 的 , 最 小 化 时 
可 得 到 一 个 As 的 线性 方程 , 即 Oe 的 最 小 方差 : 


A=(WN-W+0-!)-!WN-!d. (A.137) 
这 个 新 的 协 方差 矩阵 就 是 式 子 右边 的 第 一 项 ， 
Cy = (WN CW +O. (A.138) 


矩阵 C 是 对 角 的 ,oo 元 素 为 0, 其 他 对 角 项 等 于 假设 的 前 景 功率 谱 ， 
(b) 如 果 只 有 一 个 前 景 , 形状 向 量 为 W! = (1,1/2), 其 功率 等 于 噪声 , 一 个 新 的 
逆 协 方差 矩阵 和 (11.151) 式 相同 , 只 是 项 前 增加 了 1/02. 因而 


2 
og = 3 ( ijs i (age) 


注意 到 oo 项 没 变 , 这 是 必然 的 , 因为 若 所 有 前 景 已 知 的 话 它 就 是 逆 协 方差 . 它 
的 逆 和 矩阵 给 出 了 一 个 新 的 协 方差 矩阵 


_ 402 ( 9/4 -3/2 
fig fe i } (A.140) 


可 知 前 景 存在 下 的 噪声 为 on 如 果 我 们 没有 前 景 大 小 的 先 验 的 话 , 它 会 小 V5. 只 
比 没有 前 景 下 大 V2; 这 种 情况 下 新 的 FDF 为 V2. 最 小 方差 的 估计 值 为 


o 402 E 1 1 lyon 1 dı 
A = (9/4, 2/0 ( 1 1/2 ( 0 1/02 ) ( d2 ) (A.141) 
= dı +2d2 


3 


附录 B 基本 常数 
括号 当中 的 数字 表示 最 后 几 位 以 相同 标准 推导 出 的 不 确定 度 (例如 , 里 德 伯 常 


Æ so = 13.60569172+ 5.3 x 10-7eV), 这 些 常数 中 的 大 部 分 , 至 少 对 物理 常数 而 言 ， 
来 自 Particle Data Group(Groom et al., 2001). 


B1 物理 学 中 的 一 些 常数 


精细 结构 常数 a= 1/137.03599976(50) 
里 德 伯 常 量 £0 = meca? /2 
= 13.60569172(53)eV 

汤姆 孙 散 射 截面 oT= 8na? h? /3m2c? 
= 0.665245854(15) x 10-24cm2 

中 子 寿命 Ti = 885.7(0.8) sec 
光速 c= 2.99792458 x 10!cm - sec! 
费 米 常数 Gr = 1.16639(1) x 10-75GeV 7? (ñc)? 
引力 常数 G= 6.673(10) x 10-8cm~%g—! sec~? 
= hemp 

约 化 普 朗 克 常 数 h= 6.58211889(26) x 10-16eV sec 
= 1.973269602(77) x 10-°eV cm/e 

玻 尔 效 曼 常数 kg = 8.617342(15) x 10-5eV K7! 
电子 质量 Me = 0.510998902(21)MeV/c? 
中 子 质量 mn= 939.565330(38)MeV /c? 
光子 质量 Mp = 1.67262158(13) x 10-24g 
938.271998(38)MeV /c? 

普 朗 克 质 量 mpi= 1.221 x 10!°GeV/c? 
= 1.094 x 10-38 Mo 

中 子 -质子 质量 差 Q= 1.2933MeV /c? 
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B.2 宇宙 学 中 的 一 些 常 数 


宇宙 微波 背景 能 量 密度 a= n? k4 T4/15(ħe)? 
一 2.47 x 10-5h-2(T/To)* per 
临界 密度 per= 1.879h? x 10-29g cm-3 


= 2.775h? x 10"! MoMpc~* 
= 8.098h? x 1071teV4/(ħc)3 


有 质量 中 微 子 密度 R= (m,/94eV) 
无 质量 中 微 子 密度 0,47 = 1.68 x 1075(N/3) 
辐射 物质 相等 时 期 的 尺度 因子 asd 一 4.15 x 10-5(Q,,h?)-1 
辐射 物质 相等 时 期 的 波 数 ksam 0.073Qmh? Mpc! 
哈 勃 常数 Ho = 100h km sec-! Mpc 


= 2.133h x 10-47GeV/h 
= 1.023h x 107} year—! 


太阳 质量 Mo = 1.989 x 1033g 

= 1.116 x 10°7GeV/c? 
秒 差距 pc= 3.0856 x 1018cm 
目前 的 宇宙 微波 背景 温度 To = 2.725(2)K 


= 2.348 x 10-4eV /ks 


附录 C 特殊 函数 


这 里 简单 总 结 了 一 下 特殊 函数 , 重点 是 本 书 中 涉及 的 相关 计算 . 对 于 更 完整 的 
分 析 , 详 见 : Handbook of Mathematical Functions (Abramowitz and Stegun). 


C.1 勒 让 德 多 项 式 
Pilu) 表示 关于 的 1 次 勒 让 德 多 项 式 , 在 -1 < p< 1 的 范围 内 ,Pi(1) 共有 1 
个 零点 . 下 面 列 出 几 个 特殊 值 : 


Po(u)=1; Pile) =H; Polp) = Dor 


从 上 述 多 项 式 可 以 看 出 , 41 ABAN, Pilu) 是 关于 u 的 偶 函 数 ; 41 为 奇数 
时 ,Pi(1) 为 奇 函 数 , IFA Legendre 多 项 式 具 有 正 交 性 , B 


(C.1) 


(C.2) 


fo duP;(u)Pr (u) = ôw =— IT wi 


为 了 从 低 阶 Legendre 多 项 式 得 到 高 阶 表达 式 , 可 以 使 用 以 下 递 推 关 系 
(l + DPiri(p) = (21 + 1)uPi(u) — IPi-1 (4). (C.3) 


这 个 关系 对 于 描述 动量 形式 的 玻 尔 效 曼 方程 是 重要 的 . 


C.2 球 谐 函数 
球 谐 函 数 是 Laplacian( 拉 普 拉 斯 ) 角 分 量 的 特征 函数 , 即 


1 0 0 1 ð 
(0 ) + ma | "eo = —I(1+1)¥im(0,4). (0.4) 


本 书 中 , 我 们 将 CMB 温度 函数 分 解 成 了 球 谐 函 数 ((8.60) 式 ), 这 与 平坦 空间 的 傅 
里 时 分 解 是 相似 的 .CMB 温度 是 在 球 坐 标 中 定义 的 , 即 它 是 关于 0, 6 的 函数 , 然而 ， 
就 星系 密度 而 言 , 它 却 是 三 维 空间 坐标 的 函数 , 因此 , 要 将 其 展开 为 伟 里 叶 级 数 形 
式 . 以 下 是 若干 展开 形式 .: 

1 


Yoo(9, $) = iia 


(C.5) 
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Yio(0, ¢) = TE cos(b) (C.6) 
Yi+1(0,$) = JB sin(@)e** (C.7) 
Y20(0, $) = Er — 3 cos? 0) (C.8) 
Yo,41(0, 6) = E cos 0 sin be*!? (C.9) 
Y2,42(0,$) = ee sin? Get2i$. (C.10) 
上 述 函 数 都 是 正 交 的 , 其 一 般 形式 为 
J dY; (Q) Ym (Q) = Su Smm’- (C.11) 
另 一 个 有 用 的 表达 式 是 将 勤 让 德 多 项 式 表示 为 球 谐 函数 乘积 的 和 的 形式 : 
Piai) = > D VOC) (C.12) 


C.3 球 贝 塞 尔 函 数 


由 于 宇宙 背景 辐射 和 大 尺度 结构 在 整个 天 空 表现 出 的 不 均匀 性 , ER Bessel K 
数 对 这 方面 的 研究 具有 重要 意义 . 它们 满足 微分 方程 : 


和 . 
ci oe + fi- D] a= (C.13) 
最 低 阶 的 几 个 为 
fei me, ETA sinz "i (C.14) 
联系 勤 让 德 多 项 式 和 球 贝 塞 尔 函 数 的 主要 积分 关系 为 
1 
> f Guye = = aa, (C.15) 
反 解 此 式 可 以 得 到 一 个 有 用 的 传 里 叶 基 函 数 表 达 式 
elke 3 i! (21 + 1)ji(kx)Pi(k - ê). (C.16) 
l=0 
对 于 Sachs-Wolfe 效应 还 存在 一 个 重要 的 积分 : 
n 1 
= T It+e-5 I'(3 —n) 
Fi dzs”? j? (x) = 2"-4*n e 2 (C.17) 
0 
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另 一 个 消除 导数 的 重要 关系 是 
dji /十 工 


E ia ma ik (C.18) 
C.4 傅 里 叶 变换 
我 们 采用 的 傅 里 叶 变换 形式 为 
3 YT 
ra= | Ge), 
f(k) = J deze 2 f(z). (C.19) 
于 是 , 功率 谱 可 以 写成 相关 函数 的 健 里 叶 变换 形式 , B 
(6(k)6(k’)) = (27)363(R — k’)P(k). (C.20) 


C.5 其 他 特殊 函数 
我 们 需要 两 个 涉及 一 般 Bessel 函数 的 关系 式 


Jno) = 一 f dgeizeose cos(ng) (C.21) 
T eds (2)] = z(a). (C.22) 

整数 阶 荆 函数 与 阶乘 存在 简单 的 关系 : 
T(n +1) =n. (0.23) 


4 zx 非 整数 时 , 一 般 的 情况 为 
Ttz+1)=zT(z) (C.24) 


对 于 一 个 Harrison-Zel'dovich-Peebles 类 型 的 光谱 (n = 1),Sachs-Wolfe 积分 
((C.17) 式 ) 依赖 于 


r(3/2) = a (C.25) 
在 统计 力学 中 , Riemann 5 函数 对 估算 积分 是 实用 的 , 尤其 是 
1 co git 1 co gst 
C(s) = raf dp = ED oP (C.26) 
以 下 是 一 些 低 阶 整 型 Riemann ¢ 函数 
x? nî 
C(2)= i ¢(8) = 1.202; ¢(4) = zp: (C.27) 


附录 DD F 号 表 


注释 
对 时 间 (第 四 章 之 前 ) 或 共 形 时 间 (第 四 章 之 后 ) 的 导数 
ART NRA 
SURF Hh 
克 氏 符 
前 切 量 的 两 个 分 量 
决定 功率 谱 的 参数 
重子 密度 扰动 
在 像素 i 中 的 估计 各 向 异性 
k 尺度 的 无 量 网 功率 谱 
暗物质 的 密度 扰动 
慢 滚 参数 ( 仅 第 六 章 ) 
D 维 下 的 犹 拉 克 delta 函数 
标量 场 中 驱动 暴 胀 的 扰动 
对 能 量 张 量 的 扰动 
Kronecker 6 函数 =0 (i # j) R =1(i = j) 
视界 原初 扰动 幅度 
慢 滚 参数 
单位 矢量 偏振 
椭 率 的 两 个 分 量 
氨 原 子 的 电离 能 ，13.6eV 
共 形 时 间 
再 复合 时 的 共 形 时 间 
物质 辐射 相等 时 的 共 形 时 间 
ETZE 
暴 胀 结束 时 的 共 形 时 间 
闵可夫 斯 基 度 规 
光子 扰动 的 分 布 
光子 的 勒 让 德 矩 
偏振 扰动 
辐射 扰动 =p 十 pv 人 
由 于 张 量 扰动 导致 的 光子 扰动 
会 聚 
宇宙 学 常数 
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注释 
k A p ZRAKA E 
三 维 相关 函数 
坐标 变换 的 的 生成 元 
重子 能 量 密度 
临界 能 量 密度 
暗 能 量 密度 
暗物质 能 量 密度 
物质 能 量 密度 
光子 能 量 密度 
中 微 子 能 量 密度 
总 辐射 能 量 密度 
Thomson 截面 
光子 在 共 形 时 间 7 时 的 光 深 
散射 率 
中 子 寿命 
度 规 的 标量 扰动 
在 上 暴 胀 期 间 设 定 的 初始 值 更 
驱动 暴 胀 的 场 的 零 阶 值 
随 红 移 z 变化 的 共 动 距离 
红 移 为 无 穷 时 的 共 动 距离 
度 规 的 标量 扰动 
2 x 2 的 形变 张 量 
第 i 种 单位 能 量 密度 ( 除 以 临界 密度 ) 
曲率 密度 除 以 临界 密度 
2 MERER 
宇宙 尺度 因子 
再 复合 时 的 尺度 因子 
物质 和 辐射 相等 时 的 尺度 因子 
在 较 晚 时 刻 (此 刻 之 后 扰动 以 D1 形式 演化 ) 的 尺度 因子 
偏振 或 者 弱 引 力 透 镜 的 B 模式 
气 子 的 结合 能 
总 协 方差 矩阵 
带 通 功率 
物质 的 角 功 率 谱 
声速 
噪声 的 协 方 差 矩 阵 
信和 号 的 协 方差 矩阵 
增长 函数 
角 直 径 距 离 
光度 距离 
偏振 或 者 弱 引 力 透 镜 下 的 EE 模式 


注释 
Fisher 矩阵 
曲率 矩阵 
分 布 函数 , 通常 指 光 子 
暗物质 的 分 布 函数 
电子 的 分 布 函数 
光子 的 零 阶 分 布 函数 
可 见 函 数 
相对 论 性 粒子 的 有 效 自由 度 
度 规 
第 i 类 自 旋 态 的 数目 
引力 常数 
爱 因 斯 坦 张 量 
哈 勃 常数 参量 
示 踪 张 量 扰动 的 变量 
度 规 的 张 量 扰动 
描述 张 量 扰动 的 三 维 矩 阵 
哈 勃 膨胀 率 
今天 的 哈 勃 膨胀 率 
波 数 
波 矢量 
在 aea 时 穿 过 视界 的 波 数 
非 线 尺度 的 波 数 
声学 峰 的 位 置 
似 然 函 数 
对 一 物理 过 程 的 粒子 物理 振幅 
电子 质量 
中 子 质量 
中 微 子 质量 
普 朗 克 质 量 
质子 质量 
在 一 次 实验 中 像素 数目 
重子 数 密度 
暗物质 数 密度 
零 阶 暗物质 数 密度 
平衡 态 处 的 数 密度 
中 微 子 分 布 函 数 的 扰动 
1 阶 勒 让 德 多 项 式 
压强 
4 维 共 动 能 量 动量 矢量 
固有 动量 
物质 功率 谱 
引力 势能 功率 谱 


附录 D 符 号 表 


注释 
单位 方向 矢量 
质子 和 中 子 的 质量 差 
斯 托 克 斯 参量 
张 量 - 标 量 扰动 比 
声 视界 
里 奇 张 量 
里 奇 标量 =g Ryu 
重子 与 光子 之 比 ，3pb /4py 
HGR BE 
宇宙 年 龄 
天 线 温度 
零 阶 光子 温度 
应 力 -能 量 张 量 
斯 托 克 斯 参量 
重子 速度 
暗物质 速度 
哈 勃 膨胀 速度 
本 动 速度 
压强 与 能 量 密度 之 比 
角 相 关 函 数 
自由 电子 丰 度 
中 子 丰 度 
平衡 中 子 的 丰 度 
4He 的 质量 比例 
宇宙 尺度 因子 (使 得 aeg 归 一 化 为 1) 
当 某 个 尺度 穿 过 视界 时 的 y 值 
暗物质 粒子 的 平衡 态 丰 度 
红 移 
再 复合 时 的 红 移 
物质 和 辐射 相等 时 的 红 移 
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